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随机激励下一类含分数阶阻尼的
轮胎的振动响应
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摘要：　 基于随机平均法研究了 Ｋａｎａｉ⁃Ｔａｊｉｍｉ 噪声激励下含分数阶阻尼的轮胎动力学系统的响应．
首先将地震波近似为 Ｋａｎａｉ⁃Ｔａｊｉｍｉ 噪声，结合点接触模型和分数阶导数模型，建立轮胎的动力学方

程，然后运用随机平均法求解振动位移的稳态概率密度函数的解析解，最后通过 Ｍｏｎｔｅ⁃Ｃａｒｌｏ 数值

模拟验证了该方法的有效性．利用振动位移的概率密度求解聚丁二烯橡胶、丁基 Ｂ２５２ 橡胶轮胎振

动位移的均值与方差，并以此为依据考察这两类橡胶的减振性能．研究结果表明，轮胎振动位移的

均值和方差随橡胶的储能模量的增大而增大，随耗散模量的增大而减小，这说明减小橡胶的储能

模量或增大耗散模量可有效改善轮胎的减振性能．所得结果可为轮胎的设计与制造提供一定的理

论基础．
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引　 　 言

２００４ 年印尼海啸发生，标志着地球可能已经进入又一个“地震活跃期”，频繁发生的地震

造成了极大的人员伤亡和经济损失．很多学者致力于研究建筑物的抗震性能，陈清军等［１］分析

了长周期地震波作用下高层建筑结构的弹塑性动力学响应， Ｒｏｇｈａｅｉ 和 Ｚａｂｉｈｏｌｌａｈ［２］ 研究了利

用粘弹性材料来减小隔震层的位移并且改善系统的性能．由于很多公路都位于地震的多发地

区，开始有学者分析地震对车辆运行的影响［３⁃４］，但主要是从数值仿真的角度入手．与普通的建

筑物相比，汽车在抗震上有天然的优势———轮胎．轮胎作为汽车的重要支撑和隔震装置，对缓

解大幅度的振动有着重要的作用．研究轮胎的动力学行为有助于提高汽车在受地震波冲击时

乘车的舒适度，改善行车的安全性能．
橡胶是轮胎的主要减振材料，作为典型的粘弹材料，其本构关系的描述主要有 ５ 种：复刚

度模型、微段模型、Ｋｅｌｖｉｎ 模型、Ｍａｘｗｅｌｌ 模型、分数阶导数模型［５⁃７］ ．其中，分数阶导数模型不但

能够在较大频率范围内精确地描述橡胶及其它类聚合物，而且能够减少计算所需的参数．大量

学者研究了如何应用分数阶导数模型描述相关粘弹材料的力学性能，Ｓｏｎｇ 和 Ｊｉａｎｇ［８］ 建立了 ５
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个参数的分数阶导数 Ｊｅｆｆｒｅｙｓ 模型来描述黄原胶和田菁胶，结果与实验数据吻合良好．李根国

等［９］构造了描述具有分数阶导数型本构关系粘弹性柱动力学行为的数学模型，并且给出了粘

弹性柱运动稳定状态的存在条件．随后，采用分数阶导数模型，吴杰等［１０］分析了一个含有橡胶

隔振器的单自由度振动系统时域响应，研究发现采用分数阶导数模型能更加准确地描述橡胶

隔振器的动态特性．但是已有的轮胎动力学模型多是确定性的［１１⁃１２］，而现实中地震波具有一定

随机性，采用随机动力学模型研究轮胎隔振系统更接近实际情况．
近些年来，不少学者一直致力于研究如何求解具有分数阶导数型阻尼的随机动力学系统．

Ａｇｒａｗａｌ［１３⁃１５］结合 Ｌａｐｌａｃｅ 变换和特征值展开法研究了具有分数阶导数阻尼的随机线性系统的

解析随机响应，Ｙｅ 等［１６］利用 Ｆｏｕｒｉｅｒ 变换法和 Ｄｕｈａｍｅｌ 积分法研究了受到确定和随机激励下

的具有分数阶粘弹阻尼的建筑结构响应．Ｈｕａｎｇ 和 Ｊｉｎ［１７］运用随机平均法求解了 Ｇａｕｓｓ（高斯）
白噪声激励下具有分数阶导数算子的强非线性系统方程，给出了不同参数对稳态概率密度的

影响，并运用最大 Ｌｙａｐｕｎｏｖ（李雅普诺夫）指数法讨论了参数对系统稳定域的影响．Ｌｉｕ 等［１８］基

于多尺度法得到了分数阶随机系统的一阶一致近似解的分析展开形式，并研究了随机混乱周

期激励下轴线运动梁的动力学响应．Ｃｈｅｎ 等［１９⁃２０］ 用广义谐和函数导出随机平均方程，研究了

谐和与宽带噪声联合激励下的具有分数阶导数型阻尼的随机系统的动力学响应．
本文采用文献［１７］中的随机平均法，其基本思想是先结合点接触模型与分数阶导数模

型，建立了轮胎在 Ｋａｎａｉ⁃Ｔａｊｉｍｉ 噪声随机加速度激励下的振动微分方程．然后对运动方程进行

无量纲化，并运用随机平均法理论，求解含分数阶阻尼轮胎动力学系统在随机激励下的位移的

稳态概率密度、均值与方差，最后通过振动位移的这些数字特征分析材料的减振性能，解析结

果与 Ｍｏｎｔｅ⁃Ｃａｒｌｏ 数值模拟的结果吻合得较好．

１　 动力学方程的建立与预处理

如图 １ 所示，首先将轮胎与地面的接触简化为垂直方向的点接触模型，然后结合基于分数

阶导数的粘弹本构模型建立轮胎垂向振动的动力方程：
　 　 ｍＸ（τ） ＋ μＤαＸ（τ） ＋ ｋ１Ｘ（τ） ＋ ｋ２Ｘ３（τ） ＝ ｍξ（τ） ． （１）

图 １　 轮胎垂向振动的数学模型示意图

Ｆｉｇ．１　 Ｔｈｅ ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ ｍｏｄｅｌ ｆｏｒ ｔｉｒｅ ｖｅｒｔｉｃａｌ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ

假设整车质量左右对称，质量分配系数约为 １，其
中 ｍ 是 １ ／ ４ 车与轮胎质量，μ 是轮胎的阻尼系数，
α 为导数阶次，ｋ１，ｋ２ 是非线性刚度系数，ξ（τ） 是

来自地面的随机加速度激励，在这里用 Ｋａｎａｉ⁃
Ｔａｊｉｍｉ 噪声近似表示，其谱密度为［２１］

　 　 Ｓ（ω） ＝
ω４

ｇ ＋ ４ξ２
ｇω２

ｇω２

（ω２ － ω２
ｇ） ２ ＋ ４ξ２

ｇω２
ｇω２ Ｓ０， （２）

其中， Ｓ０ 是零均值白噪声的谱密度，ω是噪声的频

率，ωｇ 和 ξｇ 分别是覆盖土层的特征频率和特征阻尼比．ＤαＸ（ ｔ） 为分数阶阻尼，这里采用 Ｒｉｅ⁃
ｍａｎｎ⁃Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ 定义［１７］：

　 　 ＤαＸ（τ） ＝ １
Γ（１ － α）

ｄ
ｄτ ∫

τ

０

Ｘ（τ － ｔ）
ｔα

ｄｔ，　 　 ０ ＜ α ＜ １． （３）

对动力学方程（１）进行无量纲化［２２］

１３３１范 院 琴　 　 　 徐　 　 伟　 　 　 韩　 　 群　 　 　 杨 勇 歌



　 　 ｔ ＝ ωｎτ， ω２
ｎ ＝

ｋ１

ｍ
， ｃ ＝ μ

ｋ１ωα
ｎ

， β ＝
ｋ２

ｋ１
， （４）

得到新的动力学方程：
　 　 Ｘ（ ｔ） ＋ ｃＤαＸ（ ｔ） ＋ Ｘ（ ｔ） ＋ βＸ３（ ｔ） ＝ ζ（ ｔ）， （５）

其中 ζ（ ｔ） ＝ ξ（τ） ／ ω２
ｎ ，其谱密度为

　 　 Ｓ′（ω） ＝ Ｓ（ω） ／ ω３
ｎ， （６）

β 为刚度的非线性强度，体现了系统刚度项非线性的强弱．

２　 随机平均法求解动力学方程［２３］

为了求解动力学方程（５），先将系统简化为一个无分数阶阻尼、无随机激励的系统，其运

动方程形式如下：
　 　 Ｘ ＋ ｇ（Ｘ） ＝ ０， （７）

其中 ｇ（Ｘ） ＝ Ｘ ＋ βＸ３，对方程（７） 两边关于 Ｘ 积分，得到势函数：

　 　 Ｕ（Ｘ） ＝ ∫Ｘ
０
ｇ（ｕ）ｄｕ ＝ １

２
Ｘ２ ＋ β

４
Ｘ４ ． （８）

假设系统（５）在平衡点邻域 Ｕ０ 内有周期解族：

　 　
Ｘ ＝ Ａｃｏｓ Θ（ ｔ），
Ｘ ＝－ Ａν（Ａ，Θ）ｓｉｎ Θ（ ｔ），
Θ（ ｔ） ＝ Φ（ ｔ） ＋ Γ（ ｔ），

ì

î

í

ïï

ïï

（９）

其中 Ａ 是幅值，ν（Ａ，Θ） 是系统瞬时频率，

　 　 ν（Ａ，Θ） ＝ ｄΦ
ｄｔ

＝ １
２

（４ ＋ ３βＡ２）（１ ＋ ηｃｏｓ（２Θ）） ， （１０）

η ＝ βＡ２ ／ （４ ＋ ３βＡ２），将 ν（Ａ，Θ） 进行 Ｆｏｕｒｉｅｒ 展开，得

　 　 ν（Ａ，Θ） ＝ ｂ０（Ａ） ＋ ∑
¥

ｎ ＝ １
ｂｎ（Ａ）ｃｏｓ（ｎΘ） ． （１１）

对 ν 进行近似处理，误差不大于 ０．０３％，
　 　 ν ＝ ｂ０ ＋ ｂ２ｃｏｓ（２Θ） ＋ ｂ４ｃｏｓ（４Θ） ＋ ｂ６ｃｏｓ（６Θ）， （１２）

其中

　 　 ｂｎ ＝ １
２π ∫

２π

０
ν（Ａ，Θ）ｃｏｓ（ｎΘ）ｄΘ，　 　 ｎ ＝ ０，２，４，６． （１３）

通过积分得出

　 　

ｂ０ ＝ ４ ＋ ３βＡ２ １
２

－ η２

３２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

ｂ２ ＝ ４ ＋ ３βＡ２ η
４

＋ η３

１２８
æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

ｂ４ ＝ ４ ＋ ３βＡ２ － η２

３２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

ｂ６ ＝ ４ ＋ ３βＡ２ η３

１２８
æ

è
ç

ö

ø
÷ ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï

（１４）

对式（１１）中的 Θ 积分得到平均频率：
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　 　 ω（Ａ） ＝ ｂ０（Ａ） ． （１５）
通过式（１５），可得到以下近似式：

　 　 Θ（ ｔ） ≈ ω（Ａ） ｔ ＋ Γ（ ｔ） ． （１６）
式（９）中的第 １ 式对 ｔ 求导后减去第 ２ 式，得

　 　 ｄＡ
ｄｔ

ｃｏｓ Θ（ ｔ） － ｄΓ
ｄｔ

Ａｓｉｎ Θ（ ｔ） ＝ ０． （１７）

式（９）中的第 ２ 式对 ｔ 求导后，得

　 　 Ｘ（ ｔ） ＝ － ｇ（Ａ） － ｇ（Ａｃｏｓ Θ）ｃｏｓ Θ
Ａνｓｉｎ Θ

·ｄＡ
ｄｔ

－ ｇ（Ａｃｏｓ Θ） － ｇ（Ａｃｏｓ Θ）
ν

·ｄΓ
ｄｔ

． （１８）

将式（１８）代入动力学方程（５）中并联立式（１７）可得

　 　

ｄＡ
ｄｔ

＝ Ｆ１（Ａ，Γ） ＋ Ｇ１（Ａ，Γ）ζ（ ｔ），

ｄΓ
ｄｔ

＝ Ｆ２（Ａ，Γ） ＋ Ｇ２（Ａ，Γ）ζ（ ｔ），

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（１９）

其中

　 　
Ｆ１ ＝ ｃνＡｓｉｎ Θ

ｇ（Ａ）
Ｄα（Ａｃｏｓ Θ）， Ｇ１ ＝ － νＡｓｉｎ Θ

ｇ（Ａ）
，

Ｆ２ ＝ ｃνｃｏｓ Θ
ｇ（Ａ）

Ｄα（Ａｃｏｓ Θ）， Ｇ２ ＝ － νｃｏｓ Θ
ｇ（Ａ）

，

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（２０）

ζ（ ｔ） 为平稳宽带过程，基于 Ｓｔｒａｔｏｎｏｖｉｃｈ⁃Ｋｈａｓｍｉｎｓｋｉｉ 极限定理，当 ｃ → ０ 时，在 ｃ －１ 量级时间区

间上，Ａ（ ｔ），Γ（ ｔ） 弱收敛于二维扩散过程．鉴于关于 Ａ 的平均 Ｉｔô 方程中不含 Γ， 该极限过程可

以用 Ｉｔô 随机微分方程表示．因此，极限过程 Ａ（ ｔ） 为一维扩散过程，其平均 Ｉｔô 方程为

　 　 ｄＡ ＝ ｍ（Ａ）ｄｔ ＋ σ（Ａ）ｄＢ（ ｔ） ． （２１）
则其漂移与扩散系数分别为

　 　
ｍ（Ａ） ＝ 〈 Ｆ１ ＋ ∫０

－∞

∂Ｇ１

∂Ａ ｔ

Ｇ１ ｔ ＋
∂Ｇ２

∂Ａ ｔ

Ｇ２ ｔ
æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｒ（τ）ｄτ 〉 Θ，

σ２（Ａ） ＝ 〈 ∫∞
－∞

Ｇ１ ｔＧ１ ｔ ＋τＲ（τ）ｄτ 〉 Θ，

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

（２２）

其中

　 　 Ｒ（τ） ＝ Ｅ［ζ（ ｔ）ζ（ ｔ ＋ τ）］ ． （２３）
由于 Ａ，Γ 是慢变过程，结合式（１５）、（１６）可得

　 　 Θ（ ｔ － τ） ≈ Θ（ ｔ） － ω（Ａ）τ ． （２４）
当 ０ ＜ α ＜ １ 时，根据式（１５）、（１６）、（２４） 可推导 Ｆ１ 对 Θ 的平均：

　 　 〈Ｆ１〉Θ ＝ ｌｉｍ
Ｔ→∞

１
Ｔ ∫

Ｔ

０

ｃνＡｓｉｎ Θ
ｇ（Ａ）

Ｄα（Ａｃｏｓ Θ）ｄｔ ＝

　 　 　 　 ｃ
ｇ（Ａ）Γ（１ － α）

ｌｉｍ
Ｔ→∞

１
Ｔ

νＡｓｉｎ Θ ∫ｔ
０

Ｘ（ ｔ － τ）
τα ｄτæ

è
ç

ö

ø
÷

Ｔ

０

－{
　 　 　 　 Ａ

Ｔ ∫
Ｔ

０
∫ｔ

０

Ｘ（ ｔ － τ）
τα ｄτæ

è
ç

ö

ø
÷

ｄ
ｄｔ

（νｓｉｎ Θ）ｄｔ} ≈

　 　 　 　
－ ｃ

ｇ（Ａ）Γ（１ － α）
ｌｉｍ
Ｔ→∞

１
Ｔ ∫

Ｔ

０
Ａｇ（Ａｃｏｓ Θ） ｃｏｓ Θ ∫ｔ

０

ｃｏｓ（ω（Ａ）τ）
τα ｄτ ＋é

ë
ê
ê
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　 　 　 　 ｓｉｎ Θ ∫ｔ
０

ｓｉｎ（ω（Ａ）τ）
τα ｄτù

û
ú
ú ｄｔ ． （２５）

在推导式（２５）过程中， Ａ 是慢变过程，所以在作积分时当常数处理．当 ｔ 较大时，下述积分可渐

进展开为

　 　
∫ｔ

０

ｃｏｓ（ωτ）
τｑ ｄτ ＝ ω（ｑ－１） Γ（１ － ｑ）ｃｏｓ ｑπ

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ｓｉｎ ｓ

ｓｑ
＋ Ο（ ｓ（ －ｑ－１））æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

∫ｔ
０

ｓｉｎ（ωτ）
τｑ ｄτ ＝ ω（ｑ－１） Γ（１ － ｑ）ｓｉｎ ｑπ

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ － ｃｏｓ ｓ

ｓｑ
＋ Ο（ ｓ（ －ｑ－１））æ

è
ç

ö

ø
÷ ．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

（２６）

将式（２６）代入式（２５），将其简化为

　 　 〈Ｆ１〉Θ ＝ － ｃＡ
ｇ（Ａ）

１
２πω１－α ∫２π０ ｇ（Ａｃｏｓ Θ） ｃｏｓ Θｃｏｓ απ

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ｓｉｎ Θｓｉｎ απ

２
æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄΘé

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ． （２７）

为了得到 ｍ（Ａ），σ２（Ａ） 的显式表达式，先将 Ｇ１，Ｇ２ 展成 Ｆｏｕｒｉｅｒ 级数：

　 　 Ｇ１ ＝ － １
２（１ ＋ βＡ２）

［（２ｂ０ － ｂ２）ｓｉｎ Θ ＋ （ｂ２ － ｂ４）ｓｉｎ（３Θ） ＋

　 　 　 　 （ｂ４ － ｂ６）ｓｉｎ（５Θ） ＋ ｂ６ｓｉｎ（７Θ）］， （２８）

　 　 Ｇ２ ＝ － １
２（１ ＋ βＡ２）

［（２ｂ０ ＋ ｂ２）ｃｏｓ Θ ＋ （ｂ２ ＋ ｂ４）ｃｏｓ（３Θ） ＋

　 　 　 　 （ｂ４ ＋ ｂ６）ｃｏｓ（５Θ） ＋ ｂ６ｃｏｓ（７Θ）］ ． （２９）
将式（２７）、（２８）、（２９）代入式（２２），计算出 ｍ（Ａ），σ２（Ａ）：

　 　 ｍ（Ａ） ＝ － ｃＡ（４ ＋ ３βＡ２）ｓｉｎ（απ ／ ２）
８ω１－α（１ ＋ βＡ２）

＋

　 　 　 　 π
８（１ ＋ βＡ２）

（２ｂ０ － ｂ２）Ｓ′（ω）
ｄ
ｄＡ

２ｂ０ － ｂ２

１ ＋ βＡ２

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＋

　 　 　 　 π
８（１ ＋ βＡ２）

（ｂ２ － ｂ４）Ｓ′（３ω）
ｄ
ｄＡ

ｂ２ － ｂ４

１ ＋ βＡ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋é

ë

ê
ê

　 　 　 　 （ｂ４ － ｂ６）Ｓ′（５ω）
ｄ
ｄＡ

ｂ４ － ｂ６

１ ＋ βＡ２

æ

è
ç

ö

ø
÷

ù

û

ú
ú
＋ π
８（１ ＋ βＡ２）

ｂ６Ｓ′（７ω）
ｄ
ｄＡ

ｂ６

１ ＋ βＡ２

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＋

　 　 　 　 π
８Ａ（１ ＋ βＡ２） ２［（２ｂ０ － ｂ２）（２ｂ０ ＋ ｂ２）Ｓ′（ω）］ ＋

　 　 　 　 π
８Ａ（１ ＋ βＡ２） ２［３（ｂ２ － ｂ４）（ｂ２ ＋ ｂ４）Ｓ′（３ω）］ ＋

　 　 　 　 π
８Ａ（１ ＋ βＡ２） ２［５（ｂ４ － ｂ６）（ｂ４ ＋ ｂ６）Ｓ′（５ω）］ ＋ π

８Ａ（１ ＋ βＡ２） ２［７ｂ
２
６Ｓ′（７ω）］，

　 　 σ２（Ａ） ＝ π
４（１ ＋ βＡ２） ２［（２ｂ０ － ｂ２） ２Ｓ′（ω） ＋

　 　 　 　 （ｂ２ － ｂ４） ２Ｓ′（３ω） ＋ （ｂ４ － ｂ６） ２Ｓ′（５ω） ＋ ｂ２
６Ｓ′（７ω）］， （３０）

式中

　 　 Ｓ′（ω） ＝ １
π ∫

０

－∞
Ｒ（τ）ｃｏｓ（ωτ）ｄτ ． （３１）

与式（２１）对应的 ＦＰＫ 方程为
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　 　 ∂ｐ
∂ｔ

＝ － ∂
∂Ａ

［ｍ（Ａ）ｐ］ ＋ １
２

∂２

∂Ａ２［σ
２（Ａ）ｐ］ ． （３２）

式（３２）的边界条件取决于平衡点区域 Ｕ０，由于 ｇ（Ｘ） 在 Ｘ ＞ ０ 是单调递增的，其边界条件为

　 　 ｐ ｉｓ ｆｉｎｉｔｅ，　 　 　 　 Ａ ＝ ０， （３３）
　 　 ｐ，∂ｐ ／ ∂Ａ → ０， Ａ → ∞ ． （３４）

式（３２）在式（３３）、（３４）条件下的平稳解为

　 　 ｐ（Ａ） ＝ Ｃ
σ２（Ａ）

ｅｘｐ ∫Ａ
０

２ｍ（ｕ）
σ２（ｕ）

ｄｕé

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ， （３５）

其中 Ｃ 为归一化常数，系统的 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 函数 Ｈ ＝ Ｕ（Ａ） 的稳态概率密度为

　 　 ｐ（Ｈ） ＝ ｐ（Ａ） ｄＡ
ｄＨ

＝ ｐ（Ａ）
ｇ（Ａ） Ａ ＝ Ｕ －１（Ｈ）

， （３６）

Ｕ －１ 与 Ｕ 互为反函数．位移与速度的稳态概率密度为

　 　 ｐ（Ｘ，Ｘ） ＝ ｐ（Ｈ）
Ｔ（Ｈ） Ｈ ＝ Ｘ２ ／ ２＋Ｕ（Ｘ）

， （３７）

其中　 　 Ｔ（Ｈ） ＝ ２π
ω（Ａ）

．

位移的稳态概率密度为

　 　 ｐ（Ｘ） ＝ ∫∞
－∞

ｐ（Ｘ，Ｘ）ｄＸ ． （３８）

位移的均值为

　 　 μＸ ＝ ∫∞
－∞

Ｘｐ（Ｘ）ｄＸ ． （３９）

位移的方差为

　 　 σ２
Ｘ ＝ ∫∞

－∞
（Ｘ － μＸ） ２ｐ（Ｘ）ｄＸ ． （４０）

３　 结果分析及模拟验证

３．１　 两类合成橡胶在随机激励下的减振性能

根据参考文献［２４⁃２５］，轮胎刚度系数 ｋ１ ＝ （Ｅ０Ｓ） ／ ｈ，阻尼系数 μ ＝ Ｅ１ ／ ωｎ，其中 Ｅ０ 为轮胎

材料的储能模量，Ｅ１ 为耗散模量，Ｓ 为单位轮胎横截面积，ｈ 为轮胎胎面厚度，ωｎ 为系统的固有

频率．Ｂａｇｌｅｙ，Ｔｏｒｖｉｋ［６］ 利用最小二乘法拟合了聚丁二烯、丁基 Ｂ２５２ 这两类合成橡胶的分数阶

导数模型的参数（如表 １ 所示），取其它参数： ｍ ＝ ４００ ｋｇ， β ＝ ０．２（在本文中固定非线性强

度），Ｓ ＝ ０．０００ ８ ｍ２，ｈ ＝ ０．０２ ｍ，ωｇ 和 ξｇ 是覆盖土层的参数．本文假设汽车在硬场地运行，取：ωｇ

＝ １５．６ ｒａｄ ／ ｓ，ξｇ ＝ ０．６４，Ｓ０ 是基岩白噪声的谱密度，反映了地震波的强弱程度．Ｓ０ 越大，地震强

度越大．这里假设汽车仍能在路面上行驶，所以取 Ｓ０ ＝ ０．０１，ω ＝ １．０ Ｈｚ ．
表 １　 两类合成橡胶分数阶导数模型的参数

Ｔａｂｌｅ １　 Ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｏｆ ｔｈｅ ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ ｄｅｒｉｖａｔｉｖｅ ｍｏｄｅｌ ｆｏｒ ｔｈｅ ２ ｋｉｎｄｓ ｏｆ ｓｙｎｔｈｅｔｉｃ ｒｕｂｂｅｒｓ

ｒｕｂｂｅｒ Ｅ０ ／ Ｐａ Ｅ１ ／ Ｐａ α

ｐｏｌｙｂｕｔａｄｉｅｎｅ ｒｕｂｂｅｒ ８．１４×１０５ ７．３１×１０４ ０．５２８

ｂｕｔｙｌ Ｂ２５２ ｒｕｂｂｅｒ １．０５×１０６ ２．４４×１０５ ０．５１９

　 　 在低频范围内，振动强度与位移成正比．可以从位移的均值与方差考察振动的强度，振动
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位移均值越大，说明振动幅度越大，方差越大，振动位移的波动就越大，行车稳定性以及乘车舒

适度也就越差．从图 ２ 中可以看出，以丁基 Ｂ２５２ 橡胶为原材料的轮胎振动位移的概率密度峰

值明显高于聚丁二烯橡胶，振动位移的概率密度在 ０ 处附近更集中，说明此时振动更容易发生

在平衡点的小范围邻域内，振动的幅度更小．在表 ２ 中丁基 Ｂ２５２ 橡胶的振动位移的均值和方

差都小于聚丁二烯橡胶，进一步说明了丁基 Ｂ２５２ 橡胶的减振性能明显优于聚丁二烯橡胶，这
也从理论上定量地证明了丁基橡胶产品可以有效吸收振动能量．在工业生产中，丁基橡胶通常

被用来制造轮胎内胎，聚丁二烯橡胶由于其良好的耐磨性通常被用来制造轮胎外胎，但其吸收

振动能量的能力弱于丁基橡胶．

图 ２　 不同材料的轮胎振动位移的稳态概率密度

Ｆｉｇ．２　 Ｓｔａｔｉｏｎａｒｙ ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ ｄｅｎｓｉｔｉｅｓ ｏｆ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ２ ｋｉｎｄｓ ｏｆ ｔｉｒｅｓ

表 ２　 轮胎的振动均值与方差

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｍｅａｎ ｖａｌｕｅ ａｎｄ ｖａｒｉａｎｃｅ ｏｆ ｔｈｅ ｔｉｒｅ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ

ｒｕｂｂｅｒ μＸ ／ ｍ σ２
Ｘ ／ ｍ２

ｐｏｌｙｂｕｔａｄｉｅｎｅ ｒｕｂｂｅｒ ２．１９８ ６×１０－２ ７．５６６ ４×１０－４

ｂｕｔｙｌ Ｂ２５２ ｒｕｂｂｅｒ １．２５５ １×１０－２ ２．４４８ ２×１０－４

图 ３　 不同 Ｅ０ 下振动位移的稳态概率密度

Ｆｉｇ．３　 Ｓｔａｔｉｏｎａｒｙ ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ ｄｅｎｓｉｔｉｅｓ ｏｆ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｓ ｆｏｒ ｔｈｅ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｖａｌｕｅｓ ｏｆ Ｅ０
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３．２　 不同参数对聚丁二烯橡胶减振性能的影响

从图 ３ 中可以看出当储能模量增大时，振动位移稳态概率密度的峰值变小．当 Ｅ０ ＝ ７．１４ ×
１０５ Ｐａ 时，轮胎在－０．０３～０．０３ ｍ 范围内振动的概率是 ７３．３５％，当 Ｅ０ ＝ １１．１４ × １０５ Ｐａ 时，概率

减小到 ７０．５３％，当 Ｅ０ ＝ １７．１４ × １０５ Ｐａ，概率降低到 ６７．８０％，说明随着储能模量的增大，振动发

生在平衡点小范围邻域内的概率变小，反之发生大幅度振动的可能性变大，这样车辆的稳定性

就降低了．图 ４、图 ５ 显示轮胎振动位移均值与方差随轮胎材料储能模量的增大而增大，此时振

动强度也随之增大，说明材料的储能模量的增大将导致减振性能变差；从图 ６ 中可以看出，当
耗散模量增大时，振动位移稳态概率密度的峰值变大．当 Ｅ１ ＝ ６．３１ × １０４ Ｐａ 时，轮胎在－０．０３～
０．０３ ｍ 范围内振动的概率是 ６８．９９％，当 Ｅ１ ＝ ７．３１ × １０４ Ｐａ 时，概率增大到 ７２．５２％，当 Ｅ１ ＝
８􀆰 ３１ × １０４ Ｐａ 时，概率提升到 ７５．５５％，说明随着耗散模量的增大，轮胎更容易在平衡点的小范

围邻域内振动，反之发生大幅度振动的可能性变小，这样车辆的稳定性就提高了．图 ７、图 ８ 则

从均值与方差的角度验证了振动位移随耗散模量的增大而减小，同时，振动强度也减小．上述

分析可以为轮胎材料的选择与制造提供一定的理论基础．

图 ４　 μＸ 随 Ｅ０ 变化的曲线 图 ５　 σ２
Ｘ 随 Ｅ０ 变化的曲线

Ｆｉｇ．４　 Ｔｈｅ ｃｕｒｖｅ ｆｏｒ μＸ ｖｓ． Ｅ０ Ｆｉｇ．５　 Ｔｈｅ ｃｕｒｖｅ ｆｏｒ σ２
Ｘ ｖｓ． Ｅ０

图 ６　 不同 Ｅ１ 下振动位移的稳态概率密度

Ｆｉｇ．６　 Ｓｔａｔｉｏｎａｒｙ ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ ｄｅｎｓｉｔｉｅｓ ｏｆ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｓ ｆｏｒ ｔｈｅ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｖａｌｕｅｓ ｏｆ Ｅ１
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图 ７　 μＸ 随 Ｅ１ 变化的曲线 图 ８　 σ２
Ｘ 随 Ｅ１ 变化的曲线

Ｆｉｇ．７　 Ｔｈｅ ｃｕｒｖｅ ｆｏｒ μＸ ｖｓ． Ｅ１ Ｆｉｇ．８　 Ｔｈｅ ｃｕｒｖｅ ｆｏｒ σ２
Ｘ ｖｓ． Ｅ１

４　 结　 　 论

本文基于随机平均法研究了 Ｋａｎａｉ⁃Ｔａｊｉｍｉ 噪声激励下含分数阶阻尼的轮胎动力学系统的

响应，讨论了轮胎材料的储能模量与耗散模量对轮胎减振性能的影响．首先将地震波近似为

Ｋａｎａｉ⁃Ｔａｊｉｍｉ 噪声，结合点接触模型和分数阶导数模型建立轮胎垂向振动的微分方程．然后对

动力学方程进行无量纲化，引入广义谐和函数，导出 ＦＰＫ 方程的扩散系数与漂移系数，最后在

边界条件下求解出位移的稳态概率密度，解析解与 Ｍｏｎｔｅ⁃Ｃａｒｌｏ 数值模拟的结果吻合得较好．
在这里，本文采用了 Ｂａｇｌｅｙ 和 Ｔｏｒｖｉｋ 通过实验数据得到的两种合成橡胶聚丁二烯橡胶和丁基

Ｂ２５２ 橡胶的分数阶导数模型的参数．通过作图比较发现，丁基 Ｂ２５２ 橡胶的减振性能明显优于

聚丁二烯橡胶．现实中，聚丁二烯橡胶的耐磨性优于丁基 Ｂ２５２ 橡胶，所以我们基于聚丁二烯橡

胶，改变其储能模量与耗散模量，结果表明，当储能模量增大时，振动位移的均值与方差随之增

大，此时，减振性能变差．相反，当增大耗散模量时，均值与方差变小，减振性能有所改善．上述

结果能够为轮胎材料的选择与设计提供一定的理论基础．
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０４３１ 随机激励下一类含分数阶阻尼的轮胎的振动响应


