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摘要：　 针对桥梁在移动力作用下的动力响应问题，提出了一种基于有限元模型和 Ｄｕｈａｍｅｌ 积分

的半解析分析方法，以此为基础，推导了多个移动力作用下桥梁动力响应的共振和相消条件．该方

法基于桥梁有限元模型的振型，通过单元形函数构造桥面分段连续振型，得到 Ｄｕｈａｍｅｌ 积分在任

意桥面单元内的解析表达，将时间变量从被积函数中分离出去并利用积分的可加性，使得前面时

刻的积分不必重复计算，因此每一个计算时间节点仅需计算一次简单积分和一次求和，这样极大

地减少了计算时间．该方法在计算中未引入任何近似，且其精度与时间积分步长无关，是有限元模

型下的解析解答．在数值算例中，分别针对简支梁和三跨连续桥梁，通过与解析解和 Ｎｅｗｍａｒｋ 法的

对比，验证了该方法的精确性；然后针对多个移动力问题，验证了桥梁动力响应的共振和相消条

件，探讨了载荷间距对复杂结构动力响应共振和相消的影响．
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引　 　 言

车桥耦合系统的动力响应问题，近百年来引起了众多学者的广泛关注，有诸多著作和文

章［１⁃９］对此进行了深入的研究．早期研究一般都将移动车辆简化为移动力，发现桥梁在移动力

作用下的响应显著大于静力作用时的响应［２⁃３］ ．Ｆｒ􀆪ｂａ［４］ 首先提出移动力问题的基本假定并推

导了移动力通过简支桥梁的解析解，Ｏｌｓｓｏｎ［５⁃６］基于有限单元法研究了桥梁在移动力作用下的

响应．由于移动力问题忽略了桥上车辆的惯性以及与桥梁的相互作用，为此，学者们随后逐步

发展了移动质量［１０］、移动振子［１１］和更为复杂的多自由度车辆模型［１２］ 来研究车辆与桥梁的相

互作用机理．由于车辆的运动，使得耦合系统系数矩阵大多随着车辆运动而改变．对于这类时

变耦合系统的振动问题，目前主要采用以下两类分析方法：其一，将耦合系统作为一个整体，应
用逐步积分方法对时变运动方程直接进行求解［１１，１３］；其二，对车辆和桥梁分别建立独立的运
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动方程，在每一时间步内通过车轮与桥梁之间的关系得到相互作用力，对响应进行反复迭代求

解［１４⁃１５］ ．
在第二类分析方法的求解过程中，车辆和桥梁的动力分析是分别作为非时变动力学系统

进行处理的，不需要像第一类方法那样在每个时间步内对结构进行修改．尤其对于大型复杂桥

梁模型，不会出现由于车辆、桥梁参数差异过大而引起的系数矩阵的病态问题．但是这种方法

需要在每个时间步内进行多次迭代．桥梁在移动力作用下的响应的精确计算是该类方法的核

心．对于简单桥梁结构，当其振型能够解析得到时，可以通过 Ｄｕｈａｍｅｌ 积分直接对桥梁的动力

响应进行精确地求解［８］ ．然而，当桥梁较为复杂，且其振型不能解析得到时，Ｄｕｈａｍｅｌ 积分方法

不能直接应用．此时，通常采用有限元方法进行建模，并利用 Ｎｅｗｍａｒｋ 法、Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 法等数

值方法进行求解．一般的数值方法，均假设在积分时间步长内对桥梁施加一个固定的荷载，亦
即采用一系列在不同位置上的突加荷载来代替位置连续变化的渐进荷载．这个假设当积分步

长足够小时，可以得到接近精确解的结果，然而当积分步长较大时，则会由于附加冲击效应而

造成计算误差．并且由于逐步积分方法计算结果的精确性也取决于积分时间步长的选取，在缺

乏参考解时将难以判断计算结果是否已满足精度要求，而减小积分步长又将进一步降低计算

效率．张亚辉等［１６］采用精细积分法对该问题进行了改进，将移动载荷通过形函数分解到各个

节点上，并假设其在积分步内是连续变化的．这种改进提高了计算效率，并且在选取较大的积

分步长时依然可以得到较为精确的结果，但其计算精度仍依赖于积分步长的选取．
本文基于 Ｄｕｈａｍｅｌ 积分，提出了一种在有限元模型下的半解析求解方法．该方法利用桥梁

的有限元振型，通过单元形函数构造桥面分段连续振型，使得 Ｄｕｈａｍｅｌ 积分可以在任意桥面单

元内展开．在计算中将时间变量从被积函数中分离并利用积分的可加性，将整个复杂积分转化

为一次简单积分和一次求和，这样极大地减少了计算时间．该方法在计算中未引入任何近似，
且其精度与时间积分步长无关，是有限元模型下的解析解答．另外，本文方法还可以通过对响

应解析表达式的进一步分析，准确地得到有限元模型在多个移动力共同作用下响应的共振和

相消条件．在数值算例中，首先以简支桥梁为例，通过将本文方法与解析解和 Ｎｅｗｍａｒｋ 法计算

结果的对比，验证了本文方法的正确性，并验证了多移动力作用下的共振和相消条件．然后以

三跨连续桥梁为例，进一步验证了本文方法对于复杂有限元桥梁的有效性，探讨了满足共振和

相消条件的多个移动力作用下复杂结构的响应特点．

１　 移动力作用下的桥梁动力响应的传统分析方法

Ｅｕｌｅｒ⁃Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ 梁在移动力作用下的运动方程可以表示为

　 　 ｍ－ ∂２ｙ（ｘ，ｔ）
∂ｔ２

＋ ｃ ∂ｙ（ｘ，ｔ）
∂ｔ

＋ ＥＩ ∂
４ｙ（ｘ，ｔ）
∂ｘ４

＝ ∑
ｍ

ｊ ＝ １
δ（ｘ － ｘ ｊ － Ｖｔ）Ｐ ｊ（ ｔ）， （１）

式中， ｙ（ｘ，ｔ） 为梁 ｘ位置处 ｔ时刻的挠度，ＥＩ为抗弯刚度，ｍ－ 为单位长度质量，ｃ为阻尼系数，假
设共有 ｍ 个力Ｐ ｊ（ ｔ）（ ｊ ＝ １，２，…，ｍ） 以速度 Ｖ 在梁上移动，ｘ ｊ 为第 ｊ 个力与第一个力之间的距

离，δ 为 Ｄｉｒａｃ 函数．方程（１）可采用振型分解法求解．对于最简单的等截面均质简支梁，通过

Ｄｕｈａｍｅｌ 积分就可以得到梁的响应［８］：

　 　 ｙ（ｘ，ｔ） ＝ ２
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其中， ｎ为振型数，Ｌ为梁长，ωｉ 为第 ｉ阶无阻尼自振频率，ζｉ ＝ ｃ ／ （２ ｍ－ ωｉ） 为第 ｉ阶振型阻尼比，

ωｄｉ ＝ ωｉ １ － ζ２
ｉ 为第 ｉ 阶有阻尼自振频率．

在实际分析中，式（２）的解可根据分析精度选取振型的阶数 ｎ ．对简支梁的中点挠度而言，
往往取第 １ 阶振型就可以得到令人满意的结果．

然而，对于图 １ 所示的复杂桥梁受到移动力作用时的动力响应问题，上述解析方法不再适

用．此时可以采用有限元方法对桥梁结构进行离散，进而得到桥梁运动方程：
　 　 Ｍｕ ＋ Ｃｕ ＋ Ｋｕ ＝ Ｆ， （３）

其中 Ｍ，Ｃ 和 Ｋ 分别是结构的质量、阻尼和刚度矩阵，ｕ，ｕ 和 ｕ 分别为加速度、速度和位移响应

向量，Ｆ 是外荷载向量，可以表示为

　 　 Ｆ（ ｔ） ＝ ∑
ｍ

ｊ ＝ １
Ｒ ｊ（ ｔ） Ｐ ｊ， （４）

其中， Ｒ ｊ（ ｔ） 为第 ｊ 个移动力与桥梁接触点处的形函数扩展矩阵［１７］，它的作用是将在桥梁单元

上的力转化为节点力向量．此时可以采用振型叠加法，即

　 　 ｕ（ ｔ） ＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
φｉｑｉ（ ｔ） ＝ ψＦｑ（ ｔ）， （５）

其中， ｑｉ（ ｔ） 是第 ｉ 个模态坐标，ｑ（ ｔ） ＝ { ｑ１（ ｔ），ｑ２（ ｔ），…，ｑｎ（ ｔ） } Ｔ；φｉ 是结构的第 ｉ 阶质量规一

化振型向量，ψＦ ＝ ［φ１，φ２，…，φｎ］ 是有限元方法计算得到的结构振型矩阵．在正交阻尼假定

下，方程（３）可转化为得到桥梁模态坐标下的运动方程：
　 　 ｑｉ（ ｔ） ＋ ２ζ ｉω ｉｑｉ（ ｔ） ＋ ω ２

ｉ ｑｉ（ ｔ） ＝ γ ｉ（ ｔ）　 　 （ ｉ ＝ １，２，…，ｎ）， （６）
其中， γ ｉ（ ｔ） ＝ φＴ

ｉ Ｆ（ ｔ） 为第 ｉ 阶振型参与系数．

图 １　 移动力作用下的桥梁模型

Ｆｉｇ．１　 Ａ ｂｒｉｄｇｅ ｍｏｄｅｌ ｓｕｂｊｅｃｔｅｄ ｔｏ ｍｏｖｉｎｇ ｌｏａｄｓ

最后，通过常规的逐步积分方法，如 Ｎｅｗｍａｒｋ 法、Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 法等求解方程（６）得到结构

模态响应，再代入式（５）即可得到桥梁的响应．
该类数值方法在计算中通常以一系列在不同位置上的突加（跳进）荷载代替位置连续变

化的移动（渐进）荷载，当积分步长较大时，由该假定产生的附加冲击效应将造成较大的计算

误差．因此，本文针对有限元桥梁模型在移动力作用下的动力响应问题，结合 Ｄｕｈａｍｅｌ 积分提

出了一种半解析的计算方法．该方法不依赖于积分步长，是有限元模型下的精确解．

２　 移动力作用下桥梁动力响应的半解析方法

由于移动力仅作用在桥面单元上，若可以得到桥面单元的连续模态，则可以通过 Ｄｕｈａｍｅｌ
积分得到桥梁在移动力作用下响应的解析解答．因此，本文利用有限元模型中计算得到的结构

自振频率和振型，通过形函数获得整个桥面的分段连续振型．
在此，以梁单元受垂向作用的二维问题为例，有限元方法计算得到的桥梁第 ｉ 阶振型在第

ｋ个桥面单元两端节点位置的幅值为 {ｗｋ
ｉ θ ｋ

ｉ ｗｋ＋１
ｉ θ ｋ＋１

ｉ } Ｔ，其中 ｗ表示挠度，θ 表示转角，此

时可根据如下方式构造第 ｋ 个单元的第 ｉ 阶连续振型［７］：
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　 　 ϕｋ
ｗｉ ＝ Ｎｋ

ｗ（ξ ｋ） {ｗｋ
ｉ θ ｋ

ｉ ｗｋ＋１
ｉ θ ｋ＋１

ｉ } Ｔ， （７）
其中， ξ ｋ 为单元局部坐标．设该单元左右节点坐标分别为 ｘｋ 和 ｘｋ＋１， ｌｋ ＝ ｘｋ＋１ － ｘｋ 为该单元长

度，则

　 　 ξ ｋ ＝
ｘ － ｘｋ

ｌｋ
， （８）

其中， ｘ ∈ ［ｘｋ，ｘｋ＋１］ 为该单元上的位置坐标．

　 　 Ｎｋ
ｗ（ξ ｋ） ＝ Ｎｋ

１ Ｎｋ
２ Ｎｋ

３ Ｎｋ
４[ ] （９）

为第 ｋ 个单元在 ｗ 方向的形函数，其中

　 　
Ｎｋ

１ ＝ １ － ３ξ ２
ｋ ＋ ２ξ ３

ｋ， Ｎｋ
２ ＝ ｌｋ（ξ ｋ － ２ξ ２

ｋ ＋ ξ ３
ｋ），

Ｎｋ
３ ＝ ３ξ ２

ｋ － ２ξ ３
ｋ， Ｎｋ

４ ＝ ｌｋ（ξ ３
ｋ － ξ ２

ｋ） ．{ （１０）

因此，第 ｉ 阶连续振型可以表示为

　 　 ϕｋ
ｗｉ（ｘ） ＝ Ｎｋ

ｗｉ（ξ ｋ） {ｗｋ
ｉ θ ｋ

ｉ ｗｋ＋１
ｉ θ ｋ＋１

ｉ } Ｔ ＝

　 　 　 　 ａ１ｉ ＋ ａ２ｉ（ｘ － ｘｋ） ＋ ａ３ｉ（ｘ － ｘｋ） ２ ＋ ａ４ｉ（ｘ － ｘｋ） ３ ． （１１）
将式（９）和（１０）代入上式，可得到 ４ 个待定系数为

　 　
ａ１ｉ ＝ ｗｋ

ｉ ， ａ３ｉ ＝
２ｗｋ＋１

ｉ － ３ｗｋ
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ｉ
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，
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ｌ３ｋ
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（１２）

因此，可以得到整个桥面的分段连续振型：

　 　 ϕｗｉ（ｘ） ＝

Ｎ１
ｗｉ（ｘ） {ｗ１

ｉ θ １
ｉ ｗ２

ｉ θ ２
ｉ } Ｔ， ｘ 在 １ 号单元上，

Ｎ２
ｗｉ（ｘ） ｗ２

ｉ θ ２
ｉ ｗ３

ｉ θ ３
ｉ{ }

Ｔ， ｘ 在 ２ 号单元上，

︙ ︙
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ｉ ｗｋ＋１
ｉ θ ｋ＋１

ｉ{ }
Ｔ， ｘ 在 ｋ 号单元上，
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（１３）

同理，对于空间问题，其它方向的解析模态 （ϕｕｉ（ｘ），ϕθｉ（ｘ） 等）亦可通过类似方法得到．
另一方面， ｍ 个移动力Ｐ ｊ 作用下桥梁的载荷项可以表示为［９］

　 　 ｐ（ｘ，ｔ） ＝ ∑
ｍ

ｊ ＝ １
Ｐ ｊ { δ［ｘ － Ｖ（ ｔ － Ｔ ｊ）］［Ｈ（ ｔ － Ｔ ｊ） － Ｈ（ ｔ － Ｔ ｊ － Ｌ ／ Ｖ）］ } ， （１４）

式中， Ｈ（ ｔ） 为 Ｈｅａｖｉｓｉｄｅ 函数，［当 ｔ ＜ ０ 时，Ｈ（ ｔ） ＝ ０；当 ｔ≥０ 时，Ｈ（ ｔ） ＝ １］ ．而 Ｔ ｊ ＝ ｘ ｊ ／ Ｖ为第

ｊ个力进入桥的时间；Ｌ为桥梁总长．显然，第 ｊ个移动力是否作用在桥上是由式中函数Ｈ（ ｔ － Ｔ ｊ）
－ Ｈ（ ｔ － Ｔ ｊ － Ｌ ／ Ｖ） 来控制，当其在上桥时由 Ｈ（ ｔ － Ｔ ｊ） 控制，当其下桥时由 Ｈ（ ｔ － Ｔ ｊ － Ｌ ／ Ｖ） 来

控制．
此时，式（６）的振型参与系数 γ ｉ 可以表示成

　 　 γ ｉ（ ｔ） ＝ ∫Ｌ
０
ｐ（ｘ，ｔ） ϕｗｉ（ｘ）ｄｘ ． （１５）

将式（１４）代入式（１５）可得

　 　 γ ｉ（ ｔ） ＝ ∑
ｍ

ｊ ＝ １
Ｐ ｊ {ϕｗｉ（Ｖ（ ｔ － Ｔ ｊ））［Ｈ（ ｔ － Ｔ ｊ） － Ｈ（ ｔ － Ｔ ｊ － Ｌ ／ Ｖ）］ } ． （１６）
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由于 ϕｗｉ（ｘ） 是分段连续函数，因此方程（６） 的解 ｑｉ（ ｔ） 可以通过 Ｄｕｈａｍｅｌ 积分得到．将式

（１６）代入方程（６），沿全梁积分，可得桥梁在移动力作用下的模态响应为

　 　 ｑｉ（ ｔ） ＝ ∫ｔ
０
ｒｉ（τ）ｈ（ ｔ － τ）ｄτ ＝

　 　 　 　 ∑
ｍ

ｊ ＝ １
∫ｔ

０
Ｐ ｊ ϕｗｉ（Ｖ（τ － Ｔ ｊ））［Ｈ（ ｔ － Ｔ ｊ） － Ｈ（ ｔ － Ｔ ｊ － Ｌ ／ Ｖ）］ ｈｉ（ ｔ － τ）ｄτ， （１７）

其中

　 　 ｈｉ（ ｔ） ＝ １
ω ｄｉ

ｅ －ζ ｉω ｉｔｓｉｎ（ω ｄｉ ｔ） （１８）

为脉冲响应函数．为了推导方便，仅考虑一个移动力 Ｐ ｊ 的情况．当它在桥面上移动时，Ｈ（ ｔ － Ｔ ｊ）
－ Ｈ（ ｔ － Ｔ ｊ － Ｌ ／ Ｖ） ＝ １．设 ｔ 时刻该作用力运行至第 ｒ 个单元上，并将积分在每个桥面单元内展

开，可得则其模态响应为

　 　 ｑｉ（ ｔ） ＝
Ｐ ｊ

ω ｄｉ
∫ｔ

０
ϕｗｉ（Ｖ（τ － Ｔ ｊ））ｅ

－ζ ｉω ｉ（ ｔ －τ） ｓｉｎ（ω ｄｉ（ ｔ － τ））ｄτ ＝

　 　 　 　
Ｐ ｊ

ω ｄｉ
{∑

ｒ－１

ｋ ＝ １
∫ｔ ｋ＋１
ｔｋ

ϕｋ
ｗｉ（Ｖ（τ － Ｔ ｊ））ｅ

－ζ ｉω ｉ（ ｔ －τ） ｓｉｎ（ω ｄｉ（ ｔ － τ））ｄτ ＋

　 　 　 　 ∫ｔ
ｔｒ
ϕｒ

ｗｉ（Ｖ（τ － Ｔ ｊ））ｅ
－ζ ｉω ｉ（ ｔ －τ） ｓｉｎ（ω ｄｉ（ ｔ － τ））ｄτ } ， （１９）

其中， ｔｋ 为力驶入第 ｋ 个单元的时刻，ｔｋ＋１ 为离开该单元的时刻．该参数与梁单元左边节点位置

ｘｋ 以及移动力进入桥时的时间 Ｔ ｊ 有关，即

　 　 ｔｋ ＝
ｘｋ

Ｖ
＋ Ｔ ｊ ． （２０）

对式（１１）中的每个单元 ｋ 的振型函数 ϕｋ
ｗｉ（ｘ） 进行变量替换 ｘ ＝ Ｖ（τ － ｔｋ）， 可得

　 　 ϕｋ
ｗｉ（τ） ＝ ｂ０ｉ ＋ ｂ１ｉτ ＋ ｂ２ｉτ ２ ＋ ｂ３ｉτ ３， （２１）

其中

　 　
ｂ０ｉ ＝ ａ１ｉ － ａ２ｉＶｔｋ ＋ ａ３ｉＶ２ ｔ２ｋ － ａ４ｉＶ３ ｔ３ｋ， ｂ２ｉ ＝ ａ３ｉＶ２ － ３ａ４ｉＶ３ ｔｋ，

ｂ１ｉ ＝ ａ２ｉＶ － ２ａ３ｉＶ２ ｔｋ ＋ ３ａ４ｉＶ３ ｔ２ｋ， ｂ３ｉ ＝ ａ４ｉＶ３ ．{ （２２）

结合式（２１），式（１９）中的每一项积分均可以求得其解析解答．然而由于积分式中显含时

间项，每一个时刻点都需要重新计算该积分，效率低下．为了避免积分的重复计算，可以将时间

变量从积分式中分离出去．以式（１９）中最后一项积分为例

　 　 ∫ｔ
ｔｒ
ϕｒ

ｗｉ（τ）ｅ
－ζ ｉω ｉ（ ｔ －τ） ｓｉｎ （ω ｄｉ（ ｔ － τ））ｄτ ＝

　 　 　 　 ｅ －ζ ｉω ｉｔｓｉｎ（ω ｄｉ ｔ）∫ｔ
ｔｒ
ｅζ ｉω ｉτｃｏｓ（ω ｄｉτ）ϕｒ

ｗｉ（τ － ｔｒ）ｄτ －

　 　 　 　 ｃｏｓ（ω ｄｉ ｔ）ｅ
－ζ ｉω ｉｔ∫ｔ

ｔｒ
ｅζ ｉω ｉτ ｓｉｎ（ω ｄｉτ）ϕｒ

ｗｉ（τ － ｔｒ）ｄτ ＝

　 　 　 　 Ｃ ｔ
Ａｉｅ

－ζ ｉω ｉｔｓｉｎ（ω ｄｉ ｔ） － Ｃ ｔ
Ｂｉｅ

－ζ ｉω ｉｔｃｏｓ（ω ｄｉ ｔ）， （２３）
其中

　 　
Ｃ ｔ

Ａｉ ＝ ∫ｔ
ｔｒ
ｅζ ｉω ｉτｃｏｓ（ω ｄｉτ）ϕｒ

ｗｉ（τ － ｔｒ）ｄτ，

Ｃ ｔ
Ｂｉ ＝ ∫ｔ

ｔｒ
ｅζ ｉω ｉτ ｓｉｎ（ω ｄｉτ）ϕｒ

ｗｉ（τ － ｔｒ）ｄτ ．

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（２４）
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将式（２１）代入上式，可以得到两个系数的具体表达式，为

　 　 Ｃ ｔ
Ａ ＝ ∫ｔ

ｔｋ
ｅζ ｉω ｉτｃｏｓ（ω ｄｉτ）（ｂ０ｉ ＋ ｂ１ｉτ ＋ ｂ２ｉτ ２ ＋ ｂ３ｉτ ３）ｄτ ＝

　 　 　 　 ∑
３

ｓ ＝ ０
ｂｓ∫ｔ

ｔｒ
ｔｓｅζ ｉω ｉτｃｏｓ（ω ｄｉτ）ｄτ ≜ ｂ０ｉｒｉ０１ ＋ ｂ１ｉｒｉ１１ ＋ ｂ２ｉｒｉ２１ ＋ ｂ３ｉｒｉ３１， （２５）

　 　 Ｃ ｔ
Ｂ ＝ ∫ｔ

ｔｒ
ｅζ ｉω ｉτ ｓｉｎ（ω ｄｉτ）（ｂ０ｉ ＋ ｂ１ｉτ ＋ ｂ２ｉτ ２ ＋ ｂ３ｉτ ３）ｄτ ＝

　 　 　 　 ∑
３

ｓ ＝ ０
ｂｓ∫ｔ

ｔｒ
ｔｓｅζ ｉω ｉτ ｓｉｎ（ω ｄｉτ）ｄτ ≜ ｂ０ｉｒｉ０２ ＋ ｂ１ｉｒｉ１２ ＋ ｂ２ｉｒｉ２２ ＋ ｂ３ｉｒｉ３２， （２６）

式中

　 　 ｒｉｓ１ ＝ ∫ｔ
ｔｒ
τ ｓｅζ ｉω ｉτ ｓｉｎ （ω ｄｉτ）ｄτ， （２７）

　 　 ｒｉｓ２ ＝ ∫ｔ
ｔｒ
τ ｓｅζ ｉω ｉτｃｏｓ（ω ｄｉτ）ｄτ， （２８）

ｓ ＝ ０，１，２，３．式（２７）和（２８）有解析表达式，可查询积分表．
将式（２３）代入式（１９），可得

　 　 ｑ（ ｔ） ＝ ｅ －ζ ｉω０ｔ [ ｓｉｎ（ω ｄｉ ｔ） (∑
ｋ－１

ｒ ＝ １
Ｃｒ

Ａｉ ＋ Ｃ ｔ
Ａｉ ) － ｃｏｓ（ω ｄｉ ｔ） (∑

ｋ－１

ｒ ＝ １
Ｃｒ

Ｂｉ ＋ Ｃ ｔ
Ｂｉ ) ] ． （２９）

通过上述方法，将 ［０，ｔ］ 时刻的积分分解为一系列独立时段内积分，每个时段的积分均有

解析表达；并且对于任意时刻，均只需要计算一次向前积分（Ｃ ｔ
Ａｉ 和 Ｃ ｔ

Ｂｉ），再利用之前已计算得

到的积分结果（Ｃｒ
Ａｉ 和Ｃｒ

Ｂｉ） 进行叠加，再乘以时间项即可得到其解答．在实际计算中可根据时间

考察点的选取，首先计算并存储各单元积分式 Ｃ ｔ
Ａｉ 和 Ｃ ｔ

Ｂｉ， 然后再采用式（２９）计算各个时间考

察点处的响应，此时对任意时间考察点均可通过简单的乘法和加法得到响应，而不需要重复计

算各种积分，极大地提高了计算效率．
因此，将式（２９）代入式（５），即可得桥梁结构的响应．通过类似推导可以求得其速度和加

速度，在此不再赘述．

３　 多载荷下的共振和相消条件

对于多移动力作用下桥梁的响应，可采用单移动力作用下的响应，根据线性叠加原理，得
到 ｍ 个移动力作用下结构的响应．此时，桥梁结构的响应可以表示为

　 　 ｕ（ ｔ） ＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
ψＦ∑

ｍ

ｊ ＝ １
ｑｉ（ ｔ － Ｔ ｊ） ． （３０）

结合式（２９）和式（３０），整理可得多移动力下桥梁的响应为

　 　 ｕ（ ｔ） ＝ ∑
ｍ

ｊ ＝ １
∑

ｎ

ｉ ＝ １
ｅ －ζ ｉω０ｔψＦ {ＱＡｉｓｉｎ（ω ｄｉ（ ｔ － Ｔ ｊ）） － ＱＢｉｃｏｓ（ω ｄｉ（ ｔ － Ｔ ｊ）） } ， （３１）

其中

　 　 ＱＡｉ ＝ ∑
ｋ－１

ｒ ＝ １
Ｃｒ

Ａｉ ＋ Ｃ ｔ
Ａｉ， ＱＢｉ ＝ ∑

ｋ－１

ｒ ＝ １
Ｃｒ

Ｂｉ ＋ Ｃ ｔ
Ｂｉ ． （３２）

通过式（３１）可以看出，多个移动力作用下桥梁的响应，可以通过单个力作用下的响应加

上移轴变换之后的响应的叠加而得到．尽管单个移动力作用下桥梁响应幅值也随时间改变而

变化，但它们没有固定的变化频率，故其振动频率主要取决于结构的固有频率 ω ｄｉ ．因此，若两

个间距为 ｄ 的载荷满足以下条件时，波峰位置重合，此时结构振动将达最大，此即共振间距
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ｄｒｅｓ， 为

　 　 ｄｒｅｓ ＝ ２η πＶ
ω ｄｉ

　 　 （η ＝ １，２，…） ． （３３）

不妨设距离因子 Ｓｉ ＝ πＶ ／ ω ｄｉ，这里 Ｓ ＝ ２η ．此即为多移动力作用下桥梁的共振条件．
式（３３）也可表示为

　 　 Ｖｃｒ ＝
ｄｒｅｓω ｄｉ

２πη
　 　 （η ＝ １，２，…）， （３４）

此即为桥梁在移动力作用下的临界速度［１８］ ．
而当移动力间距满足以下条件时，波峰、波谷将相互抵消，振动最小．此即振动相消间距

ｄｃａｎ， 为

　 　 ｄｃａｎ ＝ （２η － １） πＶ
ω ｄｉ

　 　 （η ＝ １，２，…） ． （３５）

此时， Ｓ ＝ ２η － １，即为桥梁振动相消条件．这与文献［９，１８］ 中的结果一致．当结构阻尼较小时，
可取 ω ｄｉ ≈ ω ｉ ．

４　 数 值 算 例

４．１　 简支桥梁在单个移动力作用下的响应

算例首先选取简支梁作为研究对象．桥总长 Ｌ ＝ ３０ ｍ，抗弯刚度 ＥＩ ＝ ７．４８ × １０１０ Ｎ·ｍ２，单
位长度质量ｍ－ ＝ １０４ ｋｇ ／ ｍ，各阶振型阻尼比均为 ０．０２．全梁划分为 １０ 个有限单元，第 １ 阶自振

频率为 ２９．９９ ｒａｄ ／ ｓ ．分别采用本文方法、解析法和 Ｎｅｗｍａｒｋ 法进行求解，计算中仅选取第 １ 阶

振型．当力移动至桥梁中点时，各方法在不同积分步长下中点的位移和加速度以及相对解析解

的误差如表 １ 所示．
表 １　 不同计算方法得到的中点位移和加速度及误差

Ｔａｂｌｅ １　 Ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｓ ａｎｄ ａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎｓ ａｔ ｔｈｅ ｂｒｉｄｇｅ ｍｉｄｄｌｅ ｐｏｉｎｔ ａｎｄ ｔｈｅｉｒ ｅｒｒｏｒｓ ｏｆ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄｓ

ｍｅｔｈｏｄ ｓｔｅｐ Ｎ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｕ ／ ｍ ｅｒｒｏｒ ε ｕ ／ ％ ａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎ ａ ／ （ｍ ／ ｓ２） ｅｒｒｏｒ ε ａ ／ ％

ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ｍｅｔｈｏｄ － －０．００７ ７０６ ５４ － ０．２８２ ６１２ ２３ －

ｐｒｅｓｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄ ５ ／ １００ －０．００７ ７０６ ５５ ０．０００ ０３５ ０．２８２ ６０９ ２０ ０．００１ ０８２

Ｎｅｗｍａｒｋ ｍｅｔｈｏｄ
１００ －０．００７ ６３９ ９３ ０．８６４ ３３１ ０．２２３ ７６１ ２２ ２０．８２３ ９４３

５００ －０．００７ ７０３ ９５５ ０．０３５ ９３３ ０．２８０ ２４９ ７３ ０．８３５ ９６１

　 　 由表 １ 可见，本文方法的结果与积分步数无关，且误差非常小；而 Ｎｅｗｍａｒｋ 法结果误差较

大，积分步长越小，结果则越精确．进一步计算表明，Ｎｅｗｍａｒｋ 法随着积分步长的缩小，其结果

将趋近于本文方法的结果；而本文方法结果在单元划分不变的情况下，其结果也不会改变．这
是由于本文方法是有限元模型上的精确解答，计算中并未引入任何误差；误差完全来自有限元

模型化，若要提高计算结果的精度，只能进一步提高结构单元的划分质量．
图 ２ 为各种方法计算的中点位移和加速度响应时程．其中 Ｎｅｗｍａｒｋ 法取 ２００ 个积分步，并

且所有方法均选取前 １０ 阶振型进行计算．
由图 ２ 可见，３ 种方法计算得到的桥梁中点位移基本吻合，然而对于加速度响应，本文方

法与解析法得到的结果几乎完全一致，而 Ｎｅｗｍａｒｋ 法的结果则差异明显．这是由于 Ｎｅｗｍａｒｋ
法的计算精度与积分步长的选取密切相关．因此对于参振频率较高时，需要更小的积分步长才

能够得到较为精确的加速度结果．然而，更小的时间积分步长必然导致更大的计算量．本文方
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法当选择的时间考核点与 Ｎｅｗｍａｒｋ 法步数（２００ 步）一样时，计算时间略慢于 Ｎｅｗｍａｒｋ 法（平
均耗时约为其 １．５ 倍），但结果更加精确；当选择 １０ 个时间考核点时，可以得到完全一样的精

确结果，此时计算效率则远高于 Ｎｅｗｍａｒｋ 法．

（ａ） 位移 （ｂ） 加速度

（ａ） Ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ （ｂ） Ａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎ
图 ２　 桥梁中点位移、加速度时程曲线

Ｆｉｇ．２　 Ｔｉｍｅ ｈｉｓｔｏｒｉｅｓ ｏｆ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ａｎｄ ａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎ ａｔ ｔｈｅ ｂｒｉｄｇｅ ｍｉｄｄｌｅ ｐｏｉｎｔ

（ａ） 最大位移 （ｂ） 最大加速度

（ａ） Ｍａｘｉｍｕｍ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｓ （ｂ） Ｍａｘｉｍｕｍ Ａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎｓ
图 ３　 桥梁各位置最大位移和加速度

Ｆｉｇ．３　 Ｍａｘｉｍｕｍ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｓ ａｎｄ ａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ｂｒｉｄｇｅ

图 ３ 为整个时间历程内所有节点位移和加速度的最大值．由于 Ｎｅｗｍａｒｋ 方法需要非常小

的积分步长才能得到较为精确的加速度结果，因此为了保证方法结果的正确性，图 ３ 中 Ｎｅｗ⁃
ｍａｒｋ 法的积分步数取为 ２ ０００．由于本文方法及 Ｎｅｗｍａｒｋ 法采用的是有限元模型，因此仅计算

了各节点处的响应．而解析方法则是所有位置的响应．
由图 ３ 可见，３ 种方法计算得到的桥梁各节点位移最大值均非常接近，而加速度的最大值

则有所差异，本文方法的结果和解析法结果吻合较好，Ｎｅｗｍａｒｋ 法的结果即使在采用了非常小

的积分步长下依然有较大差异．
４．２　 简支桥梁在多个移动力作用下的响应

图 ４ 为两个移动力通过桥梁时，桥梁中点位移、加速度响应时程曲线．在计算中，取前 １０
阶模态进行计算，根据桥梁共振和相消条件的式（３３）和（３５），分别选取移动力距离因子 Ｓ 分
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别为 １（相消）、２（共振） 以及 １．５ 进行计算，且仅考虑一阶弯曲频率（η ＝ １） 对应的间距．
由图 ４ 可见，当多载荷通过桥梁时，其中点位移幅值受移动力之间的间距的影响较小，但

是加速度受到的影响非常显著．当满足共振条件 Ｓ ＝ ２ 时，桥梁中点加速度幅值最大，是最危险

的情况；而满足相消条件 Ｓ ＝ １ 时，桥梁的振动在载荷上桥之后两个移动力引起的桥梁振动相

互抵消，其加速度幅值最小．而当 Ｓ ＝ １．５ 时，振动在二者之间．在车桥耦合系统振动研究中，桥
梁加速度响应对车轮与桥梁间的相互作用以及轮轨脱离影响显著，所以桥梁加速度的精确计

算尤为重要．进一步计算表明，对于更多的等间距移动力共同作用下，该结论依然成立；当各移

动力的间距不同时，它们共同作用下对整个结构响应的影响则更加复杂，共振和相消效应则不

会如此显著．再者，共振及相消现象在桥梁的主要参振频率（一阶弯曲频率）所对应的间距下非

常显著，而非主要频率对应的间距下则不明显，几乎可以忽略．

（ａ） 位移 （ｂ） 加速度

（ａ） Ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ （ｂ） Ａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎ
图 ４　 两个不同间距载荷通过桥梁时桥中点位移、加速度响应

Ｆｉｇ．４　 Ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｓ ａｎｄ ａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎｓ ａｔ ｔｈｅ ｂｒｉｄｇｅ ｍｉｄｄｌｅ ｐｏｉｎｔ ｉｎ ｔｈｅ ｃａｓｅｓ ｏｆ
２ ｍｏｖｉｎｇ ｌｏａｄｓ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｄｉｓｔａｎｃｅｓ

４．３　 三跨连续梁桥在移动力作用下的响应

本算例研究了移动力通过三跨连续梁桥时桥梁的响应．桥梁的弹性模量 Ｅ ＝ ２．０ × １０１０

Ｎ ／ ｍ，垂直惯性矩Ｉｙ ＝ ４．７８ ｍ４，水平惯性矩Ｉｚ ＝ ７１．４ ｍ４，扭转惯性矩 Ｊ ＝ １８．６ ｍ４，单位长度密度

ρ ＝ ３４ ０８８ ｋｇ ／ ｍ，桥每跨长 ２０ ｍ，总长 Ｌ ＝ ６０ ｍ，设移动力仅作用于垂向，幅值为 １０６ Ｎ，移动速

度为 Ｖ ＝ ２７．７８ ｍ ／ ｓ ．
对于该三维桥梁有限元模型，由于移动力作用于垂向，因此本文方法可以仅选取垂向挠度

以及转角构造垂向的分段连续振型，并选取前 １０ 阶振型进行计算．单个移动力通过桥梁时，中
间跨中点的位移、加速度响应时程曲线如图 ５ 所示．

由图 ５ 可见，当 Ｎｅｗｍａｒｋ 法选取较小的积分时间步长时，其计算结果与本文方法的结果

几乎完全一致．由于该桥梁模型较柔，第 １０ 阶自振频率为 １３１．６３ ｒａｄ ／ ｓ，因此不必选取过小的

积分步长时 Ｎｅｗｍａｒｋ 法也可以得到较为精确的加速度计算结果．然而， 当参振的振型阶数较

高时， 其对应自振频率亦更大， 因此也就需要更小的积分步长才能得到较为精确的加速度计

算结果．
图 ６ 为两个移动力以不同的间距通过桥梁时中间跨中点响应曲线．由图 ６ 可知，移动力间

距对加速度的影响依然很大．当间距满足共振条件时，桥梁中点的加速度幅值最大，对桥梁也

最为危险，只是由于结构更加复杂、参振振型的增多使得振动在各振型间相互影响，没有如图
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４ 中那样显著．进一步的计算表明，当 ２ 个移动力间的间距满足其它频率的共振（或相消）条件

时，基本上没有明显的共振（或相消）现象．共振及相消现象依然是在桥梁的主要参振振型所对

应的 Ｓ 值下的显著表现，而在非主要振型对应的 Ｓ 值下则可忽略．

（ａ） 位移 （ｂ） 加速度

（ａ） Ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ （ｂ） Ａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎ
图 ５　 三跨桥中点的位移、加速度曲线

Ｆｉｇ．５　 Ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｓ ａｎｄ ａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎｓ ａｔ ｔｈｅ ｂｒｉｄｇｅ ｍｉｄｄｌｅ ｐｏｉｎｔ ｏｆ ｔｈｅ ３⁃ｓｐａｎ ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ ｂｒｉｄｇｅ

（ａ） 位移 （ｂ） 加速度

（ａ） Ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ （ｂ） Ａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎ
图 ６　 两个不同间距的移动载荷通过桥梁时桥梁中点的位移、加速度曲线

Ｆｉｇ．６　 Ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｓ ａｎｄ ａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎｓ ａｔ ｔｈｅ ｂｒｉｄｇｅ ｍｉｄｄｌｅ ｐｏｉｎｔ ｏｆ ｔｈｅ ３⁃ｓｐａｎ ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ
ｂｒｉｄｇｅ ｓｕｂｊｅｃｔｅｄ ｔｏ ２ ｍｏｖｉｎｇ ｌｏａｄｓ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｄｉｓｔａｎｃｅｓ

５　 结　 　 论

本文针对有限元桥梁模型，提出了一种移动力问题的半解析方法．该方法通过构造桥面单

元分段连续振型，使得 Ｄｕｈａｍｅｌ 积分可以在全桥内展开，得到了基于有限元模型的精确解．相
比 Ｎｅｗｍａｒｋ 法等常用的逐步积分方法，本文方法具有以下优点：首先，计算结果是建立在有限

元模型上的精确解，算法未引入任何误差；其次，算法的精确性不依赖于积分步长的选择；再
次，通过桥梁响应的表达式可以得到桥梁在多移动力作用下响应的共振和相消条件．本文所提

供的思想存在广阔的发展空间，稍加推广便可应用于移动质量的问题中，进一步可推广于复杂

的车桥耦合系统的振动问题中．
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