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摘要：　 提出 Ｌａｇｒａｎｇｅ 柱坐标高阶中心型守恒格式 ．基于用对守恒律的单调迎风算法（ＭＵＳＣＬ）构
造的高阶子网格压力，引入了柱坐标高阶体权子网格力和柱坐标高阶面权子网格力，构造了柱坐

标高阶体权中心型守恒格式和柱坐标高阶面权中心型格式．柱坐标高阶体权中心型守恒格式满足

动量守恒、能量守恒，但不能确定保持一维球对称性．柱坐标高阶面权中心型格式满足能量守恒，保
持一维球对称性．两种格式里，格点速度以与网格面的数值通量相容的方式计算．对 Ｓａｌｔｚｍａｎ 活塞

问题等进行了数值模拟，数值结果显示 Ｌａｇｒａｎｇｅ 柱坐标高阶中心型守恒格式的有效性和精确性．
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引　 　 言

考虑二维 Ｌａｇｒａｎｇｅ 流体力学方程，目的是提出 Ｌａｇｒａｎｇｅ 柱坐标高阶中心型守恒格式．Ｌａ⁃
ｇｒａｎｇｅ 流体力学格式以网格随流体运动为特征，这意味着网格格点以流体的速度运动，网格面

由格点位置确定，保证没有质量流过运动网格的边界．因此，拉氏流体力学算法能准确捕捉多

物质流中的接触间断．离散 Ｌａｇｒａｎｇｅ 流体力学的关键在于要以与格点速度相容的方式决定物

理守恒律的数值通量，即同时满足几何守恒律．满足这个要求的最自然的方式就是用交错离

散，即动能定义在格点，密度、压力、内能定义在网格中心．动能耗散为内能是由人为粘性保证

的．由于 ｖｏｎ Ｎｅｕｍａｎｎ 和 Ｒｉｃｈｔｍｙｅｒ［１］和 Ｗｉｌｉｋｉｎｓ［２］ 的开创性工作，Ｃａｍｐｂｅｌｌ 和 Ｓｈａｓｈｋｏｖ 等［３⁃１２］

做了许多完善，Ｃａｒａｍａｎａ 和 Ｓｈａｓｈｋｏｖ 推广子网格质量为 Ｌａｇｒａｎｇｅ 质量提出子网格压力方

法［６］，葛全文［１２］用对守恒律的单调迎风算法（ＭＵＳＣＬ）发展了高阶子网格压力方法；在相容交

错离散的研究中，Ｃａｒａｍａｎａ 等以严密的论证导出了总能量守恒格式，这提高了交错离散的精

度和有效性．与交错离散不同的格式是基于 Ｇｏｄｕｎｏｖ 方法［１３⁃１４］ 而导出的 Ｇｏｄｕｎｏｖ 型格式．与交

错离散相比，Ｇｏｄｕｎｏｖ 型格式具有守恒特性，不需要人为粘性，在用于任意 Ｌａｇｒａｎｇｅ，Ｅｕｌｅｒ 算法

时，允许守恒重映方法的直接实现．基于 Ｇｏｄｕｎｏｖ 方法而导出的 Ｇｏｄｕｎｏｖ 型格式，动能、密度、
压力、内能定义在网格中心．由在每个面上解近似 Ｒｉｅｍａｎｎ 问题而得到的网格面的量，包括速
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度的面法向分量是可用的．可是，要运动网格必须计算格点的速度．Ｄｅｓｐｒéｓ 等［１４］取得通量离散

与格点的运动相容性的重要成就，他们提出基于格点 Ｒｉｅｍａｎｎ 解而获得面通量与格点速度计

算一致性的格式，这个原始格式是满足半离散熵不等式的一阶守恒格式．Ｃａｒｒé 等［１５］ 把这个格

式发展为高阶、多维格式．通过对 Ｄｅｓｐｒéｓ 格点 Ｒｉｅｍａｎｎ 解特性的研究，Ｍａｉｒｅ 等［１６］说明 Ｄｅｓｐｒéｓ
格式对高长宽比的网格将导致严重的数值不稳定性．为克服这个困难，Ｍａｉｒｅ 等［１６］引入了一种

格式，这个格式能较好地解决高长宽比问题并保持通量计算与格点运动的一致性，它的主要特

点是压力梯度的离散．即设计为网格的每一格点有两个压力，每一格点压力与连接格点边的外

法方向相关，这些格点压力与格点速度由半边 Ｒｉｅｍａｎｎ 问题连接．Ｍａｉｒｅ 等提出的满足熵条件

的 Ｌａｇｒａｎｇｅ 中心型流体力学格式由 Ｓｈｅｎ（沈智军）等［１７］ 推广到柱坐标．葛全文［１８］ 把子网格压

力方法引入到中心型流体力学格式，发展了 Ｌａｇｒａｎｇｅ 中心型守恒流体力学格式．Ｍａｉｒｅ 等［１９］发

展了 Ｌａｇｒａｎｇｅ 高阶中心型流体力学格式．葛全文［２０］发展了 Ｌａｇｒａｎｇｅ 高阶中心型守恒流体力学

格式．Ｍａｉｒｅ［２１］利用推广的 Ｒｉｅｍａｎｎ 问题构造了 Ｌａｇｒａｎｇｅ 柱坐标高阶中心型流体力学格式．
Ｍａｉｒｅ 格式是满足熵条件的高阶格式，保持一维球对称性．Ｍａｉｒｅ 格式消除了不规则网格变形带

来的虚假涡旋，但是同时也抑制了真实的物理涡旋，损伤了数值摸拟的精确性．本文追求的是

既要消除不规则网格变形带来的虚假涡旋又要模拟出真实的物理涡旋．为此提出 Ｌａｇｒａｎｇｅ 柱

坐标高阶中心型守恒气体动力学格式．基于用对守恒律的单调迎风算法（ＭＵＳＣＬ）构造的高阶

子网格压力，引入了柱坐标高阶体权子网格力和柱坐标高阶面权子网格力，构造了柱坐标高阶

体权格式和柱坐标高阶面权格式．柱坐标高阶体权格式满足动量守恒、能量守恒，但不能确定

保持一维球对称性．柱坐标高阶面权格式满足能量守恒，保持一维球对称性．两种格式里，格点

速度以与网格面的数值通量相容的方式计算．本文的结构如下： 第 １ 节为预备概念，第 ２ 节利

用分片压力构造 Ｌａｇｒａｎｇｅ 柱坐标高阶中心型守恒格式，第 ３ 节为数值结果，第 ４ 节给出结论和

展望．

１　 预 备 概 念

１．１　 拉氏流体力学方程

设 Ｄ是 Ｒ２ 空间的开子集，充满无粘理想流体，（Ｏ，Ｘ，Ｙ） 是 Ｒ２ 空间的直角坐标系，（ｅＸ，ｅＹ）
是标准正交基，定义单位向量 ｅＺ ＝ ｅＸ × ｅＹ ．拉氏流体力学方程组：

　 　 ｄ
ｄｔ∫Ｖ（ ｔ） ρｄＶ ＝ ０， （１）

　 　 ｄ
ｄｔ∫Ｖ（ ｔ）ｄＶ － ∫

Ｓ
Ｕ·ＮｄＳ ＝ ０， （２）

　 　 ｄ
ｄｔ∫Ｖ（ ｔ） ρＵｄＶ ＋ ∫

Ｓ
Ｐ ＮｄＳ ＝ ０， （３）

　 　 ｄ
ｄｔ∫Ｖ（ ｔ） ρＥｄＶ ＋ ∫

Ｓ
ＰＵ·ＮｄＳ ＝ ０， （４）

这里 ｄ ／ ｄｔ表示拉氏时间导数；Ｖ（ ｔ） 是运动控制体； Ｓ是 Ｖ（ ｔ） 的边界；ρ，Ｕ ＝ （ｕ，ｖ） Ｔ， Ｐ， Ｅ分别

是密度、速度、压力、总能；Ｎ 表示边界 Ｓ 的单位外法向向量．式（１）、（３）和（４）分别表示质量、
动量、总能守恒；式（２）表示几何守恒律，它等价于运动方程：

　 　 ｄ
ｄｔ

Ｘ ＝ Ｕ， Ｘ（０） ＝ ｘ， （５）
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Ｘ 表示 ｔ ＞ ０ 时运动控制体的格点坐标，ｘ 表示 ｔ ＝ ０ 时运动控制体的格点坐标．状态方程：
　 　 Ｐ ＝ Ｐ（ρ，ε）， （６）

这里 ε表示内能，相关于总能 ε ＝ Ｅ －‖Ｕ‖２ ／ ２．引入拟 Ｃａｒｔｅｓｉａｎ（笛卡尔）坐标系 （Ｏ，Ｘ，Ｙ），装
备了标准正交基（ｅＸ，ｅＹ） ．应用拟径Ｒ（Ｙ） ＝ １ － α ＋ αＹ， Ｃａｒｔｅｓｉａｎ 坐标系和柱坐标系统一写为

拟 Ｃａｒｔｅｓｉａｎ 坐标系， α ＝ ０ 是 Ｃａｒｔｅｓｉａｎ 坐标和 α ＝ １是柱坐标．我们指出 Ｒ（Ｙ） ＝ １ － α ＋ αＹ对

应于柱坐标（Ｚ，Ｒ） 的径向坐标．Ｘ对应于柱坐标 Ｚ，Ｙ对应于柱坐标 Ｒ ．在这个坐标系里，体积 Ｖ
是面积 Ａ 关于 Ｘ 轴旋转得到．体积元 ｄＶ，写为 ｄＶ ＝ ＲｄＡ，这里 ｄＡ 为拟 Ｃａｒｔｅｓｉａｎ 坐标系面积元．
略去 ２π 因子，所有积分量在单位径向定义．在这个坐标系里，表面积 Ｓ 是体积 Ｖ 的边界，是关

于 Ｘ 轴旋转 Ｌ 得到．Ｌ 是面积 Ａ 的边界．表面积 ｄＳ ＝ ＲｄＬ，ｄＬ 是面积 Ａ 的边界线元．
１．２　 符号和假定

将物理区域 Ｖ（０） 划分为四边形网格 Ωｃ，ｃ ＝ １，２，…，Ｉ，ｃ 是指标同时表示网格中心坐标，Ｉ
是总网格数．网格 Ωｃ 的格点 ｐ 的总数为 ｐ（ｃ），格点以逆时针排序，网格 Ωｃ 的格点是周期的，即
ｐｐ（ｃ） ＋１ ＝ ｐ１，ｐ０ ＝ ｐｐ（ｃ） ．格点 ｐ的邻域网格 Ωｃ 总数为 ｃ（ｐ），网格以逆时针排序，网格 Ωｃ 也是周期

的，即 Ωｃ（ｐ） ＋１ ＝ Ω１ ．图 １ 中 Ｌｃ
ｐ－ 和 Ｌｃ

ｐ－
分别是边［ｐ，ｐ ＋］ 和［ｐ，ｐ －］ 大小的 １ ／ ２，Ｎｃ

ｐ－ 和 Ｎｃ
ｐ－
分别是边

［ｐ，ｐ ＋］ 和［ｐ，ｐ －］ 单位外法向．

图 １　 四边形网格 Ωｃ 的分片压力 图 ２　 四边形网格 Ωｃ 的三角形剖分

Ｆｉｇ．１　 Ｌｏｃａｌｉｚａｔｉｏｎ ｏｆ ａ ｐｉｅｃｅｗｉｓｅ ｐｒｅｓｓｕｒｅ Ｆｉｇ．２　 Ｔｒｉａｎｇｕｌａｒ ｄｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎ ｏｆ
ｖｉｅｗｅｄ ｆｒｏｍ ｃｅｌｌ Ωｃ ｑｕａｄｒｉｌａｔｅｒａｌ ｃｅｌｌ Ωｃ

四边形网格 Ωｃ 内分片压力

下面定义网格内分片压力．如图 １ 显示四边形网格 Ωｃ ．格点 ｐ，ｐ ＋，ｐｋ，ｐ
－，边界中点 ｂ１，ｂ２，

ｂ３，ｂ４ ．用格点 ｐ，ｐ ＋，ｐｋ，ｐ
－，边界中点 ｂ１，ｂ２，ｂ３，ｂ４ 和中心点 ｃ 把网格 Ωｃ 划分为 ４ 个四边形子网

格 ｃｂ１ｐｂ２，ｃｂ２ｐ
＋ ｂ３，ｃｂ３ｐｋｂ４，ｃｂ４ｐ

－ ｂ１ ．Πｃ
ｐ，ｎ，ｐ ＝ １，２，…，ｐ（ｃ） 表示四边形子网格 ｃｂ１ｐｂ２，ｃｂ２ｐ

＋ ｂ３，
ｃｂ３ｐｋｂ４ 和 ｃｂ４ｐ

－ ｂ１ 的压力．网格Ωｃ 的压力表示为四边形子网格 ｃｂ１ｐｂ２，ｃｂ２ｐ
＋ ｂ３，ｃｂ３ｐｋｂ４ 和 ｃｂ４ｐ

－ ｂ１

的分片常数压力 Πｃ
ｐ，ｎ，ｐ ＝ １，２，…，ｐ（ｃ） ．知道网格 Ωｃ 的初始密度 ρ ｃ，０，格点坐标（Ｘｐ，０， Ｙｐ，０），ｐ

＝ １，２，…，ｐ（ｃ），由初始密度 ρ ｃ，０ 和四边形子网格体积 Ｖｃ
ｐ，０， ｐ ＝ １，２，…，ｐ（ｃ），计算四边形子网

格质量 ｍｃ
ｐ ＝ ρ ｃ，０Ｖｃ

ｐ，０，ｐ ＝ １，２，…，ｐ（ｃ） ．在当前时刻 ｔ ＝ ｔｎ，已知物理量 ρ ｃ，ｎ，ａｃ，ｎ，Ｐｃ，ｎ，格点坐标

Ｘｐ，ｎ，Ｙｐ，ｎ，ｐ ＝ １，２，…，ｐ（ｃ），计算当前时刻四边形子网格体积 Ｖｃ
ｐ，ｎ，ｐ ＝ １，２，…，ｐ（ｃ），当前时刻

子网格密度 ρ ｃ
ｐ，ｎ ＝ ｍｃ

ｐ ／ Ｖｃ
ｐ，ｎ，ｐ ＝ １，２，…，ｐ（ｃ）， 当前时刻四边形子网格压力：

　 　 Πｃ
ｐ，ｎ ＝ ａ２

ｃ，ｎ（ρ ｃ
ｐ，ｎ － ρ ｃ，ｎ） ＋ Ｐｃ，ｎ，　 　 ｐ ＝ １，２，…，ｐ（ｃ） ． （７）
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２　 Ｌａｇｒａｎｇｅ 柱坐标高阶中心型守恒格式

２．１　 几何守恒律的相容离散

由图 ２，在网格 Ωｃ 上方程（２）写为

　 　
ｄＶｃ

ｄｔ
＝ ∫

Ｌ ｃ
Ｕｃ·ＮＲｄＬ， （８）

这里 Ｎ表示边界单位外法向，Ｖｃ 表示网格 Ωｃ 的体积，Ｌｃ 是网格 Ωｃ 面积 Ａｃ 的边界．引入网格 Ωｃ

的离散散度算子Ñ·Ｕｃ：

　 　 Ñ·Ｕｃ ＝
１
Ｖｃ
∫
Ｌ ｃ
Ｕｃ·ＮＲｄＬ ． （９）

网格 Ωｃ 的体积 Ｖｃ 是格点坐标 Ｘｐ（ｐ ∈ ｐ（ｃ）） 的函数．要计算体积 Ｖｃ，先进行网格 Ωｃ 的三角分

解（参见图 ２）：

　 　 Ｖｃ ＝
１
２ ∑

ｐ∈ｐ（ｃ）

１
３
（Ｒ０ ＋ Ｒｐ ＋ Ｒｐ ＋）（Ｘｐ × Ｘｐ ＋）·ｅＺ ． （１０）

这里 Ｒ０ 对应原点的拟径、Ｃａｒｔｅｓｉａｎ 几何 Ｒ０ ＝ １ 和柱坐标 Ｒ０ ＝ ０．关于时间求导：

　 　
ｄＶｃ

ｄｔ
＝ ∑

ｐ∈ｐ（ｃ）

（２Ｒｐ ＋ Ｒｐ ＋）
３

Ｌ ｃ
ｐ－，ｎＮｃ

ｐ－，ｎ ＋
（２Ｒｐ ＋ Ｒｐ －）

３
Ｌ ｃ

ｐ－，ｎ
Ｎｃ

ｐ－，ｎ
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú·Ｕｐ，ｎ ． （１１）

定义拟径为

　 　 Ｒｃ
ｐ－ ＝

（２Ｒｐ ＋ Ｒｐ ＋）
３

， Ｒｃ
ｐ－
＝
（２Ｒｐ ＋ Ｒｐ －）

３
．

定义隅角拟径为

　 　 Ｒｃ
ｐ－，ｐ－，ｎ

Ｌ ｃ
ｐ－，ｐ－，ｎ

Ｎｃ
ｐ－，ｐ－，ｎ

＝ Ｒｃ
ｐ－Ｌ ｃ

ｐ－，ｎＮｃ
ｐ－，ｎ ＋ Ｒｃ

ｐ－
Ｌ ｃ

ｐ－，ｎ
Ｎｃ

ｐ－，ｎ
． （１２）

用这些概念，几何守恒律改写为

　 　
ｄＶｃ

ｄｔ
＝ ∑

ｐ∈ｐ（ｃ）
Ｒｃ

ｐ－，ｐ－，ｎ
Ｌ ｃ

ｐ－，ｐ－，ｎ
Ｎｃ

ｐ－，ｐ－，ｎ
·Ｕｐ，ｎ ． （１３）

结果与这个定义结合得到

　 　 Ñ·Ｕｃ，ｎ ＝ １
Ｖｃ，ｎ

∑
ｐ∈ｐ（ｃ）

Ｒｃ
ｐ－，ｐ－，ｎ

Ｌ ｃ
ｐ－，ｐ－，ｎ

Ｎｃ
ｐ－，ｐ－，ｎ

·Ｕｐ，ｎ ． （１４）

２．２　 梯度算子的相容离散

建立拟 Ｃａｒｔｅｓｉａｎ 坐标系里 Ｌａｇｒａｎｇｅ 流体力学高阶空间离散．引入与几何守恒律相容的梯

度算子的体积分．
梯度算子的定义

为表示梯度算子的体积分，梯度算子写为

　 　 ÑＰ ＝ ∂Ｐ
∂Ｘ

ｅＸ ＋ ∂Ｐ
∂Ｙ

ｅＹ ． （１５）

为导出梯度算子的体积分，应用向量恒等式：
　 　 Ｕ·ÑＰ ＝ Ñ·（ＰＵ） － Ｐ Ñ·Ｕ，

这对任何向量 Ｕ 都满足．用 Ｇｒｅｅｎ（格林） 公式，在体积 Ｖｃ 上对向量恒等式积分得到

　 　 ∫
Ｖｃ
Ｕ·ÑＰｄＶ ＝ ∫

Ｌ ｃ
ＰＵ·ＮＲｄＬ － ∫

Ａｃ
Ｐ Ñ·ＵＲｄＡ ． （１６）
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假定向量 Ｕ 是常向量，得到

　 　 ∫
Ｖｃ

ÑＰｄＶ ＝ ∫
Ｌ ｃ
ＰＮＲｄＬ － αｅＹ∫

Ａｃ
Ｐ ｄＡ ． （１７）

由常向量 Ｕ，有Ñ·Ｕ ＝ （α ／Ｒ）Ｕ·ｅＹ ．用 Ｇｒｅｅｎ 公式和向量恒等式把梯度算子的体积分表示为面

积分加源项，保证与散度算子的面积分相容．这个体积分应用于动量方程导出动量方程的体权

公式：

　 　 ｍｃ
ｄ
ｄｔ

Ｕｃ ＋ ∫
Ｌ ｃ
ＰＮＲｄＬ － αｅＹ∫

Ａｃ
ＰｄＡ ＝ ０． （１８）

质量 ｍｃ ＝ ∫
Ｖｃ
ρｄＶ表示体积 Ｖｃ 的质量，这个质量ｍｃ ＝ ∫

Ｖｃ
ρｄＶ 是 Ｌａｇｒａｎｇｅ 质量．梯度算子的体积分

改写为

　 　 ∫
Ｖｃ

ÑＰｄＶ ＝ ∫
Ａｃ

ÑＰＲｄＡ ＝ Ｒ
－ ∫

Ａｃ
ÑＰｄＡ ． （１９）

这里已经应用了积分中值定理， Ｒ
－
是平均拟径．将体积分

　 　 Ｒ
－
＝ １
Ａｃ
∫
Ａｃ
ＲｄＡ （２０）

应用于动量方程导出动量方程的面权公式：

　 　 ｍｃ
ｄ
ｄｔ

Ｕｃ ＋ Ｒ
－ ∫

Ｌ ｃ
ＰＮｄＬ ＝ ０． （２１）

因为 ｍｃ ＝ Ｖｃρ ｃ 和 Ｒ
－
＝ Ｖｃ ／ Ａｃ， 动量方程面权公式改写为

　 　 μ ｃ
ｄ
ｄｔ

Ｕｃ ＋ ∫
Ｌ ｃ
ＰＮｄＬ ＝ ０， （２２）

这里 μ ｃ ＝ Ａｃρ ｃ 表示面权．我们指出 Ｃａｒｔｅｓｉａｎ 几何 Ｒ
－
＝ １，这时 α ＝ ０．

２．３　 柱坐标高阶体权中心型守恒格式

动量方程和能量方程的柱坐标高阶体权空间离散

用对守恒律的单调迎风算法（ＭＵＳＣＬ）构造高阶分片压力［１２］Ｈｃ
ｐ，ｎ，ｐ ＝ １，２，…，ｐ（ｃ）：

　 　 Ｈｃ
ｐ，ｎ ＝ Πｃ

ｐ，ｎ ＋ ÑΠｃ
ｐ，ｎ，　 　 ｐ ＝ １，２，…，ｐ（ｃ）， （２３）

　 　
ÑΠｃ

ｐ，ｎ ＝
ａｃ，ｎΔｔ Ｒｐ，ｃ（Ｘｃ

ｐ，ｎ － Ｘｃ，ｎ）
ｐ（ｃ） ∑

ｐ（ｃ）

ｐ ＝ １
∑
ｃ（ｐ）

ｃ ＝ １

１
Ｖｃ

ｐ，ｎ

Ｒｃ
ｐ－，ｐ－，ｎ

Ｌ ｃ
ｐ－，ｐ－，ｎ

Ｎｃ
ｐ－，ｐ－，ｎ

Πｃ
ｐ，ｎ，

Ｒｐ，ｃ ＝
（Ｒｐ ＋ Ｒｃ）

２
，　 　 ｐ ＝ １，２，…，ｐ（ｃ），

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（２４）

其中， Δｔ是时间步长，ａｃ，ｎ 是网格Ωｃ 的声速．沿着四边形子网格的边界，这些高阶分片压力产生

的力能够计算．引入相关网格 Ωｃ 和格点 ｐ 的高阶体权子网格力 Ｆ
－ ｃ
ｐ，ｎ：

　 　 Ｆ
－ ｃ
ｐ，ｎ ＝ １

２
［Ｒｃ

ｐ－
Ｌ ｃ

ｐ－，ｎ
Ｎｃ

ｐ－，ｎ
（Ｈｃ

ｐ－，ｎ
＋ Ｈｃ

ｐ，ｎ） ＋ Ｒｃ
ｐ－Ｌ ｃ

ｐ－，ｎＮｃ
ｐ－，ｎ（Ｈｃ

ｐ，ｎ ＋ Ｈｃ
ｐ－，ｎ） ＋

　 　 　 　 Ｒｂ１，ｃｄ
ｃ
ｐ－，ｎ
Ｄｃ

ｐ－，ｎ
（Ｈｃ

ｐ，ｎ － Ｈｃ
ｐ－，ｎ

） ＋ Ｒｂ２，ｃ ｄ
ｃ
ｐ－，ｎＤｃ

ｐ－，ｎ（Ｈｃ
ｐ－，ｎ － Ｈｃ

ｐ，ｎ）］ ． （２５）
长 ｄｃ

ｐ－，ｎ
和单位外法向 Ｄｃ

ｐ－，ｎ
是相关四边形子网格 ｃｂ１ｐｂ２边 ｃｂ１ 的大小和单位外法向，长 ｄｃ

ｐ－，ｎ 和单

位外法向 Ｄｃ
ｐ－，ｎ 是相关四边形子网格 ｃｂ２ｐ

＋ ｂ３ 边 ｃｂ２ 的大小和单位外法向．定义拟径：

　 　 Ｒｂ１，ｃ
＝
（Ｒｂ１

＋ Ｒｃ）
２

， Ｒｂ２，ｃ
＝
（Ｒｂ２

＋ Ｒｃ）
２

．

２２２１ Ｌａｇｒａｎｇｅ 柱坐标高阶中心型守恒格式



用高阶体权子网格力和动量方程体权公式离散动量方程：

　 　 ｍｃ
ｄ
ｄｔ

Ｕｃ ＋ ∑
ｐ（ｃ）

ｐ ＝ １
Ｆ
－ ｃ
ｐ，ｎ － ∑

ｐ（ｃ）

ｐ ＝ １
ｅＹＰ

－

ｃ，ｎ（Ｘｃ
ｐ，ｎ）Ａｃ

ｐ，ｎ ＝ ０， （２６）

这里 Ａｃ
ｐ，ｎ， ｐ ＝ １，２，…，ｐ（ｃ） 是网格 Ωｃ 的四边形子网格的面积．

　 　 Ｐ
－

ｃ，ｎ（Ｘｃ
ｐ，ｎ） ＝ Ｐｃ，ｎ ＋ Ｒｐ，ｃ（Ｘｃ

ｐ，ｎ － Ｘｃ，ｎ）·ÑＰｃ，ｎ，　 　 ｐ ＝ １，２，…，ｐ（ｃ），

　 　 ÑＰｃ，ｎ ＝
ａｃ，ｎΔｔ
ｐ（ｃ） ∑

ｐ∈ｐ（ｃ）
∑
ｃ∈ｃ（ｐ）

１
Ｖｃ

ｐ，ｎ

Ｒｃ
ｐ－，ｐ－，ｎ

Ｌ ｃ
ｐ－，ｐ－，ｎ

Ｎｃ
ｐ－，ｐ－，ｎ

Ｐｃ，ｎ ．

总能方程离散为

　 　 ｍｃ
ｄ
ｄｔ

Ｅｃ ＋ ∑
ｐ（ｃ）

ｐ ＝ １
Ｆ
－ ｃ
ｐ，ｎ·Ｕｐ，ｎ ＝ ０． （２７）

忽略边界力作功，所有网格动量求和：

　 　 ∑
ｃ
ｍｃ

ｄ
ｄｔ

Ｕｃ ＝ － ∑
ｃ

[ ∑
ｐ∈ｐ（ｃ）

Ｆ
－ ｃ
ｐ，ｎ － ∑

ｐ（ｃ）

ｐ ＝ １
ｅＹＰ

－

ｃ，ｎ（Ｘｃ
ｐ，ｎ）Ａｃ

ｐ，ｎ ] ． （２８）

交换求和次序得到

　 　 ∑
ｃ
ｍｃ

ｄ
ｄｔ

Ｕｃ ＝ － ∑
ｐ
∑
ｃ（ｐ）

ｃ ＝ １
Ｆ
－ ｃ
ｐ，ｎ ＋ ∑

ｃ
∑
ｐ（ｃ）

ｐ ＝ １
ｅＹＰ

－

ｃ，ｎ（Ｘｃ
ｐ，ｎ）Ａｃ

ｐ，ｎ ． （２９）

动量守恒的条件：

　 　 ∑
ｃ（ｐ）

ｃ ＝ １
Ｆ
－ ｃ
ｐ，ｎ ＝ ０． （３０）

条件（３０）成立，因为作用于一点的所有力的和为 ０．
Ｌａｇｒａｎｇｅ 柱坐标高阶体权中心型守恒格式满足动量守恒、能量守恒，但不能确定保持一维

球对称性．为了克服这个瑕疵，引入 Ｌａｇｒａｎｇｅ 柱坐标高阶面权中心型格式．
２．４　 柱坐标高阶面权中心型格式

２．４．１　 动量方程和能量方程的柱坐标高阶面权空间离散

用对守恒律的单调迎风算法（ＭＵＳＣＬ）构造高阶压力［１２］ｈｃ
ｐ，ｎ，ｐ ＝ １，２，…，ｐ（ｃ）：

　 　 ｈｃ
ｐ，ｎ ＝ Πｃ

ｐ，ｎ ＋ Πｃ
ｐ，ｎ，　 　 ｐ ＝ １，２，…，ｐ（ｃ）， （３１）

　 　
Πｃ

ｐ，ｎ ＝
ａｃ，ｎΔｔ（Ｘｃ

ｐ，ｎ － Ｘｃ，ｎ）
ｐ（ｃ） ∑

ｐ∈ｐ（ｃ）
∑
ｃ∈ｃ（ｐ）

１
Ｖｃ

ｐ，ｎ

Ｌｐｃ，ｎＮｐｃ，ｎΠｃ
ｐ，ｎ，

Ｌｐｃ，ｎＮｐｃ，ｎ ＝ Ｌ ｃ
ｐ－，ｎ
Ｎｃ

ｐ－，ｎ
＋ Ｌ ｃ

ｐ－，ｎＮｃ
ｐ－，ｎ，　 　 ｐ ＝ １，２，…，ｐ（ｃ），

ì

î

í

ï
ï

ïï

（３２）

这里 Δｔ 是时间步长，ａｃ，ｎ 是网格 Ωｃ 的声速．沿着四边形子网格的边界，这些高阶分片压力产生

的力能够计算．引入相关网格 Ωｃ 和格点 ｐ 的高阶面权子网格力 ｆ
　 ｃ

ｐ，ｎ：

　 　 ｆ
　 ｃ

ｐ，ｎ ＝ １
２
［Ｌ ｃ

ｐ－，ｎ
Ｎｃ

ｐ－，ｎ
（ｈｃ

ｐ－，ｎ
＋ ｈｃ

ｐ，ｎ） ＋ Ｌ ｃ
ｐ－，ｎＮｃ

ｐ－，ｎ（ｈｃ
ｐ，ｎ ＋ ｈｃ

ｐ－，ｎ） ＋

　 　 　 　 ｄｃ
ｐ－，ｎ
Ｄｃ

ｐ－，ｎ
（ｈｃ

ｐ，ｎ － ｈｃ
ｐ－，ｎ

） ＋ ｄｃ
ｐ－，ｎＤｃ

ｐ－，ｎ（ｈｃ
ｐ－，ｎ － ｈｃ

ｐ，ｎ）］ ． （３３）
长 ｄｃ

ｐ－，ｎ
和单位外法向Ｄｃ

ｐ－，ｎ
是相关四边形子网格 ｃｂ１ｐｂ２ 边 ｃｂ１ 的大小和单位外法向，长 ｄｃ

ｐ－，ｎ 和单

位外法向 Ｄｃ
ｐ－，ｎ 是相关四边形子网格 ｃｂ２ｐ

＋ ｂ３ 边 ｃｂ２ 的大小和单位外法向．用高阶面权子网格力

和动量方程面权公式离散动量方程：

　 　 μ ｃ
ｄ
ｄｔ

Ｕｃ ＋ ∑
ｐ（ｃ）

ｐ ＝ １
ｆ
　 ｃ

ｐ，ｎ ＝ ０． （３４）
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在离散情形下柱坐标网格中心点径向坐标 ｒ－ 定义为网格格点径向坐标 ｒ 的平均值：

　 　 ｒ－ ＝ １
ｐ（ｃ）∑

ｐ（ｃ）

ｐ ＝ １
ｒｐ，ｎ，

这里 ｒｐ 是格点 ｐ 径向坐标 ｒ ．总能方程离散为

　 　 ｍｃ
ｄ
ｄｔ

Ｅｃ ＋ ∑
ｐ（ｃ）

ｐ ＝ １
ｆ
　 ｃ

ｐ，ｎ·（ ｒｐＵｐ，ｎ） ＝ ０． （３５）

总能量守恒的条件为

　 　 ∑
ｃ（ｐ）

ｃ ＝ １
ｆ
　 ｃ

ｐ，ｎ ＝ ０．

２．４．２　 解柱坐标高阶面权格式格点速度

在网格 Ωｃ 的格点 ｐ引入一个压力，这个压力由以单位隅角向量Ｎｃ
ｐ－，ｐ－，ｎ

定义的半边 Ｒｉｅｍａｎｎ
问题确定．

　 　 Πｐｃ － Ｐｃ，ｎ（Ｘｃ
ｐ，ｎ） ＋ Ｚｃ（Ｕｐ，ｎ － Ｕｃ，ｎ（Ｘｃ

ｐ，ｎ））Ｎｐｃ，ｎ ＝ ０，　 　 ｐ ＝ １，２，…，ｐ（ｃ）， （３６）
这里 Ｚｃ 是网格 Ωｃ 的声阻．

　 　 Ｚｃ ＝ ρ ｃ，ｎａｃ，ｎ ．

　 　 Ｐｃ，ｎ（Ｘｃ
ｐ，ｎ） ＝ Ｐｃ，ｎ ＋ （Ｘｃ

ｐ，ｎ － Ｘｃ，ｎ）·Ｐ
＝

ｃ，ｎ，　 　 ｐ ＝ １，２，…，ｐ（ｃ）， （３７）

　 　 Ｐ
＝

ｃ，ｎ ＝
ａｃ，ｎΔｔ
ｐ（ｃ） ∑

ｐ∈ｐ（ｃ）
∑
ｃ∈ｃ（ｐ）

１
Ｖｃ

ｐ，ｎ

Ｌｐｃ，ｎＮｐｃ，ｎ Ｐｃ，ｎ， （３８）

　 　 Ｕｃ，ｎ（Ｘｃ
ｐ，ｎ） ＝ Ｕｃ，ｎ ＋ （Ｘｃ

ｐ，ｎ － Ｘｃ，ｎ）·Ｕ
＝

ｃ，ｎ， ｐ ＝ １，２，…，ｐ（ｃ）， （３９）

　 　 Ｕ
＝

ｃ，ｎ ＝
ａｃ，ｎΔｔ
ｐ（ｃ） ∑

ｐ∈ｐ（ｃ）
∑
ｃ∈ｃ（ｐ）

１
Ｖｃ

ｐ，ｎ

Ｌｐｃ，ｎＮｐｃ，ｎ  Ｕｃ，ｎ ． （４０）

对应一个格点压力 Πｐｃ，网格 Ωｃ 的子网格力 ｆ
　

ｐｃ 为

　 　 ｆ
　

ｐｃ ＝ Ｌｐｃ，ｎＰｃ，ｎ（Ｘｃ
ｐ，ｎ）Ｎｐｃ，ｎ － Ｍｐｃ，ｎ（Ｕｐ，ｎ － Ｕｃ，ｎ（Ｘｃ

ｐ，ｎ））， （４１）
其中， Ｍｐｃ，ｎ ＝ ＺｃＬ ｃ

ｐ－，ｐ－，ｎ
Ｎｃ

ｐ－，ｐ－，ｎ
 Ｎｃ

ｐ－，ｐ－，ｎ
是 ２ × ２ 对称正定矩阵．如果格点 ｐ 在计算区域的内部，它

的邻域网格 Ωｃ，ｃ ＝ １，２，…，ｃ（ｐ） 在计算区域内，因为作用于一点 ｐ 的所有力的和为 ０，可得

　 　 ∑
ｃ（ｐ）

ｃ ＝ １
［Ｌｐｃ，ｎ（Ｐｃ，ｎ ＋ （Ｘｃ

ｐ，ｎ － Ｘｃ，ｎ）·Ｐ
＝

ｃ，ｎ）Ｎｐｃ，ｎ － Ｍｐｃ，ｎ（Ｕｐ，ｎ － Ｕｃ，ｎ（Ｘｃ
ｐ，ｎ））］ ＝ ０． （４２）

式（３１）代入条件 ∑
ｃ（ｐ）

ｃ ＝ １
ｆ
　 ｃ

ｐ，ｎ ＝ ０ 可得

　 　 ∑
ｃ（ｐ）

ｃ ＝ １
Ｌｐｃ，ｎ Ｐｃ，ｎＮｐｃ，ｎ ＋ ∑

ｃ（ｐ）

ｃ ＝ １

１
２

{ ａ２
ｃ，ｎ［Ｌ ｃ

ｐ－，ｎ
（ρ ｃ

ｐ，ｎ ＋ ρ ｃ
ｐ－，ｎ

－ ２ρ ｃ，ｎ）Ｎｃ
ｐ－，ｎ

＋

　 　 　 　 Ｌ ｃ
ｐ－，ｎ（ρ ｃ

ｐ－，ｎ ＋ ρ ｃ
ｐ，ｎ － ２ρ ｃ，ｎ）Ｎｃ

ｐ－，ｎ ＋ ｄｃ
ｐ－，ｎ
Ｄｃ

ｐ－，ｎ
（ρ ｃ

ｐ，ｎ － ρ ｃ
ｐ－，ｎ

） ＋ ｄｃ
ｐ－，ｎＤｃ

ｐ－，ｎ（ρ ｃ
ｐ－，ｎ － ρ ｃ

ｐ，ｎ）］ ＋

　 　 　 　 ［Ｌ ｃ
ｐ－，ｎ

（Πｃ
ｐ－，ｎ

＋ Πｃ
ｐ，ｎ）Ｎｃ

ｐ－，ｎ
＋ Ｌ ｃ

ｐ－，ｎ（Πｃ
ｐ，ｎ ＋ Πｃ

ｐ－，ｎ）Ｎｃ
ｐ－，ｎ ＋

　 　 　 　 ｄｃ
ｐ－，ｎ
Ｄｃ

ｐ－，ｎ
（Πｃ

ｐ，ｎ － Πｃ
ｐ－，ｎ

） ＋ ｄｃ
ｐ－，ｎＤｃ

ｐ－，ｎ（Πｃ
ｐ－，ｎ － Πｃ

ｐ，ｎ）］ } ＝ ０． （４３）
式（４２）与条件（４３）联立可得格点速度 Ｕｐ，ｎ ．
２．４．３　 柱坐标高阶面权中心型格式的二阶时间离散

所有的物理变量在当前时刻 ｎ 都是已知的．新时刻 ｔｎ 物理量由下列方程得到：

４２２１ Ｌａｇｒａｎｇｅ 柱坐标高阶中心型守恒格式



　 　

ｍｃ（τ ｃ，ｎ＋１ － τ ｃ，ｎ） － Δｔ ∑
ｐ∈ｐ（ｃ）

Ｌｐｃ，ｎ＋１ ／ ２Ｎｐｃ，ｎ＋１ ／ ２Ｕｐ，ｎ＋１ ／ ２ ＝ ０，

ｍｃ（Ｕｃ，ｎ＋１ － Ｕｃ，ｎ） ＋ Δｔ ∑
ｐ∈ｐ（ｃ）

ｆ
　 ｃ

ｐ，ｎ＋１ ／ ２ ＝ ０，

ｍｃ（Ｅｃ，ｎ＋１ － Ｅｃ，ｎ） ＋ Δｔ∑
ｐ∈ｐ（ｃ）

ｆ
　 ｃ

ｐ，ｎ＋１ ／ ２（ ｒｐ，ｎ＋１ ／ ２Ｕｐ，ｎ＋１ ／ ２） ＝ ０，

Ｘｐ，ｎ＋１ ＝ Ｘｐ，ｎ ＋ ΔｔＵｐ，ｎ＋１ ／ ２， Ｘｐ，０ ＝ ｘｐ，

Ｕｐ，ｎ＋１ ／ ２ ＝ Ｕｐ，ｎ ＋ Δｔ
２

ｄ
ｄｔ

Ｕｐ，ｎ，

ｆ
　 ｃ

ｐ，ｎ＋１ ／ ２ ＝ ｆ
　 ｃ

ｐ，ｎ ＋ Δｔ
２

ｄ
ｄｔ

ｆ
　 ｃ

ｐ，ｎ，

Ｌｐｃ，ｎ＋１ ／ ２Ｎｐｃ，ｎ＋１ ／ ２ ＝ Ｌｐｃ，ｎＮｐｃ，ｎ ＋ Δｔ
２

ｄ
ｄｔ

Ｌｐｃ，ｎＮｐｃ，ｎ ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

（４４）

２．４．４　 格点速度和高阶面权子网格力的时间导数

用链式规则，直接对高阶面权子网格力（式（３３））求导

　 　 ｄ
ｄｔ

ｆ
　 ｃ

ｐ，ｎ ＝ ｄ
ｄｔ

１
２
［Ｌ ｃ

ｐ－，ｎ
Ｎｃ

ｐ－，ｎ
（ｈｃ

ｐ－，ｎ
＋ ｈｃ

ｐ，ｎ） ＋ Ｌ ｃ
ｐ－，ｎＮｃ

ｐ－，ｎ（ｈｃ
ｐ，ｎ ＋ ｈｃ

ｐ－，ｎ） ＋

　 　 　 　 ｄｃ
ｐ－，ｎ
Ｄｃ

ｐ－，ｎ
（ｈｃ

ｐ，ｎ － ｈｃ
ｐ－，ｎ

） ＋ ｄｃ
ｐ－，ｎＤｃ

ｐ－，ｎ（ｈｃ
ｐ－，ｎ － ｈｃ

ｐ，ｎ）］ ． （４５）
压力的时间导数由非守恒型流体方程解出：

　 　 ｄ
ｄｔ

Ｐｃ，ｎ ＝ － ρ ｃ，ｎａ２
ｃ，ｎ Ñ·Ｕｃ，ｎ ． （４６）

对方程（４２）求导可得到格点速度的时间导数．
２．４．５　 Ｌａｇｒａｎｇｅ 柱坐标高阶面权中心型格式保持一维球对称性

图 ３　 四边形等角极坐标网格

Ｆｉｇ．３　 Ｔｈｅ ｅｑｕａｌ ａｎｇｌｅ ｐｏｌａｒ ｇｒｉｄ

图 ３ 显示等角极坐标网格，等角角度为 Δθ ．四边形等角极坐标网格 Ωｊ（ ｊ ＝ ａ，ｂ，ｃ，ｄ，ｅ，ｆ，ｇ，
ｈ，ｉ）， ｊ ＝ ａ，ｂ，ｃ，ｄ，ｅ，ｆ，ｇ，ｈ，ｉ是网格中心坐标，网格 Ωｊ（ ｊ ＝ ａ，ｂ，ｃ，ｄ，ｅ，ｆ，ｇ，ｈ，ｉ） 的格点 ｐ ＝ １，２，
…，１６．网格 Ωｊ（ ｊ ＝ ａ，ｂ，ｃ，ｄ，ｅ，ｆ，ｇ，ｈ，ｉ） 的中心点和边界中心 ｂ ｊ

ｐ，ｐ∈ ｐ（ ｊ） 把网格 Ωｊ 划分为 ４个
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四边形等角极坐标子网格Ω ｐ
ｊ（ ｊ ＝ ａ，ｂ，ｃ，ｄ，ｅ，ｆ，ｇ，ｈ，ｉ），ｐ∈ ｐ（ ｊ） ．四边形等角极坐标子网格Ω７

ｊ ，
Ω８

ｊ ，Ω９
ｊ ，Ω１６

ｊ （ ｊ ＝ ａ，ｄ，ｆ） 是全等四边形等角极坐标子网格．四边形等角极坐标子网格 Ω２
ｊ ，Ω３

ｊ ，Ω５
ｊ ，

Ω１５
ｊ （ ｊ ＝ ａ，ｄ，ｆ） 是全等四边形等角极坐标子网格．四边形等角极坐标子网格 Ω２

ｊ ，Ω３
ｊ ，Ω５

ｊ ，Ω１５
ｊ （ ｊ ＝

ｂ，ｃ，ｅ） 是全等四边形等角极坐标子网格．四边形等角极坐标子网格 Ω６
ｊ ，Ω４

ｊ ，Ω１
ｊ ，Ω１４

ｊ （ ｊ ＝ ｂ，ｃ，ｅ）
是全等四边形等角极坐标子网格．四边形等角极坐标子网格 Ω６

ｊ ，Ω４
ｊ ，Ω１

ｊ ，Ω１４
ｊ （ ｊ ＝ ｈ，ｇ，ｉ） 是全等

四边形等角极坐标子网格．四边形等角极坐标子网格 Ω１０
ｊ ，Ω１１

ｊ ，Ω１２
ｊ ，Ω１３

ｊ （ ｊ ＝ ｈ，ｇ，ｉ） 是全等四边

形等角极坐标子网格．四边形子网格面积 Ａｃ
１，ｎ 和 Ａｃ

４，ｎ 相等， 四边形子网格面权质量 μ ｃ
１ 和 μ ｃ

４ 相

等．四边形子网格面密度 ρ ｃ
１，ｎ ＝ μ ｃ

１ ／ Ａｃ
１，ｎ 和 ρ ｃ

４，ｎ ＝ μ ｃ
４ ／ Ａｃ

４，ｎ 相等．当前时刻四边形子网格压力 Πｃ
１，ｎ

和 Πｃ
４，ｎ 也相等：

　 　
Πｃ

１，ｎ ＝ ａ２
ｃ，ｎ（ρ ｃ

１，ｎ － ρ ｃ，ｎ） ＋ Ｐｃ，ｎ，

Πｃ
４，ｎ ＝ ａ４

ｃ，ｎ（ρ ｃ
４，ｎ － ρ ｃ，ｎ） ＋ Ｐｃ，ｎ ．

{
用对守恒律的单调迎风算法（ＭＵＳＣＬ）构造 ４ 个四边形等角极坐标子网格压力 Πｃ

ｐ，ｎ（ｐ ＝ １，２，

３，４） 增量的平均值 Π
－

ｃ，ｎ， 这个平均值对 ４ 个四边形等角极坐标子网格压力都是相等的，方向

指向网格中心径向方向：

　 　 Π
－

ｃ，ｎ ＝
ａｃ，ｎΔｔ
ｐ（ｃ） ∑

ｐ∈ｐ（ｃ）
∑
ｃ∈ｃ（ｐ）

１
Ｖｃ

ｐ，ｎ

Ｌｐｃ，ｎＮｐｃ，ｎΠｃ
ｐ，ｎ ．

由于 Ｘｃ
１，ｎ － Ｘｃ，ｎ 和 Ｘｃ

４，ｎ － Ｘｃ，ｎ 关于网格中心径向方向是对称的，因此 Πｃ
１，ｎ 和 Πｃ

４，ｎ 相等：

　 　 Πｃ
１，ｎ ＝ （Ｘｃ

１，ｎ － Ｘｃ，ｎ） Π
－

ｃ，ｎ，

　 　 Πｃ
４，ｎ ＝ （Ｘｃ

４，ｎ － Ｘｃ，ｎ） Π
－

ｃ，ｎ ．
因此 ｈｃ

１，ｎ 和 ｈｃ
４，ｎ 相等，同理 ｈｃ

２，ｎ 和 ｈｃ
３，ｎ 相等：

　 　 ｆ
　 ｃ

１，ｎ ＝ １
２
［Ｌｃ

１－，ｎ
Ｎｃ

１－，ｎ
（ｈｃ

４，ｎ ＋ ｈｃ
１，ｎ） ＋ Ｌｃ

１－，ｎＮｃ
１－，ｎ（ｈｃ

１，ｎ ＋ ｈｃ
２，ｎ） ＋ ｄｃ

ｂ１，ｎＤ
ｃ
ｂ１，ｎ（ｈ

ｃ
２，ｎ － ｈｃ

１，ｎ）］，

　 　 ｆ
　 ｃ

２，ｎ ＝ １
２
［Ｌｃ

２－，ｎ
Ｎｃ

２－，ｎ
（ｈｃ

１，ｎ ＋ ｈｃ
２，ｎ） ＋ Ｌｃ

２－，ｎＮｃ
２－，ｎ（ｈｃ

３，ｎ ＋ ｈｃ
２，ｎ） ＋ ｄｃ

ｂ１，ｎＤ
ｃ
ｂ１，ｎ（ｈ

ｃ
２，ｎ － ｈｃ

１，ｎ）］，

　 　 ｆ
　 ｃ

３，ｎ ＝ １
２
［Ｌｃ

３－，ｎ
Ｎｃ

３－，ｎ
（ｈｃ

２，ｎ ＋ ｈｃ
３，ｎ） ＋ Ｌｃ

３－，ｎＮｃ
３－，ｎ（ｈｃ

３，ｎ ＋ ｈｃ
４，ｎ） ＋ ｄｃ

ｂ３，ｎＤ
ｃ
ｂ３，ｎ（ｈ

ｃ
４，ｎ － ｈｃ

３，ｎ）］，

　 　 ｆ
　 ｃ

４，ｎ ＝ １
２
［Ｌｃ

４－，ｎ
Ｎｃ

４－，ｎ
（ｈｃ

４，ｎ ＋ ｈｃ
３，ｎ） ＋ Ｌｃ

４－，ｎＮｃ
４－，ｎ（ｈｃ

１，ｎ ＋ ｈｃ
４，ｎ） ＋ ｄｃ

ｂ３，ｎＤ
ｃ
ｂ３，ｎ（ｈ

ｃ
４，ｎ － ｈｃ

３，ｎ）］ ．

长 ｄｃ
ｂ１，ｎ 和单位外法向Ｄｃ

ｂ１，ｎ 是相关四边形子网格 ｃｂｃ
１２ｂｃ

２ 的边 ｃｂｃ
１的大小和单位外法向，长 ｄｃ

ｂ３，ｎ 和

单位外法向 Ｄｃ
ｂ３，ｎ 是相关四边形子网格 ｃｂｃ

３４ｂｃ
４ 的边 ｃｂｃ

３的大小和单位外法向．
因为 Ｌｃ

１－，ｎＮｃ
１－，ｎ 和 Ｌｃ

２－，ｎ
Ｎｃ

２－，ｎ
相等，Ｌｃ

４－，ｎ
Ｎｃ

４－，ｎ
和 Ｌｃ

３－，ｎＮｃ
３－，ｎ 相等，则

　 　 ∑
ｐ∈ｐ（ｃ）

ｆ
　 ｃ

ｐ，ｎ ＝ （Ｌｃ
１－，ｎ

Ｎｃ
１－，ｎ

＋ Ｌｃ
４－，ｎＮｃ

４－，ｎ）ｈｃ
１，ｎ ＋ （Ｌｃ

２－，ｎＮｃ
２－，ｎ ＋ Ｌｃ

３－，ｎ
Ｎｃ

３－，ｎ
）ｈｃ

２，ｎ ＋

　 　 　 　 （Ｌｃ
１－，ｎＮｃ

１－，ｎ ＋ Ｌｃ
４－，ｎ

Ｎｃ
４－，ｎ

）（ｈｃ
１，ｎ ＋ ｈｃ

２，ｎ） ＋ （ｄｃ
ｂ１，ｎＤ

ｃ
ｂ１，ｎ

－ ｄｃ
ｂ３，ｎＤ

ｃ
ｂ３，ｎ）（ｈ

ｃ
２，ｎ － ｈｃ

１，ｎ） ．
因为向量 Ｌｃ

１－，ｎ
Ｎｃ

１－，ｎ
＋ Ｌｃ

４－，ｎＮｃ
４－，ｎ 和 Ｌｃ

２－，ｎＮｃ
２－，ｎ ＋ Ｌｃ

３－，ｎ
Ｎｃ

３－，ｎ
， Ｌｃ

１－，ｎＮｃ
１－，ｎ ＋ Ｌｃ

４－，ｎ
Ｎｃ

４－，ｎ
和 ｄｃ

ｂ１，ｎＤ
ｃ
ｂ１，ｎ

－ ｄｃ
ｂ３，ｎＤ

ｃ
ｂ３，ｎ

方向都指向网格中心径向方向，因此离散方程（３４） 的离散梯度算子 ∑
ｐ∈ｐ（ｃ）

ｆ
　 ｃ

ｐ，ｎ 的方向指向网格

中心径向方向．经过一些初等代数运算后，离散梯度算子的导数（ｄ ／ ｄｔ） ∑
ｐ∈ｐ（ｃ）

ｆ
　 ｃ

ｐ，ｎ 的方向也指向
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网格中心径向方向．我们已经证明高阶离散方程（４４） 的动量方程的离散梯度算子 ∑
ｐ∈ｐ（ｃ）

ｆ
　 ｃ

ｐ，ｎ＋１ ／ ２

的方向指向网格中心径向方向．
同样证明，格点速度是指向网格格点径向方向．

２．４．６　 计算时间步长

计算时间步长 Δｔ，在时间 ｔｎ，λ ｃ，ｎ 表示网格 Ωｃ 的两个格点之间距离的最小值．

　 　 Δｔ ＝ ｍｉｎ}

ｃ ＝ １，２，…，Ｉ

λ ｃ，ｎ

ａｃ，ｎ
， （４７）

其中， ａｃ，ｎ为四边形子网格声速的最大值．

３　 数 值 结 果

例 １　 Ｓａｌｔｚｍａｎ 活塞问题计算区域 （ｘ，ｙ） ∈ ［０，０．１］ × ［０，１］， 生成初始网格为映射

　 　
Ｘ ｔ ＝ ｘ，
Ｙｔ ＝ ｙ － （０．１ － ｘ）ｓｉｎ（ｙπ）{

变换均匀网格 １００×１０ 而成．初始状态 （ρ ０
ｃ，Ｐ０

ｃ，Ｕ０
ｃ） ＝ （１，０，０） 采用理想气体状态方程，气体绝

热指数 γ ＝ ５ ／ ３，边界 ｙ ＝ １ 的法向速度 Ｕ∗
ｃ ＝ １（入流条件），对称轴 ｙ ＝ ０ 和区域左侧 ｘ ＝ ０ 与

右侧 ｘ ＝ ０．１为反射边界，运行时间 ｔ ＝ ０．７５．在柱坐标里，我们不知道精确解．文献［１７］用柱坐标

一维 Ｇｏｄｕｎｏｖ 程序在均匀网格 ５００×５０ 上给出的结果： ｔ ＝ ０．５激波位置 ｙ ＝ ０．２６５， ｔ ＝ ０．６３激波

位置 ｙ ＝ ０，ｔ ＝ ０．７５ 激波在底边反射后双激波区与单激波区交界位置 ｙ ＝ ０．１８．
图 ４ 显示 Ｍａｉｒｅ 柱坐标高阶面权中心型格式在初始网格上给出的在时间 ｔ ＝ ０．７５ 时的网

格；图 ５ 显示 Ｍａｉｒｅ 柱坐标高阶面权中心型格式在初始网格上给出的在时间 ｔ ＝ ０．７５ 时的密度

云图；图 ６ 显示 Ｌａｇｒａｎｇｅ 柱坐标高阶面权中心型格式在初始网格上给出的在时间 ｔ ＝ ０．７５ 时的

网格；图 ７ 显示 Ｌａｇｒａｎｇｅ 柱坐标高阶面权中心型格式在初始网格上给出的在时间 ｔ ＝ ０．７５ 时的

密度云图．这是一维问题，所有的网格变形都是虚假的．结果比较的主要点在于 Ｌａｇｒａｎｇｅ 高阶

面权中心型格式保持一维解非常好、抑制砂漏变形、消除虚假涡旋，Ｌａｇｒａｎｇｅ 柱坐标高阶面权

中心型格式的结果非常接近于用柱坐标一维 Ｇｏｄｕｎｏｖ 程序在均匀网格 ５００×５０ 上给出的结果．
计算的结果清楚显示 Ｌａｇｒａｎｇｅ 柱坐标高阶面权中心型格式的精确性．而Ｍａｉｒｅ 柱坐标高阶面权

中心型格式计算的结果是激波波阵面越来越倾斜．Ｍａｉｒｅ 柱坐标高阶中心型格式消除不规则网

格变形带来的虚假涡旋的同时也抑制了真实的物理涡旋，损伤了数值摸拟的精确性．
例 ２　 Ｎｏｈ 激波球反射问题［２１］

计算区域 （ ｒ，θ） ∈ ［０，１］ × ［０，π ／ ２］，生成四边形极坐标网格．第 １种网格Ｍ１ 划分为 ５０ ×
５，第 ２种网格Ｍ２ 划分为 １００ × １０．初始条件：ρ ０

ｃ ＝ １ ｇ ／ ｃｍ３，径向速度Ｕ０
ｃ ＝ － １ ｃｍ ／ ｓ ．边界条件：

对称轴 θ ＝ π ／ ２，θ ＝ ０ 和球心 ｒ ＝ ０ 为反射边界，边界 ｒ ＝ １ 的法向速度 Ｕ∗
ｐ ＝ － １ ｃｍ ／ ｓ（入流条

件） ．采用理想气体状态方程，气体绝热指数 γ ＝ ５ ／ ３，精确解 ｔ ＝ ０．６ ｓ 时，激波位置 ｒ ＝ ０．２ ｃｍ，
激波区密度 ６４ ｇ ／ ｃｍ３ ．初始状态（ρ ０

ｃ，Ｐ０
ｃ，Ｕ０

ｃ） ＝ （１，０，０） 采用理想气体状态方程，运行时间 ｔ ＝
０ ６ ｓ ．图 ８、图 ９ 显示柱坐标高阶面权中心型格式第 １ 种网格 ５０×５ 和密度云图．图 １０、图 １１ 显

示柱坐标高阶面权中心型格式第 ２ 种网格 １００×１０ 和密度云图．最后在表 １ 里记录了 ｔ ＝ ０ ６ ｓ
时激波位置的平均值．用 ２ 种网格 Ｍ１， Ｍ２， 第 １ 种网格 ｔ ＝ ０ ６ ｓ 时激波位置的平均值坐标

０ ２１０ ３ ｃｍ，第 ２种网格 ｔ ＝ ０．６ ｓ时激波位置的平均值 ０．２０３ ４ ｃｍ ．我们看到数值解收敛于精确

解，由 Ｍ１ 网格和 Ｍ２ 网格计算的收敛阶是 １．５９９．
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图 ４　 Ｍａｉｒｅ 柱坐标高阶中心型面权 图 ５　 Ｍａｉｒｅ 柱坐标高阶中心型面权格式，
格式，时间 ｔ ＝ ０．７５ 时的网格 时间 ｔ ＝ ０．７５ 时的密度云图

Ｆｉｇ．４　 Ｍａｉｒｅ ｅｔ ａｌ． ｈｉｇｈ ｏｒｄｅｒ ａｒｅａ ｗｅｉｇｈｔｉｎｇ Ｆｉｇ．５　 Ｍａｉｒｅ ｅｔ ａｌ． ｈｉｇｈ ｏｒｄｅｒ ａｒｅａ ｗｅｉｇｈｔｉｎｇ ｃｅｌｌ⁃ｃｅｎｔｅｒｅｄ
ｃｅｌｌ⁃ｃｅｎｔｅｒｅｄ ｓｃｈｅｍｅ ｉｎ ｃｙｌｉｎｄｒｉｃａｌ ｓｃｈｅｍｅ ｉｎ ｃｙｌｉｎｄｒｉｃａｌ ｇｅｏｍｅｔｒｙ， ａ ｎｅｐｈｏｇｒａｍ
ｇｅｏｍｅｔｒｙ， ｔｈｅ ｍｅｓｈ ａｔ ｔｉｍｅ ｔ ＝ ０．７５ ｏｆ ｔｈｅ ｄｅｎｓｉｔｙ ａｔ ｔｉｍｅ ｔ ＝ ０．７５

图 ６　 Ｌａｇｒａｎｇｅ 柱坐标高阶面权中心 图 ７　 Ｌａｇｒａｎｇｅ 柱坐标高阶面权中心型格式，
型格式，时间 ｔ ＝ ０．７５ 时的网格 时间 ｔ ＝ ０．７５ 时的密度云图

Ｆｉｇ．６　 Ｌａｇｒａｎｇｅ ｈｉｇｈ ｏｒｄｅｒ ａｒｅａ ｗｅｉｇｈｔｉｎｇ Ｆｉｇ．７　 Ｌａｇｒａｎｇｅ ｈｉｇｈ ｏｒｄｅｒ ａｒｅａ ｗｅｉｇｈｔｉｎｇ ｃｅｌｌ⁃ｃｅｎｔｅｒｅｄ
ｃｅｌｌ⁃ｃｅｎｔｅｒｅｄ ｓｃｈｅｍｅ ｉｎ ｃｙｌｉｎｄｒｉｃａｌ ｓｃｈｅｍｅ ｉｎ ｃｙｌｉｎｄｒｉｃａｌ ｇｅｏｍｅｔｒｙ， ａ ｎｅｐｈｏｇｒａｍ
ｇｅｏｍｅｔｒｙ， ｔｈｅ ｍｅｓｈ ａｔ ｔｉｍｅ ｔ ＝ ０．７５ ｏｆ ｔｈｅ ｄｅｎｓｉｔｙ ａｔ ｔｉｍｅ ｔ ＝ ０．７５

８２２１ Ｌａｇｒａｎｇｅ 柱坐标高阶中心型守恒格式



图 ８　 Ｌａｇｒａｎｇｅ 柱坐标高阶面权中心型格式， 图 ９　 Ｌａｇｒａｎｇｅ 柱坐标高阶面权中心型格式，
时间 ｔ ＝ ０．６ ｓ 时的第 １ 种网格 时间 ｔ ＝ ０．６ ｓ 时的第 １ 种密度云图

Ｆｉｇ．８　 Ｌａｇｒａｎｇｅ ｈｉｇｈ ｏｒｄｅｒ ａｒｅａ ｗｅｉｇｈｔｉｎｇ Ｆｉｇ．９　 Ｌａｇｒａｎｇｅ ｈｉｇｈ ｏｒｄｅｒ ａｒｅａ ｗｅｉｇｈｔｉｎｇ ｃｅｌｌ⁃ｃｅｎｔｅｒｅｄ
ｃｅｌｌ⁃ｃｅｎｔｅｒｅｄ ｓｃｈｅｍｅ ｉｎ ｃｙｌｉｎｄｒｉｃａｌ ｓｃｈｅｍｅ ｉｎ ｃｙｌｉｎｄｒｉｃａｌ ｇｅｏｍｅｔｒｙ， ｔｈｅ １ｓｔ ｎｅｐｈｏｇｒａｍ
ｇｅｏｍｅｔｒｙ， ｔｈｅ １ｓｔ ｍｅｓｈ ａｔ ｔｉｍｅ ｔ ＝ ０．６ ｓ ｏｆ ｔｈｅ ｄｅｎｓｉｔｙ ａｔ ｔｉｍｅ ｔ ＝ ０．６ ｓ

图 １０　 Ｌａｇｒａｎｇｅ 柱坐标高阶面权中心型格式， 图 １１　 Ｌａｇｒａｎｇｅ 柱坐标高阶面权中心型格式，
时间 ｔ ＝ ０．６ ｓ 时的第 ２ 种网格 时间 ｔ ＝ ０．６ ｓ 时的第 ２ 种密度云图

Ｆｉｇ．１０　 Ｌａｇｒａｎｇｅ ｈｉｇｈ ｏｒｄｅｒ ａｒｅａ ｗｅｉｇｈｔｉｎｇ Ｆｉｇ．１１　 Ｌａｇｒａｎｇｅ ｈｉｇｈ ｏｒｄｅｒ ａｒｅａ ｗｅｉｇｈｔｉｎｇ ｃｅｌｌ⁃ｃｅｎｔｅｒｅｄ
ｃｅｌｌ⁃ｃｅｎｔｅｒｅｄ ｓｃｈｅｍｅ ｉｎ ｃｙｌｉｎｄｒｉｃａｌ ｓｃｈｅｍｅ ｉｎ ｃｙｌｉｎｄｒｉｃａｌ ｇｅｏｍｅｔｒｙ， ｔｈｅ ２ｎｄ
ｇｅｏｍｅｔｒｙ， ｔｈｅ ２ｎｄ ｍｅｓｈ ａｔ ｔｉｍｅ ｔ ＝ ０．６ ｓ ｎｅｐｈｏｇｒａｍ ｏｆ ｔｈｅ ｄｅｎｓｉｔｙ ａｔ ｔｉｍｅ ｔ ＝ ０．６ ｓ

表 １　 数值解收敛精确解的收敛精度，二阶精度格式 （ｏ２） 收敛阶是由 Ｍ１， Ｍ２ 网格计算的

Ｔａｂｌｅ １　 Ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｏｆ ｔｈｅ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｔｏｗａｒｄｓ ｔｈｅ ｅｘａｃｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎ， ｉｎ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ２ｎｄ ｏｒｄｅｒ ｏｆ
ｔｈｅ ｓｃｈｅｍｅ （ｏ２） ａｎｄ ｏｆ ｔｈｅ ｍｅｓｈ（ｔｈｅ ｏｒｄｅｒ ｏｆ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｉｓ ｓｙｓｔｅｍａｔｉｃａｌｌｙ ｃｏｍｐｕｔｅｄ ｗｉｔｈ
２ ｍｅｓｈｅｓ Ｍ１， Ｍ２ ｉｎ ｔｈｅ ｌｉｓｔ）

ｍｅｓｈ ｇｒｉｄ ｌｏｃａｔｉｏｎ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｏｒｄｅｒ
Ｍ１ ｔｈｅ ｆｉｒｓｔ ｇｒｉｄ ０．２１０ ３
Ｍ２ ｔｈｅ ｓｅｃｏｎｄ ｇｒｉｄ ０．２０３ ４ １．５９９

４　 结　 　 论

本文实现了文献［２１］给出的 Ｍａｉｒｅ 柱坐标高阶中心型流体格式．借用 Ｍａｉｒｅ 在网格格点引

９２２１葛　 　 全　 　 文



入两个压力的思想，假定在计算网格上压力是分片常数的基础上，提出、构造、实现柱坐标高阶

体权中心型守恒格式和柱坐标高阶面权中心型守恒格式．利用能量守恒格式条件使得格点速

度以与网格面的数值通量相容的方式计算．对 Ｓａｌｔｚｍａｎ 活塞问题进行了数值模拟，数值结果显

示 Ｌａｇｒａｎｇｅ 柱坐标高阶中心型守恒格式是高阶格式，同时显示 Ｍａｉｒｅ 柱坐标高阶中心型流体

格式的数值结果不正确．将来的工作拟建立 Ｌａｇｒａｎｇｅ 柱坐标高阶中心型守恒弹塑性流体格式．
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