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摘要：　 根据四元数刚体动力学基本理论，将四元数时间导数与角速度之间的恒等变换引入动能

项，由此可以直接得到非奇异的四元数质量矩阵．将其与分析结构力学结合，可以得到 ４ 种形式的

保辛积分算法．该算法以离散系统作用量变分原理代替四元数微分方程，单位长度约束以代数约束

的方式在积分格点处满足．数值仿真结果表明该方法不仅避免了陀螺稳态进动数值仿真中严重的

章动误差，并且对于一般情况也展现出很大的精度改善．
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引　 　 言

刚体动力学在工程、物理、化学以及分子动力学领域均有广泛的应用．刚体运动可以拆分

为两个独立的部分［１］，其一是参考点的平移运动，其二是刚体关于该参考点的旋转运动．对于

刚体运动的理论分析与数值模拟，平移运动易于表达并且形式唯一，但是刚体旋转及其表述形

式至今仍是较为活跃的研究方向．从机器人与机械科学的角度出发，使用 Ｅｕｌｅｒ（欧拉）角来表

示刚体的有限转动不失为一种上佳选择．但是，当刚体运动包含大角度的旋转时，采用单一 Ｅｕ⁃
ｌｅｒ 角表示刚体旋转时会出现奇异位置，导致该位置附近数值求解精度欠佳甚至不能求解．这
时，采用单位四元数或者旋转矩阵来表示旋转运动方法往往更加方便．

当采用单位四元数或者旋转矩阵来表示刚体旋转时，代数约束将不可避免地出现在微分

方程中，对于保守系统，问题转入约束 Ｈａｍｉｌｔｏｎ（哈密顿）系统领域．对于约束 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统，高
效、长时间稳定的数值方法研究长期以来一直是算法研究的难点与重点，对于刚体动力学仿真

研究亦是如此．应对这一挑战，保结构积分算法扮演了十分重要的角色．自 ２０ 世纪 ９０ 年代开

始，基于四元数及旋转矩阵，人们提出了各种各样的保辛算法，其中有代表性的例如 ＲＡＴＴＬＥ
算法［２］以及各种各样的 ｓｐｌｉｔｔｉｎｇ 方法［３］ ．另一种保辛算法源自离散的 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 原理，基于刚体

动力学的四元数表示，Ｗｅｎｄｌａｎｄｔ 及 Ｍａｒｓｄｅｎ 提出了一种保辛算法以及与之对应的离散的 Ｅｕｌ⁃
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ｅｒ⁃Ｌａｇｒａｎｇｅ 方程［４］ ．此外，对于长时间稳定数值仿真，能量⁃动量保守积分是另一种选择．在这一

方面，亦有 Ｓｉｍｏ 等的工作［５⁃７］值得关注．
最近，Ｂｅｔｓｃｈ 和 Ｓｉｅｂｅｒｔ 针对刚体动力学引入了四元数表示的 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 框架，并且以此提

出了一种能量⁃动量差分格式［８］ ．通过与两种基于四元数以及一种基于旋转矩阵的保结构算法

进行比较，发现所有这些格式在模拟陀螺稳态进动时都会产生十分严重的周期性的章动误差．
随后，Ｋｒｅｎｋ 以及 Ｎｉｅｌｓｅｎ［９⁃１０］ 也观察到了这一现象，并且针对旋转矩阵表示的能量动量算

法［１０］，通过将体轴系的原点置于质心，继而将旋转与平移运动相结合，部分地消除了这一章动

误差．
本文深入研究了四元数表示的刚体动力学理论，强调其中存在一个常被忽略的恒等关系．

该恒等式描述了四元数速度与角速度之间的内在变换关系，在数值积分的构造中起到了至关

重要的作用．在基于四元数刚体动力学理论中，质量矩阵的奇异性一直困扰着四元数在刚体动

力学中的应用．目前通常的做法是通过引入人工参数来消除奇异性［８⁃９］ ．本文通过将恒等变换

引入动能项，可以直接生成非奇异的四元数表示的质量矩阵．
最近，徐小明与钟万勰［１１］基于分析结构力学理论引入离散系统的区段作用量，并借鉴祖

冲之方法论在积分点上严格满足约束条件，提出了一种保辛积分算法．本文在此基础上，将四

元数速度与角速度之间的恒等变换引入离散系统，进而推导出 ４ 种形式保辛积分，改进了原有

算法．数值结果表明改进的保辛积分极大地改善了原有算法的精度，并且对于陀螺稳态进动问

题，也大大减小了章动误差，使其控制在一个合理的范围内．

１　 运动学表述

考虑刚体绕固定点转动问题．为了更好地描述运动关系，定义两个坐标系：其一，惯性坐标

系（全局坐标系）；其二，贴体坐标系（局部坐标系），该参考系坐标轴随刚体移动．将刚体所绕

固定点取为两坐标系的原点．这样，两个坐标系之间的变换可以表示为

　 　 ｘ０ ＝ ＱＴ（ ｔ）ｘ， （１）
其中矩阵 Ｑ为三维正交矩阵．在刚体动力学中，向量 ｘ∈Ｒ３ 表示刚体上的一点在贴体系中的坐

标表示，而与之对应 ｘ０ ∈ Ｒ３ 则是相同的点在惯性系中的坐标表示．因此，矩阵Ｑ 表示了从初始

构型到当前构型的位置变换．
由于贴体系固定于刚体之上， ｘ 是一个常矢量，所以对式（１）两端进行求导，可以得到

　 　 ｖ０ ＝ ｄｘ０ ／ ｄｔ ＝ ＱＴｘ ． （２）
式（２）表明了牵连速度与位置之间的变换关系．另一方面，根据经典力学理论［１］，牵连速度在

贴体系中可以表示为

　 　 ｖ ＝ ω × ｘ ＝ － Ａｘ， （３）
其中

　 　 （ω ×） ＝ － Ａ ＝
０ － ω ３ ω ２

ω ３ ０ － ω １

－ ω ２ ω １ ０
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， （４）

向量 ω 表示角速度，其沿 ３ 个贴体轴的分量分别为 ω １，ω ２ 以及 ω ３ ．由于 ｖ ＝ Ｑｖ０，并结合式（２）
与式（３），可以得到位置变换矩阵 Ｑ 的微分方程：

　 　 Ｑ ＝ ＡＱ ． （５）
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由于 Ａ 是一个反对称矩阵，保证了 Ｑ 在整个运动过程中的正交性，所以该方程描述了旋转群

ＳＯ（３）上的微分关系．通过式（５）确定 Ｑ 随时间的变化规律，便可得到整个刚体的运动状态，所
以式（５） 便是刚体旋转的运动学方程．因为ＱＴＱ ＝ Ｉ，对式（５） 两端右乘ＱＴ， 再对所得公式两端

右乘本身的转置，可得

　 　 ＱＱＴ ＝ ＡＡＴ， （６）
此式揭示了旋转矩阵与角速度之间的恒等变换．

位置矩阵 Ｑ 可以由其本身表示．也就是通过 Ｑ 自身 ９ 个矩阵元表示，再加上 ６ 个代数约束

来保证 Ｑ 的正交性，这也被称作旋转矩阵表示．通过引入单位四元数，未知数可以降低到 ４ 个．
单位四元数可以表示为 ｑ ＝ ｑ０ ＋ ｑ１ ｉ ＋ ｑ２ ｊ ＋ ｑ３ｋ， 有自身的运算法则，也可以通过酉矩阵表示来

代替繁复的四元数运算．通过酉矩阵，可以建立起单位四元数群 ＳＰ（１）与旋转群 ＳＯ（３）之间的

局部同构关系，进而可以使用四元数代替旋转矩阵 Ｑ 来描述刚体旋转．关于单位四元数与旋转

矩阵之间关系的详尽讨论可参见文献［１１］ ．简而言之，正交矩阵 Ｑ 可以表示为四元数的形式：

　 　 Ｑ（ｑ） ＝
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其中需对四元数施加一单位约束

　 　 ｑ２
０ ＋ ｑ２

１ ＋ ｑ２
２ ＋ ｑ２

３ ＝ １ （７）
来保证 Ｑ 的正交性．而对应于式（５），四元数表示的刚体运动方程为
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在 Ｌｉｅ（李）群理论中，这是四元数群（三维球面）上的微分方程．
从几何角度出发，单位四元数可以看作三维单位球面上的一点．也就是说，可以将单位四

元数看做是四维空间中的向量，并且附加上一单位长度约束．所以，本文定义四元数向量

　 　 ｑ ＝ ｑ０ ｑ１ ｑ２ ｑ３{ } Ｔ， （９）
则约束（７）可以表示为

　 　 ｇ（ｑ） ＝ ｑＴｑ － １ ＝ ０． （１０）
然后，引入 ３ 个自旋矩阵：
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（１１）
根据这一定义，运动方程（８）可以改写为

　 　 ｑ ＝ － （ω １Ｇ１ｑ ＋ ω ２Ｇ２ｑ ＋ ω ３Ｇ３ｑ） ／ ２． （１２）
这 ３ 个自旋矩阵是反对称的，它们满足

　 　
Ｇ１Ｇ２ ＝ － Ｇ２Ｇ１ ＝ Ｇ３， Ｇ２Ｇ３ ＝ － Ｇ３Ｇ２ ＝ Ｇ１，

ｑＴＧｉｑ ＝ ０， ＧｉＧｉ ＝ － Ｉ ，　 　 ｉ ＝ １，２，３，{ （１３）
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其中 Ｉ 是 ４ × ４ 单位矩阵．对式（１２） 两端同时左乘 ｑＴＧｉ（ ｉ ＝ １，２，３）， 可以得到

　 　 ｑＴＧｉｑ ＝ － （ω １ｑＴＧｉＧ１ｑ ＋ ω ２ｑＴＧｉＧ２ｑ ＋ ω ３ｑＴＧｉＧ３ｑ） ／ ２． （１４）
考虑式（１３）中的等式关系以及约束（１０），可以得到角速度的显式表达式：

　 　 ω ｉ ＝ ２ｑＴＧｉｑ，　 　 ｉ ＝ １，２，３． （１５）
此外，还可以得到

　 　 ｑＴｑ ＝ ４ －１（ω １Ｇ１ｑ ＋ ω ２Ｇ２ｑ ＋ ω ３Ｇ３ｑ） Ｔ（ω １Ｇ１ｑ ＋ ω ２Ｇ２ｑ ＋ ω ３Ｇ３ｑ） ＝
　 　 　 　 ４ －１（ － ω ２

１ｑＴＧ１Ｇ１ｑ － ω ２
２ｑＴＧ２Ｇ２ｑ － ω ２

３ｑＴＧ３Ｇ３ｑ）， （１６）
即

　 　 （ω ２
１ ＋ ω ２

２ ＋ ω ２
３） ＝ ４ｑＴｑ ． （１７）

此式揭示了角速度与单位四元数时间导数之间的恒等变换关系．通过式（１７）导出的过程可以

看出式（１７）是式（６）的一种等价表示．通过将恒等关系式（１７）引入动能项，可以成功避免动力

学描述过程中四元数质量矩阵的奇异性，这将在下一节详细介绍．

２　 动力学与 Ｌａｇｒａｎｇｅ 描述

对于刚体旋转问题，系统的动能可以表示为

　 　 Ｔ ＝ １
２

ωＴＪω， （１８）

其中 Ｊ是刚体在贴体系中的惯性张量．不失一般性，假设贴体系坐标轴与惯性张量的主轴重合．
在这种情况下，惯性张量可以表示为 Ｊ ＝ ｄｉａｇ（ Ｉ１，Ｉ２，Ｉ３） ．这样，将式（１５）代入式（１８），便可得

到动能的具体表达式：
　 　 Ｔ ＝ ２Ｉ１（ｑＴＧ１ｑ） ２ ＋ ２Ｉ２（ｑＴＧ２ｑ） ２ ＋ ２Ｉ３（ｑＴＧ３ｑ） ２ ． （１９）

对于保守系统，势能具有如下形式：
　 　 Ｖ ＝ Ｖ（ｑ） ． （２０）

结合约束条件（１０），可以写出该约束 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统的 Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数：
　 　 Ｌｅ（ｑ，ｑ，λ） ＝ Ｔ － Ｖ － λｇ（ｑ）， （２１）

其中 Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘子 λ 用于满足系统的约束条件．通过 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ（勒让德）变换，与四元数向量 ｑ
对应的广义动量可以表达为

　 　 ｐ ＝ ∂Ｌｅ ／ ∂ｑ ＝ Ｍ（４）（ｑ）ｑ， （２２）
其中

　 　 Ｍ（４）（ｑ） ＝ － ４（ Ｉ１Ｇ１ｑｑＴＧ１ ＋ Ｉ２Ｇ２ｑｑＴＧ２ ＋ Ｉ３Ｇ３ｑｑＴＧ３） ． （２３）
由此得到的四元数质量矩阵 Ｍ（４） 为奇异矩阵，上标“（４）”用于区分下面将要提出的 ３ 种非奇

异的广义质量矩阵．
为得到非奇异质量矩阵，可将恒等关系式（１７）引入动能项．为此，首先将式（１８）改写为

　 　 Ｔ ＝ １
２

Ｉｉ（ω ２
ｉ ＋ ω ２

ｊ ＋ ω ２
ｋ） ＋ １

２
（ Ｉ ｊ － Ｉｉ）ω ２

ｊ ＋ １
２
（ Ｉｋ － Ｉｉ）ω ２

ｋ， （２４）

其中， 指标 （ ｉ， ｊ，ｋ） ＝ （１，２，３）， （２，３，１） 或者（３，１，２）．将式（１７）代入上式， 可以得到改进的

动能：
　 　 Ｔ ＝ ２ＩｉｑＴｑ ＋ ２（ Ｉ ｊ － Ｉｉ）（ｑＴＧ ｊｑ） ２ ＋ ２（ Ｉｋ － Ｉｉ）（ｑＴＧｋｑ） ２ ． （２５）

通过 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ 变换，则广义动量可以写为

　 　 ｐ ＝ ４Ｉｉｑ － ４（ Ｉ ｊ － Ｉｉ）（Ｇ ｊｑｑＴＧ ｊ）ｑ － ４（ Ｉｋ － Ｉｉ）（ＧｋｑｑＴＧｋ）ｑ ． （２６）
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而引入恒等变换后的广义质量阵为

　 　 Ｍ（ ｉ）（ｑ） ＝ ４ＩｉＩ － ４（ Ｉ ｊ － Ｉｉ）Ｇ ｊｑｑＴＧ ｊ － ４（ Ｉｋ － Ｉｉ）ＧｋｑｑＴＧｋ，　 　 ｉ ＝ １，２，３． （２７）
由于 ４ＩｉＩ项的存在，质量阵Ｍ（ ｉ） 是非奇异的，上标“（ ｉ）”，ｉ ＝ １，２，３ 用于区分 ３ 种不同的质量表

达式．这样广义速度可以显式表示为

　 　 ｑ ＝ （Ｍ（ ｉ）） －１ｐ，　 　 ｉ ＝ １，２，３． （２８）
由于指标 （ ｉ， ｊ，ｋ） 具有 ３ 种形式，式（２４）至（２８）提供了 ３ 种不同的获得非奇异质量矩阵的途

径．结合式（２３），本文给出了 Ｌａｇｒａｎｇｅ 体系的 ４ 种不同表示形式．根据如上所述的 ４ 种形式的

Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数，可以推导出 ４ 种等价形式的 Ｌａｇｒａｎｇｅ 方程组．本文也将根据这 ４ 种表达式，推导

与之对应的保辛积分．

３　 保辛积分算法

根据分析结构力学基本概念［１２］，将问题转入离散系统，进而推导保辛的逐步积分方法．首
先，在时间区段内采用有限元进行离散； 然后用离散系统的作用量变分原理代替原有的微分

方程； 在此基础上， 保证离散积分点的约束条件严格满足．经此步骤得到的逐步积分方法自动

保辛．
具体来说，取离散时间区段 η，ｔ０ ＝ ０，ｔ１ ＝ η，…，ｔｋ ＝ ｋη，… ．可假设 ｔｋ－１ 时的位移与速度是

ｑｋ－１，ｑｋ－１ 已知，并满足 ｑＴ
ｋ－１ｑｋ－１ ＝ １ 的约束，现在的问题是要通过 ｔｋ－１ 步的已知量计算下一个时

间步的 ｑｋ，ｑｋ ．为此首先引入时间（ ｔｋ－１，ｔｋ） 的区段作用量（含约束）：

　 　 Ｓｋ（ｑｋ－１，ｑｋ，λ ｋ－１，λ ｋ） ＝ ∫ｔｋ
ｔｋ－１

Ｌｅ（ｑ，ｑ）ｄｔ ． （２９）

然后进行有限元近似，设在 ｋ⁃ 区段内位移取为平均位移，ｑ＃ｋ ＝ （ｑｋ－１ ＋ ｑｋ） ／ ２，速度为 ｑ＃ｋ ＝ （ｑｋ

－ ｑｋ－１） ／ η，约束在区段内可近似为 λｇ（ｑ） ＝ （λ ｋ－１ｇ（ｑｋ－１） ＋ λ ｋｇ（ｑｋ）） ／ η ２（Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘子乘以

一个常数不影响最终计算）．根据式（１９）与（２５），可以推导出 ４ 种形式离散的区段作用量：
　 　 Ｓ（ ｉ）

＃ｎ （ｑｎ－１，ｑｎ） ＝ ηｑＴ
＃ｎＭ（ ｉ）（ｑ＃ｎ）ｑ＃ｎ － ηＶ（ｑ＃ｎ） －

　 　 　 　 η －１λ ｎ－１ｇ（ｑｎ－１） ／ ２ － η －１λ ｎｇ（ｑｎ） ／ ２， （３０）
其中 ｉ ＝ １，２，３，４．根据分析结构力学理论［１２⁃１３］，可以得到对偶方程：

　 　 ｐｎ－１ ＝ － ∂Ｓ（ ｉ）
＃ｎ ／ ∂ｑｎ－１， ｐｎ ＝ ∂Ｓ（ ｉ）

＃ｎ ／ ∂ｑｎ， ｇ（ｑｎ－１） ＝ ０， ｇ（ｑｎ） ＝ ０， （３１）
其中对于 ｉ ＝ １，２，３，

　 　

∂Ｓ（ ｉ）
＃ｎ ／ ∂ｑｎ－１ ＝ － ２Ｍ（ ｉ）（ｑ＃ｎ）ｑ＃ｎ ＋ η（Ｍ（ ｉ）（ｑ＃ｎ） － ４ＩｉＩ）ｑ＃ｎ －

　 　 ２ －１η∂Ｖ（ｑ＃ｎ） ／ ∂ｑ － η －１λ ｎ－１ｑｎ－１，

∂Ｓ（ ｉ）
＃ｎ ／ ∂ｑｎ ＝ ２Ｍ（ ｉ）（ｑ＃ｎ）ｑ＃ｎ ＋ η（Ｍ（ ｉ）（ｑ＃ｎ） － ４ＩｉＩ）ｑ＃ｎ －

　 　 ２ －１η∂Ｖ（ｑ＃ｎ） ／ ∂ｑ － η －１λ ｎｑｎ，

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

（３２）

及

　 　

∂Ｓ（４）
＃ｎ ／ ∂ｑｎ－１ ＝ － ２Ｍ（４）（ｑ＃ｎ）ｑ＃ｎ ＋ ηＭ（４）（ｑ＃ｎ）ｑ＃ｎ －

　 　 ２ －１η∂Ｖ（ｑ＃ｎ） ／ ∂ｑ － η －１λ ｎ－１ｑｎ－１，

∂Ｓ（４）
＃ｎ ／ ∂ｑｎ ＝ ２Ｍ（４）（ｑ＃ｎ）ｑ＃ｎ ＋ ηＭ（４）（ｑ＃ｎ）ｑ＃ｎ －

　 　 ２ －１η∂Ｖ（ｑ＃ｎ） ／ ∂ｑ － η －１λ ｎｑｎ，

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

（３３）

则状态变量为 ｖｎ ＝ { ｑＴ
ｎ ｐＴ

ｎ } Ｔ ．按分析结构力学方法，从 ｖｎ－１ 可递推 ｖｎ，该变换保辛，但带有参
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变量 λ ｎ－１ ．确定 λ ｎ－１ 要根据节点约束条件 ｇ（ｑｎ） ＝ ０．对于 ｉ ＝ ４ 的情形，实际上就是参考文献

［１１］中的保辛积分方法．
实际工程中，给定的初始条件通常为 Ｅｕｌｅｒ 角 （φ０，θ ０，ψ ０），以及贴体坐标系下角速度矢量

ω 等，这些物理量与四元数之间的变换关系在一般的介绍四元数应用的书中便可找到［１４］，继
而便可获得初始四元数 ｑ０，ｑ０ ．初始时刻的 ｐ０ 则由 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ 变换

　 　 ｐ ＝ ∂Ｌ（ｑ，ｑ） ／ ∂ｑ （３４）
确定．得到初始时刻的状态变量 ｖ０ ＝ { ｑＴ

０ ｐＴ
０ } Ｔ，便可递推地求解出 ｖｎ（ｎ ＝ １，２，…） ．实际计算

时，根据式（３１），区段作用量 Ｓ（ ｉ）
ｎ 与 Ｓ（ ｉ）

ｎ＋１ 均产生 ｐｎ， 两者相等从而可得到动力学方程：
　 　 － ∂Ｓ（ ｉ）

ｎ＋１ ／ ∂ｑｎ ＝ ∂Ｓ（ ｉ）
ｎ ／ ∂ｑｎ，　 　 ｉ ＝ １，２，３，４． （３５）

此式联立约束方程 ｇ（ｑｎ＋１） ＝ ０ 便可迭代求解．
具体算法如下：
１） 初始时刻，已知 ｑ０，ｑ０，根据式（３４） 计算 ｐ０；
２） 联立方程 ｐ０ ＝ － ∂Ｓ（ ｉ）

１ ／ ∂ｑ０，ｇ（ｑ１） ＝ ０，迭代求解 ｑ１，λ ０；
３） 假设已求得 ｑｎ－１，ｑｎ，则 ｑｎ＋１，λ ｎ 由式（３５）加上非线性约束方程 ｇ（ｑｎ＋１） ＝ ０ 迭代得到．

４　 数值例题与讨论

本节将通过数值算例来展示本文提出的积分方法的精度和保守性质．在下文的论述中，将
以缩写“ＱＳＶｉ”来表示本文提出的基于离散作用量的保辛积分方法．其中最后一个字母“ ｉ”用
于区分式（３１）中的 ４ 种不同表达式．例如对于式（３１）中 ｉ ＝ １ 的情况，缩写将变为 ＱＳＶ１．

图 １　 对称重陀螺

Ｆｉｇ．１　 Ａ ｓｙｍｍｅｔｒｉｃ ｈｅａｖｙ ｔｏｐ

如图 １ 所示，考虑有一个固定点 Ｏ 的重陀螺的运动．陀
螺处于均匀重力场中，重力加速度 ｇ ＝ ９．８１ ｍ ／ ｓ２，沿 ｚ 轴向

下．质心距固定点距离为 ｌ，陀螺运动可由章动角 θ、进动角

ϕ 以及自旋角 ψ 加以描述．设贴体系原点与惯性系重合，因
此重力势能可以表示为

　 　 Ｖ（ｑ） ＝ ｍｇｌｃｏｓ θ ＝
　 　 　 　 ｍｇｌ（ｑ２

０ － ｑ２
１ － ｑ２

２ ＋ ｑ２
３）， （３６）

其中 ｍ 为陀螺质量．
４．１　 高速陀螺

首先考虑高速陀螺，在这种情况下，沿 ｚ′轴旋转产生的

动能大于势能的最大改变量．设 ｌ ＝ ０．０４ ｍ，ｍ ＝ １ ｋｇ，转动惯

量 Ｉ１ ＝ Ｉ２ ＝ ０．００２ ｋｇ·ｍ２，Ｉ３ ＝ ０．０００ ８ ｋｇ·ｍ２ ．考虑如下初始条件：
　 　 θ ０ ＝ π ／ ６ ｒａｄ， ω（０） ＝ { ０ ０ ４０π } Ｔ， ｒａｄ ／ ｓ ． （３７）

图 ２ 给出了对称重陀螺高速旋转下的运动轨迹，并且展示了 ４ 种基于 ４ 种表达式的保辛积分

与解析解的比较结果．由于 Ｉ１ ＝ Ｉ２， ＱＶＳ１ 与 ＱＶＳ２ 具有相同的形式．ＱＶＳ４ 实际上与参考文献

［１１］具有相同的格式．如图所示，引入恒等变换式（１７）的 ＱＶＳ１ 与 ＱＶＳ３ 的精度均要优于

ＱＶＳ４，其中 ＱＶＳ１ 精度最高．大量的数值算例显示，对于高速旋转的对称重陀螺， Ｉ１ ＞ Ｉ３ 时，
ＱＶＳ１ 在 ３ 种格式中总是精度最高的；当 Ｉ１ ＜ Ｉ３ 时，ＱＶＳ３ 则是具有最高精度的格式．同时，引入

恒等变换式（１７），也使得 ＱＶＳ１ 与 ＱＶＳ３ 获得了较 ＱＶＳ４ 更大的迭代步长．例如，对于本例，当
η ＝ ０．００７ ｓ， 在每一积分步迭代时，３ 种方法都迭代收敛；当 η ＝ ０．０１ ｓ 时，ＱＶＳ４ 便不能收敛到
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正确的结果了．

（ａ） ｘ⁃ 坐标分量的运动轨迹 （ｂ） ｚ⁃ 坐标分量的运动轨迹

（ａ） Ｍｏｔｉｏｎ ｏｆ ｘ⁃ ｃｏｍｐｏｎｅｎｔ （ｂ） Ｍｏｔｉｏｎ ｏｆ ｚ⁃ ｃｏｍｐｏｎｅｎｔ
图 ２　 高速对称陀螺质心运动：保辛积分 ４ 种表达形式数值结果与解析解的对比

Ｆｉｇ．２　 Ｔｈｅ ｍａｓｓ ｃｅｎｔｅｒ ｍｏｔｉｏｎ ｏｆ ａ ｆａｓｔ ｓｙｍｍｅｔｒｉｃ ｔｏｐ： ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ
ａｎｄ ｔｈｅ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ４ ｆｏｒｍｕｌａｔｉｏｎｓ ｏｆ ｓｙｍｐｌｅｃｔｉｃ ｉｎｔｅｇｒａｔｉｏｎ

对于此算例，总能量与局部坐标系的角动量 Ｌ３ 均是保守量．图 ３（ａ）展示了步长 η ＝ ０．０１ ｓ
时 ＱＶＳ１ 的能量以及角动量 Ｌ３ 的长时间误差．如图所示，在 １００ ｓ 的时间内，能量的相对误差维

持１０－５量级的周期震荡，而局部角动量分量 Ｌ３ 则保持了１０－１４量级的相对误差．图 ３（ｂ）显示了

能量误差随时间步长的变化规律．其中，ＱＶＳ１ 展示了远高于其它两种格式的能量精度．图 ３
（ｂ）同样显示了算法的 ２ 阶精度性质．图 ４ 给出了 ＱＶＳ１ 与能量⁃动量差分［８⁃９］的比较结果．对于

高速旋转陀螺，ＱＶＳ１ 的精度大大优于相同步长下的能量⁃动量差分格式．此外，在时间步 η ＝
０􀆰 ０１ ｓ 计算 ７２ 步数值解，ＱＶＳ１ 耗费 ２．６５ ｓ 的计算时间，而相比之下 ＱＥＭ 则耗费了 １２．０１ ｓ 的
时间．

（ａ） 能量与角动量的局部分量 Ｌ３ 的相对误差 （ｂ） 周期性的能量相对误差

（ａ） Ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒｓ ｏｆ ｔｈｅ ｅｎｅｒｇｙ ａｎｄ （ｂ） Ｔｈｅ ｐｅｒｉｏｄｉｃａｌ ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒ
ｌｏｃａｌ ｃｏｍｐｏｎｅｎｔ Ｌ３ ｏｆ ｋｉｎｅｔｉｃ ｅｎｅｒｇｙ

图 ３　 高速对称陀螺质心运动：关于保辛积分 ４ 种表达形式的不变量误差

Ｆｉｇ．３　 Ｔｈｅ ｍａｓｓ ｃｅｎｔｅｒ ｍｏｔｉｏｎ ｏｆ ａ ｆａｓｔ ｓｙｍｍｅｔｒｉｃ ｔｏｐ： ｅｒｒｏｒｓ ｏｆ ｉｎｖａｒｉａｎｔｓ ｗｉｔｈ ｒｅｓｐｅｃｔ ｔｏ
ｔｈｅ ４ ｆｏｒｍｕｌａｔｉｏｎｓ ｏｆ ｓｙｍｐｌｅｃｔｉｃ ｉｎｔｅｇｒａｔｉｏｎ

考虑 Ｉ１ ≠ Ｉ２ 的情形，将上述算例中的主转动惯量 Ｉ２ 改为 Ｉ２ ＝ ０．００１ ６ ｋｇ·ｍ２，其它参数不

变，采用同样的初始条件进行数值模拟．图 ５ 给出质心沿 ｚ 轴分量随时间变化的数值结果，步长

取 η ＝ ０．００７ ｓ ．本例显示，ＱＶＳ２ 的精度最高．
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图 ４　 高速对称陀螺质心运动：解析解 图 ５　 不对称高速陀螺质心运动：保辛

与 ＱＶＳ１ 以及能量⁃动量差分 积分 ４ 种表达形式数值结果与

数值结果比较 参考解 ｚ⁃ 坐标分量的对比

Ｆｉｇ．４　 Ｔｈｅ ｍａｓｓ ｃｅｎｔｅｒ ｍｏｔｉｏｎ ｏｆ ａ ｆａｓｔ ｓｙｍｍｅｔｒｉｃ ｔｏｐ： Ｆｉｇ．５　 Ｔｈｅ ｍａｓｓ ｃｅｎｔｅｒ ｍｏｔｉｏｎ ｏｆ ａ ｆａｓｔ ａｓｙｍｍｅｔｒｉｃ ｔｏｐ：
ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ａｎｄ ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｚ⁃ ｃｏｍｐｏｎｅｎｔ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ
ｔｈｅ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ＱＶＳ１ ａｎｄ ｔｈｅ ｒｅｆｅｒｅｎｃｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ａｎｄ ｔｈｅ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｒｅｓｕｌｔｓ
ｅｎｅｒｇｙ⁃ｍｏｍｅｎｔｕｍ ｓｃｈｅｍｅ ｏｆ ｔｈｅ ４ ｆｏｒｍｕｌａｔｉｏｎｓ ｏｆ ｓｙｍｐｌｅｃｔｉｃ ｉｎｔｅｇｒａｔｉｏｎ

（ａ） ｘ⁃ 坐标分量的运动轨迹 （ｂ） ｚ⁃ 坐标分量的运动轨迹

（ａ） Ｍｏｔｉｏｎ ｏｆ ｘ⁃ ｃｏｍｐｏｎｅｎｔ （ｂ） Ｍｏｔｉｏｎ ｏｆ ｚ⁃ ｃｏｍｐｏｎｅｎｔ
图 ６　 稳态进动陀螺质心运动：保辛积分 ４ 种表达形式数值结果与解析解的对比

Ｆｉｇ．６　 Ｔｈｅ ｍａｓｓ ｃｅｎｔｅｒ ｍｏｔｉｏｎ ｏｆ ａ ｓｔｅａｄｙ ｐｒｅｃｅｓｓｉｎｇ ｔｏｐ： ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ
ａｎｄ ｔｈｅ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ４ ｆｏｒｍｕｌａｔｉｏｎｓ ｏｆ ｓｙｍｐｌｅｃｔｉｃ ｉｎｔｅｇｒａｔｉｏｎ

４．２　 陀螺稳态进动

考虑一个圆锥陀螺，高 ｈ ＝ ０．１ ｍ，ｌ ＝ （３ ／ ４）ｈ，半径 ｒ ＝ ｈ ／ ２．圆锥陀螺的质量为ｍ ＝ ρπ ２ｈ ／ ３，
其中密度为 ρ ＝ ２ ７００ ｋｇ ／ ｍ３ ．这样，相对于参考点 Ｏ 的主转动惯量为

　 　 Ｉ１ ＝ Ｉ２ ＝ ３ｍ（ ｒ２ ／ ４ ＋ ｈ２） ／ ５， Ｉ３ ＝ ３ｍｒ２ ／ １０． （３８）
对于陀螺稳态进动问题，运动过程中不产生章动．假设进动速率为 ϕ ＝ １０ ｒａｄ ／ ｓ， 在此基础上可

给定初始条件

　 　 θ ０ ＝ π ／ ３ ｒａｄ， ω（０） ＝ { ０ ϕｓｉｎ θ ０ ψ ＋ ϕｃｏｓ θ ０ } Ｔ， ｒａｄ ／ ｓ ． （３９）
图 ６ 给出了对称重陀螺高速旋转下的运动轨迹，并且展示了 ４ 种基于 ４ 种表达式的保辛

积分与解析解的比较结果．对于陀螺稳态进动问题，真实情况应没有章动．然而近期的研究［８⁃９］

显示，基于四元数的能量⁃动量守恒积分算法具有非常严重的章动误差．从图 ６（ｂ）可以看出，
ＱＶＳ４ 同样展示出来很大的章动误差．而经过恒等变换的 ＱＶＳ１ 与 ＱＶＳ３ 的章动误差则有不同

程度的减小．这表明恒等变换对减小陀螺稳态进动章动误差起到了关键作用．比较图 ６（ａ）中沿
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ｘ 坐标的分量，对于数值计算来说，ＱＶＳ１ 所显示的章动误差处于合理的范围内．同高速旋转陀

螺相同，当 Ｉ１ ＞ Ｉ３ 时，ＱＶＳ１ 精度最高；当 Ｉ１ ＜ Ｉ３ 时，ＱＶＳ３ 精度最高．图 ７ 给出了陀螺稳态进动

问题守恒量的精度．图 ７（ａ）显示，当步长取 η ＝ ０．０１ ｓ 时， ＱＶＳ３ 的能量相对误差在１０－３的量级

作周期震荡，而局部角动量 Ｌ３ 则在 １００ ｓ 的模拟时间内展现了１０－１４量级的相对误差．这暗示了

本文所示保辛算法的动量守恒性质．图 ７（ｂ）显示了能量误差随时间步长的变化规律．从图中可

以看出，对于本算例，ＱＶＳ１ 的能量精度最高，并且随着时间步长的增长，这种精度上的差距愈

发明显．图 ８ 显示，对于陀螺稳态进动问题，能量⁃动量差分格式（ＱＥＭ）相较于 ＱＶＳ１ 展现了严

重的章动误差．

（ａ） 能量与角动量的局部分量 Ｌ３ 的相对误差 （ｂ） 周期性的能量相对误差

（ａ） Ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒｓ ｏｆ ｔｈｅ ｅｎｅｒｇｙ ａｎｄ （ｂ） Ｔｈｅ ｐｅｒｉｏｄｉｃａｌ ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒ
ｌｏｃａｌ ｃｏｍｐｏｎｅｎｔ Ｌ３ ｏｆ ｋｉｎｅｔｉｃ ｅｎｅｒｇｙ

图 ７　 稳态进动陀螺质心运动：关于保辛积分 ４ 种表达形式的不变量误差

Ｆｉｇ．７　 Ｔｈｅ ｍａｓｓ ｃｅｎｔｅｒ ｍｏｔｉｏｎ ｏｆ ａ ｓｔｅａｄｙ ｐｒｅｃｅｓｓｉｎｇ ｔｏｐ： ｅｒｒｏｒｓ ｏｆ ｉｎｖａｒｉａｎｔｓ ｗｉｔｈ
ｒｅｓｐｅｃｔ ｔｏ ｔｈｅ ４ ｆｏｒｍｕｌａｔｉｏｎｓ ｏｆ ｓｙｍｐｌｅｃｔｉｃ ｉｎｔｅｇｒａｔｉｏｎ

图 ８　 稳态进动陀螺质心运动：解析解与 ＱＶＳ１ 以及能量⁃动量差分数值结果比较

Ｆｉｇ．８　 Ｔｈｅ ｍａｓｓ ｃｅｎｔｅｒ ｍｏｔｉｏｎ ｏｆ ａ ｓｔｅａｄｙ ｐｒｅｃｅｓｓｉｎｇ ｔｏｐ：ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ａｎａｌｙｔｉｃａｌ
ｓｏｌｕｔｉｏｎ ａｎｄ ｔｈｅ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ＱＶＳ１ ａｎｄ ｔｈｅ ｅｎｅｒｇｙ⁃ｍｏｍｅｎｔｕｍ ｓｃｈｅｍｅ

５　 结　 　 论

本文根据刚体动力学的四元数表示，提出了一种数值积分方法．算法将离散的作用量函数

引入动力学数值积分，并结合祖冲之方法论，在积分点处严格满足约束条件，进而采用离散系

统的变分原理代替差分近似构造数值积分格式．由于应用了分析结构力学的基本理论，算法自

动保辛．并且将四元数时间导数与角速度之间的恒等变换引入作用量函数，避免了四元数质量

５８１１基于四元数表示的一种改进的刚体动力学保辛积分



矩阵的奇异性，在此基础上可以得到 ４ 种形式的保辛积分．数值算例显示，引入变换的 ３ 种保

辛积分精度大大高于原始的积分格式，并且可以获得更大的收敛半径．此外，改进的积分算法

同时也避免了四元数类算法模拟陀螺稳态进动时严重的章动误差．
本文仅对恒等变换以及改进形式的保辛积分进行了初步探讨．关于恒等变换的性质以及

基于此变换的数值积分格式在不同条件下的精度特质的研究有待深入展开．
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（Ｃｏｎｔｒｉｂｕｔｅｄ ｂｙ ＺＨＯＮＧ Ｗａｎ⁃ｘｉｅ， Ｍ． ＡＭＭ Ｅｄｉｔｏｒｉａｌ Ｂｏａｒｄ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ： Ａｎ ｉｄｅｎｔｉｔｙ ｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ｔｉｍｅ ｄｅｒｉｖａｔｉｖｅ ｏｆ ｑｕａｔｅｒｎｉｏｎｓ ａｎｄ ａｎｇｕｌａｒ
ｖｅｌｏｃｉｔｙ ｗａｓ ｉｎｔｒｏｄｕｃｅｄ ｉｎｔｏ ｔｈｅ ｋｉｎｅｔｉｃ ｅｎｅｒｇｙ ｔｅｒｍ， ａｃｃｏｒｄｉｎｇ ｔｏ ｔｈｅ ｔｈｅｏｒｙ ｏｆ ｑｕａｔｅｒｎｉｏｎ⁃
ｂａｓｅｄ ｒｉｇｉｄ ｂｏｄｙ ｄｙｎａｍｉｃｓ． Ｔｈｉｓ ｐｒｏｐｏｓｅｄ ａｐｐｒｏａｃｈ ｙｉｅｌｄｅｄ ａ ｎｏｎ⁃ｓｉｎｇｕｌａｒ ｍａｓｓ ｍａｔｒｉｘ． Ｃｏｍ⁃
ｂｉｎｅｄ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ｓｔｒｕｃｔｕｒａｌ ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ａ ｎｅｗ ｓｙｍｐｌｅｃｔｉｃ ｉｎｔｅｇｒａｔｉｏｎ ｓｃｈｅｍｅ ｗｉｔｈ ４ ｆｏｒ⁃
ｍｕｌａｔｉｏｎｓ， ｗａｓ ｐｒｏｐｏｓｅｄ． Ｉｎ ｐｒａｃｔｉｃｅ， ｔｈｅ ｄｉｓｃｒｅｔｅ ｖａｒｉａｔｉｏｎａｌ ｐｒｉｎｃｉｐｌｅ ｏｆ ｔｈｅ ａｃｔｉｏｎ ｆｕｎｃｔｉｏｎ
ｗａｓ ｅｍｐｌｏｙｅｄ ｔｏ ｒｅｐｌａｃｅ ｔｈｅ ｒｅｌｅｖａｎｔ ｑｕａｔｅｒｎｉｏｎ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ｔｈｅ ｐｒｏｐｏｓｅｄ ｍｅｔｈｏｄ．
Ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇｌｙ， ｔｈｅ ｕｎｉｔ ｌｅｎｇｔｈ ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔ ｗａｓ ｍｅｔ ｅｘｐｌｉｃｉｔｌｙ ｂｙ ｍｅａｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ａｌｇｅｂｒａｉｃ ｃｏｎ⁃
ｓｔｒａｉｎｔ ａｔ ｔｈｅ ｉｎｔｅｇｒａｔｉｏｎ ｇｒｉｄ ｐｏｉｎｔｓ． Ｔｈｅ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｒｅｓｕｌｔｓ ｓｈｏｗ ｔｈａｔ ｔｈｅ ｎｅｗ ｓｃｈｅｍｅ ａｖｏｉｄｓ ｔｈｅ
ｓｅｖｅｒｅ ｐｅｒｉｏｄｉｃａｌ ｎｕｔａｔｉｏｎ ｅｒｒｏｒｓ ｆｏｒ ｔｈｅ ｓｐｅｃｉａｌ ｃａｓｅｓ ｏｆ ｓｔｅａｄｙ ｐｒｅｃｅｓｓｉｏｎ ｏｆ ａ ｇｙｒｏ ｔｏｐ， ｗｈｉｃｈ
ｉｓ ａ ｐｕｚｚｌｉｎｇ ｐｈｅｎｏｍｅｎｏｎ ｉｎ ｒｅｃｅｎｔ ｒｅｓｅａｒｃｈｅｓ． Ｉｎ ａｄｄｉｔｉｏｎ， ｔｈｅ ｎｅｗ ｓｃｈｅｍｅ ｐｒｅｓｅｎｔｓ ａｎ ｉｍ⁃
ｐｒｅｓｓｉｖｅ ｉｍｐｒｏｖｅｍｅｎｔ ｏｆ ａｃｃｕｒａｃｙ ｆｏｒ ｔｈｅ ｇｅｎｅｒａｌ ｃａｓｅｓ ａｓ ｗｅｌｌ．

Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ： ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ｓｔｒｕｃｔｕｒａｌ ｍｅｃｈａｎｉｃｓ； ｕｎｉｔ ｑｕａｔｅｒｎｉｏｎ； ｒｉｇｉｄ ｂｏｄｙ ｄｙｎａｍｉｃｓ； ｓｙｍｐｌｅｃｔｉｃ
ｉｎｔｅｇｒａｔｉｏｎ； ｉｄｅｎｔｉｔｙ ｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎ； ｈｅａｖｙ ｔｏｐ

Ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ ｉｔｅｍ： Ｔｈｅ Ｎａｔｉｏｎａｌ Ｎａｔｕｒａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅ Ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ ｏｆ Ｃｈｉｎａ （ Ｇｅｎｅｒａｌ Ｐｒｏｇｒａｍ）
（１１４７２０６７）

７８１１基于四元数表示的一种改进的刚体动力学保辛积分


