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摘要：　 当流速超过临界值，输液管的直线平衡位形会发生失稳，但是系统会重新稳定在新的曲线

平衡位置．通过引入坐标变换的方法，动力学模型转变为含有变系数的偏微分控制方程．采用 ４ 阶

Ｇａｌｅｒｋｉｎ 截断的方法，使控制方程转变为常微分方程．给出具体的数值算例，发现 ４ 阶截断的固有

频率要比 ２ 阶截断的固有频率更精确．同时，计算出前两阶固有频率出现可公度的情况，从而激发

２ ∶ １ 内共振现象．利用 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 数值模拟的方法，在发生内共振流速范围的特定区域进行大量

数值运算，结果表明高维系统的条件下，管道的不同径向坐标点的横向位置处，均出现软硬特性，
而在内外共振完全调谐时，出现双跳跃现象．
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引　 　 言

管内存在流体的运动，会导致管结构在速度垂直的横向产生复杂的动力学行为．流速越大

引起的横向振动就越明显，产生的振动特性越来越难于准确地预测．输液管的非线性液固耦合

振动问题可能导致各种谐波共振或者内共振现象．
随着科学技术的飞跃发展，对输液管的非线性振动问题的研究有了长足的进步，一些代表

性的成果有：输液管的非线性运动方程的建立［１⁃２］，定常流和振荡流作用下的受约束输液管的

非线性动力学行为［３］，两端支承输液管非线性振动的稳定性问题［４］，以及矩形输液管中 Ｍａｘ⁃
ｗｅｌｌ 流动［５］等等，探求出了输液管非线性振动的频幅曲线特性变化的规律． Ｉｂｒａｈｉｍ 教授在

２０１０ 年撰写的综述文章［６⁃７］表明输液管的物理模型简明，并且易于理解，其简单形式的控制方

程却蕴涵着丰富而复杂的动力学内容，同时也表明对这样问题的非线性动力学研究的必要性．
当流速超过临界值时，引起管道的静力屈曲，即两端支承管在临界流速下发生屈曲失稳，

系统会重新稳定在曲线平衡位形．超临界问题已经成为研究的主流，特别是在轴向运动连续体
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中的研究成果较多．Ｇｈａｙｅｓｈ 等［８⁃９］用数值方法模拟了超临界轴向运动梁受迫激励下的非线性

动力学问题．Ｄｉｎｇ 和 Ｃｈｅｎ 等［１０⁃１４］对超临界轴向运动梁做了更加深入的研究，在超临界轴向运

动梁的振动特性做了很多工作，但是研究没有发现任何内共振现象．管道也属于轴向运动连续

体，但与梁的振动在一些方面有着本质区别，例如管道系统内液体流速的改变，从而导致多种

内共振的存在，产生更为复杂的动力学现象．徐鉴和杨前彪［１５］ 研究了亚临界流速下输液管的

内共振和模态转换，发现存在多种分岔行为．基于 ２ 阶 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 截断，Ｚｈａｎｇ 和 Ｃｈｅｎ［１６⁃１８］ 指出

超临界条件下输液管系统存在 ２ ∶ １ 内共振，并用多尺度近似分析了输液管自由和受迫振动的

动力学特性．车小玉等［１９］对双层管道进行了屈曲实验研究，并发现与数值模拟的结果相吻合．
调研表明，在超临界流速条件下，输液管振动的成果依然较少，特别是对非线性现象解释

与内共振的机理研究仍处于起步阶段．采用高阶 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 截断的方法，结合数值计算的技巧，
对超临界输液管的受迫振动进行数值仿真，发现了软硬特性现象，以及双跳跃现象．

１　 数 学 模 型

１．１　 扰动方程

理论模型如图 １ 所示．

图 １　 水平放置的输液管道

Ｆｉｇ．１　 Ａ ｈｏｒｉｚｏｎｔａｌ ｐｉｐｅ ｃｏｎｖｅｙｉｎｇ ｆｌｕｉｄ

输液管道水平放置在基座上，并且基座自身作简谐运动 （ｖ（ｘ，ｔ） 为横向位移，Ｄ 为激励振

幅，Ω 为激励频率，Ｕ 为流体流速），其运动方向垂直于管道的轴线．利用 ｄ’Ａｌａｍｂｅｒｔ 原理分别

对管道和流体单元分析［１８］，同时根据轴线可伸长理论，考虑管道横向弯曲时引起的附加非线

性轴向力，可以得到系统运动方程，然后经过无量纲化后得到方程（１） ［１８］：

　 　 η，ττ ＋ ２Ｍｒｕη，τξ ＋ ｕ２ － Ｐ － κ２

２ ∫
１

０
（η，ξ） ２ｄξ － ακ２ ∫１

０
（η，ξη，τξ）ｄξ

æ

è
ç

ö

ø
÷ η，ξξ ＋

　 　 　 　 η，ξξξξ ＋ αη，τξξξξ ＝ ｆω２ｓｉｎ（ωτ） ． （１）
方程中无量纲 α 为管道材料的 Ｋｅｌｖｉｎ⁃Ｖｏｉｇｔ 黏弹性阻尼系数； η为管道轴线相对平衡位置的横

向变形；ξ 为管道横截面位置坐标；τ为时间；ｕ 为流体流速；Ｐ 为轴向预紧力；Ｍｒ 为质量比；κ为

非线性因数； ｆ 和 ω 分别为无量纲外激励振幅和频率；下标逗号表示对无量纲时间和空间的导

数．系统基座为简单支承，其边界条件为

　 　
η（０，τ） ＝ ０， η（１，τ） ＝ ０；
η，ξξ（０，τ） ＝ ０， η，ξξ（１，τ） ＝ ０ ．{ （２）

若流速超过临界值后，输液管的静平衡位形失稳，则新稳定的曲线平衡位形 η（ξ）， 可以通过

用 Ｗｉｃｋｅｒｔ 方法［２０］计算出

　 　 η ±
ｋ （ξ） ＝ ± ２

ｋπκ
ｕ２ － ｕ２

（ｋ） ｓｉｎ（ｋπξ），　 　 ｋ ＝ １，２，３，…， （３）

其中 ｕ（ｋ） 为第 ｋ阶临界流速．引入坐标变换η（ξ，τ）↔η ±
ｋ （ξ） ＋ η（ξ，τ），同时考虑重刻度 ｆ↔ε２ ｆ，
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η↔εη，α↔εα， 则系统围绕曲线平衡位形的控制方程为

　 　 η，ττ ＋ ２Ｍｒｕη，ξτ ＋ （２ｋπ） ２（ｕ２ － ｕ２
ｋ）ｓｉｎ（ｋπξ） ∫１

０
ηｓｉｎ（ｋπξ）ｄξ ＋

　 　 　 　 （ｋπ） ２η，ξξ ＋ η，ξξξξ ＝ εＮ（η，τ）， （４）
其中

　 　 Ｎ（η，τ） ＝ ｆω２ｓｉｎ（ωτ） － αη，τξξξξ ±

　 　 　 　 ｋπκ ｕ２ － ｕ２
ｋ [２η，ξξ ∫１

０
ηｓｉｎ（ｋπξ）ｄξ － ｓｉｎ（ｋπξ） ∫１

０
η２

，ξｄξ ] ∓

　 　 　 　 ４αｋπ（ｕ２ － ｕ２
ｋ）ｓｉｎ（ｋπξ） ∫１

０
η，ξτｃｏｓ（ｋπξ）ｄξ ＋

　 　 　 　 εκ２

２
η，ξξ (∫１

０
η２

，ξｄξ ＋ ２εα ∫１
０
η，ξη，ξτｄξ ) ±

　 　 　 　 εακ ｕ２ － ｕ２
ｋ [２η，ξξ ∫１

０
η，ξτｃｏｓ（ｋπξ）ｄξ － ２ｋπｓｉｎ（ｋπξ） ∫１

０
η，ξη，ξτｄξ ] ． （５）

１．２　 离散方程

研究关注流速在 ｕ（１） ＜ ｕ ＜ ｕ（２） 的超临界范围内的情形， 采用满足边界条件的 ４ 阶位移

模式

　 　 η（ξ，τ） ＝ ∑
４

ｒ ＝ １
ϕｒ（ξ）ｑｒ（τ）， （６）

其中 ϕｒ（ξ） 为两端简支梁的振型，以它近似代替相同边界条件下输液管道的振型；ｑｒ（τ） 为广

义坐标．对扰动方程（４）使用 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 截断技巧，得到离散的常微分方程：
　 　 ｑ１ ＋ ｇ１２ｑ２ ＋ ｇ１４ｑ４ ＋ ｋ１１ｑ１ ＝

　 　 　 　 εｈ１１ｓｉｎ（ωτ） ＋ εα１１ｑ１ ＋ εα１２ｑ２
１ ＋ εα１３ｑ２

２ ＋ εα１４ｑ２
３ ＋ εα１５ｑ２

４ ＋

　 　 　 　 ε２α１６ｑ３
１ ＋ ε２α１７ｑ１ｑ２

２ ＋ ε２α１８ｑ１ｑ２
３ ＋ ε２α１９ｑ１ｑ２

４ ＋ ε２α１１０ｑ１ｑ１ ＋

　 　 　 　 ε２α１１１ｑ２ｑ２ ＋ ε２α１１２ｑ３ｑ３ ＋ ε２α１１３ｑ４ｑ４ ＋ ε３α１１４ｑ２
１ｑ１ ＋

　 　 　 　 ε３α１１５ｑ１ｑ２ｑ２ ＋ ε３α１１６ｑ１ｑ３ｑ３ ＋ ε３α１１７ｑ１ｑ４ｑ４， （７ａ）
　 　 ｑ２ ＋ ｇ２１ｑ１ ＋ ｇ２３ｑ３ ＋ ｋ２１ｑ２ ＝

　 　 　 　 εα２１ｑ２ ＋ εα２２ｑ１ｑ２ ＋ ε２α２３ｑ２
１ｑ２ ＋ ε２α２４ｑ３

２ ＋ ε２α２５ｑ２ｑ２
３ ＋

　 　 　 　 ε２α２６ｑ２ｑ２
４ ＋ ε２α２７ｑ２ｑ１ ＋ ε３α２８ｑ１ｑ２ｑ１ ＋ ε３α２９ｑ２

２ｑ２ ＋

　 　 　 　 ε３α２１０ｑ２ｑ３ｑ３ ＋ ε３α２１１ｑ２ｑ４ｑ４， （７ｂ）
　 　 ｑ３ ＋ ｇ３２ｑ２ ＋ ｇ３４ｑ４ ＋ ｋ３１ｑ３ ＝

　 　 　 　 εｈ３１ｓｉｎ（ωτ） ＋ εα３１ｑ３ ＋ εα３２ｑ１ｑ３ ＋ ε２α３３ｑ２
１ｑ３ ＋ ε２α３４ｑ２

２ｑ３ ＋

　 　 　 　 ε２α３５ｑ３
３ ＋ ε２α３６ｑ３ｑ２

４ ＋ ε２α３７ｑ３ｑ１ ＋ ε３α３８ｑ１ｑ３ｑ１ ＋

　 　 　 　 ε３α３９ｑ２ｑ３ｑ２ ＋ ε３α３１０ｑ２
３ｑ３ ＋ ε３α３１１ｑ３ｑ４ｑ４， （７ｃ）

　 　 ｑ４ ＋ ｇ４１ｑ１ ＋ ｇ４３ｑ３ ＋ ｋ４１ｑ４ ＝

　 　 　 　 εα４１ｑ４ ＋ εα４２ｑ１ｑ４ ＋ ε２α４３ｑ２
１ｑ４ ＋ ε２α４４ｑ２

２ｑ４ ＋ ε２α４５ｑ２
３ｑ４ ＋

　 　 　 　 ε２α４６ｑ３
４ ＋ ε２α４７ｑ４ｑ１ ＋ ε３α４８ｑ１ｑ４ｑ１ ＋ ε３α４９ｑ２ｑ４ｑ２ ＋

　 　 　 　 ε３α４１０ｑ３ｑ４ｑ３ ＋ ε３α４１１ｑ２
４ｑ４， （７ｄ）

式中的相关系数，可以由 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 方法确定．

２０１１ 受迫振动的超临界输液管 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 数值模拟



２　 数 值 算 例

文献［１６⁃１８］的研究表明，在超临界流速范围内，输液管振动系统中的固有频率出现可公

度的频率关系．给定具体的数值算例 Ｍｒ ＝ ０．４４７，Ｐ ＝－ ５，α ＝ ０．００１， ｆ ＝ ０．１， κ ＝ ４， 求解方程

（７）的齐次部分，可以得到系统的前 ４ 阶固有频率，具体得到的频率见表 １．观察发现当流速为

ｕ ≈ ４．８３５ ３６ 时，系统的第 ２ 阶固有频率是第 １ 阶固有频率的两倍，此时发生 ２ ∶ １ 内共振．此
外，内共振的调谐参数可通过 ω２ － ２ω１ 确定，同时也就确定了调谐参数相对于第 １ 阶固有频率

所占的比重情况．
表 １　 前 ４ 阶固有频率随流速变化

Ｔａｂｌｅ １　 Ｖａｒｉａｔｉｏｎ ｏｆ ｎａｔｕｒａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｆｉｒｓｔ ４ ｍｏｄｅｓ ｗｉｔｈ ｓｔｅａｄｙ ｆｌｏｗ ｖｅｌｏｃｉｔｙ ｕ

ｕ ω１ ω２ ω３ ω４ ω２ － ２ω１ （ω２ － ２ω１） ／ ω１

４．８２０ １７．６８６ ９ ３５．４７９ ５ ８４．６０１ ０ １５６．９９７ ０．１０５ ７ ０．５９７ ６％

４．８２５ １７．７０６ ４ ３５．４８４ ２ ８４．６０２ ９ １５７．００６ ０．０７１ ４ ０．４０３ ２％

４．８３０ １７．７２６ ０ ３５．４８８ ８ ８４．６０４ ７ １５７．０１４ ０．０３６ ８ ０．２０７ ６％

４．８３５ ３６ １７．７４６ ９ ３５．４９３ ８ ８４．６０６ ７ １５７．０２３ ０ ０

４．８４０ １７．７６５ ０ ３５．４９８ １ ８４．６０８ ４ １５７．０３１ －０．０３１ ９ －０．１７９ ６％

４．８４５ １７．７８４ ５ ３５．５０２ ８ ８４．６１０ ２ １５７．０３９ －０．０６６ ２ －０．３７２ ２％

４．８５０ １７．８０３ ９ ３５．５０７ ５ ８４．６１２ １ １５７．０４８ －０．１００ ３ －０．５６３ ３％

（ａ） 一阶固有频率 （ｂ） 二阶固有频率

（ａ） Ｔｈｅ １ｓｔ⁃ｏｒｄｅｒ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ （ｂ） Ｔｈｅ ２ｎｄ⁃ｏｒｄｅｒ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ
图 ２　 比较 ２ 阶与 ４ 阶 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 截断的固有频率

Ｆｉｇ．２　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ２⁃ｔｅｒｍ Ｇａｌｅｒｋｉｎ ａｎｄ ４⁃ｔｅｒｍ Ｇａｌｅｒｋｉｎ ｔｒｕｎｃａｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄｓ

　 　 研究表明［１８］，Ｇａｌｅｒｋｉｎ 截断方法可以通过更多的截断阶数，使离散系统能更好地近似一个

连续系统．图 ２ 对比了 ２ 阶与 ４ 阶 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 截断的前两阶固有频率，对比结果发现计算的一阶

固有频率与截断的阶数关系不明显，频率几乎一致．然而，２ 阶固有频率的结果显示，４ 阶截断

的固有频率要比 ２ 阶截断的固有频率明显偏小，表明随着 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 截断阶数的增加，可以获得

更为精确的固有频率．
为了研究超临界输液管的振动，考虑内共振条件下，系统受到主共振时前两阶模态响应的

情况，分别引入两个调谐参数， σ１ 表示内共振调谐参数，σ２ 表示一阶主共振的调谐参数，因
此，可以描述发生各种共振时的接近程度

　 　 ω２ ＝ ２ω１ ＋ εσ１， ω ＝ ω１ ＋ εσ２ ． （８）
通过 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 数值方法对方程（７）进行数值求解，获得不同流速下的稳态响应后，再利用
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式（６）对管道横截面不同位置坐标 （ξ ＝ １ ／ ２，１ ／ ３，１ ／ ４） 分别进行计算，可以系统地得到输液管

在内共振前后的幅频响应特性．图 ３ 显示了当流速 ｕ ＝ ４．８２０ 时，系统呈现明显的软特性即响应

曲线向左弯曲；图 ４ 显示了当流速 ｕ ＝ ４．８３５ ３６ 时，系统呈现双跳跃现象，这一现象仅发生在流

速完全接近 ２ ∶ １ 内共振附近；图 ５ 显示了当流速 ｕ ＝ ４．８５０ 时，这时流速已经远离内共振点，系
统呈现向右弯曲的硬特性．观察图 ３，４，５，发现管道在中点（ξ ＝ １ ／ ２） 的横截面位置时，系统的

振幅响应最小．

图 ３　 软特性 （ｕ ＝ ４．８２０， σ１ ＝ １０．５７）

Ｆｉｇ．３　 Ｔｈｅ ｓｏｆｔｅｎｉｎｇ ｔｙｐｅ ｆｏｒ ｕ ＝ ４．８２０ ａｎｄ σ１ ＝ １０．５７

图 ４　 双跳跃 （ｕ ＝ ４．８３５ ３６， σ１ ＝ ０） 图 ５　 硬特性 （ｕ ＝ ４．８５０， σ１ ＝ － １０．０２）

Ｆｉｇ．４　 Ｔｈｅ ｄｏｕｂｌｅ ｊｕｍｐｓ ｆｏｒ ｕ ＝ ４．８３５ ３６ ａｎｄ σ１ ＝ ０ Ｆｉｇ．５　 Ｔｈｅ ｈａｒｄｅｎｉｎｇ ｔｙｐｅ ｆｏｒ ｕ ＝ ４．８５０ ａｎｄ σ１ ＝ － １０．０２

３　 结　 　 论

利用 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 截断的技巧，通过数值计算处理了超临界简单支承的受迫输液管系统，并求

解固有频率，发现存在内共振情况．数值结果表明，在远低于内共振流速时，系统的响应曲线存

在软特性；在完全调谐的内共振附近时，响应出现了双跳跃现象；在远高于内共振流速时，系统

的响应呈现硬特性．通过对数值计算结果的比较，发现管中点受到的响应振幅值最小，数值结

果验证了高阶截断的理论，说明了超临界系统的复杂性．
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