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摘要：　 基于模拟方程法，提出了一种求解随机分数阶微分方程初值问题的数值方法．考虑含两个

分数阶导数项的微分方程，引入两个线性的、非耦合的随机模拟方程，利用它们解构原方程，借助

Ｌａｐｌａｃｅ 变换及逆变换，得到方程解的积分表达式，同时建立起两个模拟方程之间的联系，结合初始

状态，得到求解随机微分方程初值问题的数值迭代算法．作为特例，对于含两个分数阶导数项线性

常微分方程的初值问题，给出了基于模拟方程法的数值解法的显式结果．该方法是稳定的，它的误

差仅存在于积分近似时的截断误差和计算软件的舍入误差．应用实例说明了数值方法在确定和随

机情形的有效性和准确性．
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引　 　 言

随着分数阶微积分理论的发展［１⁃５］，分数阶微分方程渐渐成为复杂力学与物理过程数学建

模的重要工具之一．Ｂａｇｌｅｙ 等［６⁃８］研究发现，分数阶微积分可以作为粘弹性材料本构关系的理

想模型．Ｋｏｅｌｌｅｒ 等［９⁃１０］讨论了分数阶微积分在粘弹性力学中的应用．近年来，Ｘｕ 等［１１⁃１３］ 分析了

分数阶系统的混沌、同步和控制．目前，在分数阶微分方程求解方面少有系统性的结果，往往只

有适用于一些特殊方程的特定求解方法，带有一定局限性，如 Ｌａｐｌａｃｅ 变换法［７⁃９］、Ｆｏｕｒｉｅｒ 变换

法［１４］、特征向量展开法［１５］和平均方法［１６⁃１７］等．
分数阶微分方程的数值求解已有了一些结果．Ｄｉｅｔｈｅｌｍ 和 Ｗａｌｚ［１８］提出外推方法来提高数

值方法的精度．随后，Ｄｉｅｔｈｌｅｍ 等［１９］ 提出了 Ａｄａｍｓ 方法、预估⁃校正方法，并给出了方法的程序

实现和误差分析．Ｆｏｒｄ 和 Ｓｉｍｐｓｏｎ［２０］针对非线性分数阶微分方程，分析了固定存储原则，提出

了嵌套网络方案，给出了数值方法的变步长实现，以合理的计算花费获得了更好的逼近解．
Ｃｕｅｓｔａ 等［２１］获得了 Ｂａｎａｃｈ 空间中求解分数阶积分微分方程的 ｔｒａｐｅｚｏｉｄａｌ 公式．现有的数值算
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法中一些难题仍未得到彻底解决，如长时间历程及大空间域的计算等，尚未形成成熟的数值计

算软件．所以，发展新的数值算法，特别是在保证计算可靠性和精度的前提下，提高计算效率，
解决分数阶微分方程数值算法计算量和存储量过大的问题，成为了数值方法研究的主要任务．

模拟方程法（ａｎａｌｏｇ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄ），是 Ｋａｔｓｉｋａｄｅｌｉｓ 等［２２⁃２４］ 基于边界元法（ｂｏｕｎｄａｒｙ ｅｌｅ⁃
ｍｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄ，主要用于求解扩散波动方程的边值问题）提出的，用于对非线性常微分及偏微分

方程进行数值模拟．模拟方程法利用一组等价的、非耦合的模拟方程的求解来得到原微分方程

的数值解．
本文旨在建立一种随机分数阶微分方程初值问题的数值求解方法．考虑含两个分数阶导

数项的微分方程，基于模拟方程法理论，引入两个随机模拟方程．利用 Ｌａｐｌａｃｅ 变换及其逆变

换，得到未知函数的积分表达式，并建立两个模拟方程的联系．结合微分方程的初始条件，导出

未知函数的初始状态，得到求解微分方程组初值问题的数值算法．作为特例，给出含两个分数

阶导数项的线性常微分方程基于模拟方程法的数值方法．以算例说明该数值算法的有效性和

准确性．

１　 算 法 分 析

不失一般性，考虑含两个分数阶导数项的随机微分方程：
　 　 ｇ（Ｄα１ｘ（ ｔ）， Ｄα２ｘ（ ｔ）， ｘ（ ｔ）） ＝ ｆ（ ｔ）， （１）

其中， ｇ 是一个是线性或非线性的函数； ｆ（ ｔ） 是方程的输入， 作为对 Ｋａｔｓｉｋａｄｅｌｉｓ［２４］ 工作的推

广，它可以是确定性函数或平稳随机过程； 阶数满足 ０ ＜ α２ ＜ α１ ≤ ２， 初始条件为

　 　 ｘ（０） ＝ ｘ０，　 　 ０ ＜ α１ ≤ １， （２ａ）
　 　 ｘ（０） ＝ ｘ０， ｘ（０） ＝ ｘ０， １ ＜ α１ ≤ ２． （２ｂ）

利用模拟方程法的思想［２３⁃２４］，构造模拟方程

　 　 Ｄα１ｘ（ ｔ） ＝ ｆ１（ ｔ）， （３）
　 　 Ｄα２ｘ（ ｔ） ＝ ｆ２（ ｔ）， （４）

ｆ１（ ｔ） 和 ｆ２（ ｔ） 是未知函数，在随机情形，它们都是随机过程．需要说明的是，模拟方程的阶数可

以与原方程中分数阶导数的阶数一致，也可以是不同于 α１ 和 α２ 的实数．这里对任意 α ∈ Ｒ，引
入符号 ｃα ＝ ｃｅｉｌｉｎｇ（α） 表示大于或等于 α 的最小整数，只要阶数满足 ０ ＜ β１ ≤ ｃα１，０ ＜ β２ ≤
ｃα２，且此时的分数阶导数 Ｄβ１ｘ（ ｔ） 和 Ｄβ２ｘ（ ｔ） 存在并连续，模拟方程可以选择为

　 　 Ｄβ１ｘ（ ｔ） ＝ ｆ１（ ｔ）， （５）
　 　 Ｄβ２ｘ（ ｔ） ＝ ｆ２（ ｔ） ． （６）
本文中，分数阶导数采用 Ｃａｐｕｔｏ 形式，这样可以充分地保留分数阶微分方程各初始条件

的物理意义．分数阶导数的 Ｃａｐｕｔｏ 定义式为

　 　 Ｃ
ａＤα

ｔ ｘ（ ｔ） ＝ １
Γ（ｍ － α） ∫

ｔ

ａ
（ ｔ － τ）ｍ－α－１ｘｍ（τ）ｄτ，　 　 ｍ － １ ≤ α ＜ ｍ， （７）

其中 Γ（·）为 Ｇａｍｍａ 函数， ｍ是整数，ａ和 ｔ分别是微分算子的左右极限，称为 “端点” ．取左端

点 ａ ＝ ０，考虑 ｍ ＝ ２ 的情形，引入频域中变量 ｓ， 对方程（３）、（４）进行 Ｌａｐｌａｃｅ 变换，得到

　 　 Ｘ（ ｓ） ＝ １
ｓ
ｘ０ ＋ （ｃα１ － １） １

ｓ２
ｘ０ ＋ １

ｓα１
Ｆ１（ ｓ）， （８）
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　 　 Ｘ（ ｓ） ＝ １
ｓ
ｘ０ ＋ （ｃα２ － １） １

ｓ２
ｘ０ ＋ １

ｓα２
Ｆ２（ ｓ）， （９）

其中， Ｘ（ ｓ）， Ｆ１（ ｓ） 和 Ｆ２（ ｓ） 分别为 ｘ（ ｔ）， ｆ１（ ｔ） 和 ｆ２（ ｔ） 的 Ｌａｐｌａｃｅ 变换， 联立式（８）和式（９），
得到

　 　 Ｆ２（ ｓ） ＝ （ｃα１ － ｃα２）
１

ｓ２－α２
ｘ０ ＋ １

ｓα１－α２
Ｆ１（ ｓ） ． （１０）

对式（８）和式（１０）分别进行逆 Ｌａｐｌａｃｅ 变换，有

　 　 ｘ（ ｔ） ＝ ｘ０ ＋ （ｃα１ － １）ｘ０ ｔ ＋
１

Γ（α１）
∫ｔ

０
ｆ１（τ）（ ｔ － τ） α１－１ｄτ， （１１）

　 　 ｆ２（ ｔ） ＝ （ｃα１ － ｃα２）
ｔ１－α２

Γ（２ － α２）
ｘ０ ＋ １

Γ（α１ － α２）
∫ｔ

０
ｆ１（τ）（ ｔ － τ） α１－α２－１ｄτ ． （１２）

式（１１）建立了起微分方程的解与模拟方程中未知函数的联系，式（１２）给出了两个未知函数的

关系．
所考虑的时间区间为 ［０，Ｔ］，将它等分为 Ｎ 个长度为 ｈ ＝ Ｔ ／ Ｎ 的时间间隔，每一个小的时

间历程内， ｆ１（ ｔ） 和 ｆ２（ ｔ） 被认为是常值函数，取值为其在时间区间左右端点函数值的均值．记

ｆ１（ ｔ） 在区间［（ｋ － １）ｈ，ｋｈ］，ｋ ＝ １，２，…，ｎ，ｎ ＝ １，２，…，Ｎ 上的均值为 ｆ
　 －

１，ｋ，在时刻 ｔｎ ＝ ｎｈ，ｎ ＝
１，２，…，Ｎ，函数 ｘ（ ｔ）， ｆ１（ ｔ） 和 ｆ２（ ｔ） 的取值分别记为 ｘｎ， ｆ１，ｎ（ ｔ） 和 ｆ２，ｎ（ ｔ）， 利用积分的定义，式
（１１）可以写为

　 　 ｘｎ ＝ ｘ０ ＋ （ｃα１ － １）ｎｈｘ０ ＋

　 　 　 　 ｂ∑
ｎ－１

ｒ ＝ １
（（ｎ ＋ １ － ｒ） α１ － （ｎ － ｒ） α１） ｆ

　 －
１，ｒ ＋

ｂ
２
（ ｆ１，ｎ－１ ＋ ｆ１，ｎ）， （１３）

其中的常数 ｂ ＝ ｈα１ ／ （α１Γ（α１）），且 ｆ
　 －

１，ｒ ＝ （ ｆ１，ｒ－１ ＋ ｆ１，ｒ） ／ ２．将式（１３）改写为

　 　 － ｂ
２

ｆ１，ｎ ＋ ｘｎ ＝

　 　 　 　 ｘ０ ＋ （ｃα１ － １）ｎｈｘ０ ＋ ｂ∑
ｎ－１

ｒ ＝ １
（（ｎ ＋ １ － ｒ） α１ － （ｎ － ｒ） α１） ｆ

　 －
１，ｒ ＋

ｂ
２

ｆ１，ｎ－１ ． （１４）

用同样的方法处理式（１２）得到

　 　 － ｅ
２

ｆ１，ｎ ＋ ｆ２，ｎ ＝ （ｃα１ － ｃα２）ｎ
１－αｄｘ０ ＋

　 　 　 　 ｅ∑
ｎ－１

ｒ ＝ １
（（ｎ ＋ １ － ｒ） α１－α２ － （ｎ － ｒ） α１－α２） ｆ

　 －
１，ｒ ＋

ｅ
２

ｆ１，ｎ－１， （１５）

其中常数

　 　 ｄ ＝ ｈ１－α２

Γ（２ － α２）
， ｅ ＝ ｈα１－α２

（α１ － α２）Γ（α１ － α２）
．

此外，将式（１）在时刻 ｔｎ 写成

　 　 ｇ（ ｆ１，ｎ， ｆ２，ｎ，ｘｎ） ＝ ｆｎ， （１６）
其中 ｆｎ 为 ｆ（ ｔ） 在时刻 ｔｎ 的取值．联立式（１４）、式（１５） 及式（１６），可以得到 ｔｎ 时刻未知函数

ｘ（ ｔ）， ｆ１（ ｔ） 及 ｆ２（ ｔ） 的数值解．为了完成算法，需要 Ｄα１ｘ（ ｔ） 的初值 ｆ１，０，先对 Ｄα２ｘ（ ｔ） 的初值 ｆ２，０
分情况讨论［１，４］：
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　 　 ｆ２，０ ≈

Γ（２ － α１）
Γ（２ － α２）

ｈα１－α２ ２ － ２１－α２

２ － ２１－α１
ｆ１，０， ０ ＜ α２ ＜ α１ ≤ １，

Γ（３ － α１）
Γ（３ － α２）

ｈα１－α２ ２ － ２２－α２

２ － ２２－α１
ｆ１，０， １ ＜ α２ ＜ α１ ≤ ２，

１
Γ（２ － α２）

ｈ１－α２（２ － ２１－α２）ｘ０， ０ ＜ α２ ≤ １， １ ＜ α１ ≤ ２ ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

（１７）

将式（１７）中的 ｆ２，０ 代入式（１６） 并解方程，即可得到各种情形下的 ｆ１，０ ．
以上是模拟方程法对于一般的含两个分数阶导数项的随机微分方程的数值算法，作为特

例，考虑线性分数阶常微分方程：
　 　 ｃ１Ｄα１ｘ（ ｔ） ＋ ｃ２Ｄα２ｘ（ ｔ） ＋ ｃ３ｘ（ ｔ） ＝ ｆ（ ｔ）， （１８）

其中 ｃ１，ｃ２ 及 ｃ３ 为常系数，且 ｃ１ ≠０，阶数满足 ０ ＜ α２ ＜ α２ ≤２．微分方程的初始条件为式（２ａ）
和式（２ｂ），依然采用模拟方程（３）、（４），在时刻 ｔｎ ＝ ｎｈ， 有

　 　 ｃ１ ｆ１，ｎ ＋ ｃ２ ｆ２，ｎ ＋ ｃ３ｘｎ ＝ ｆｎ ． （１９）
按照上述的算法推导过程，要得到时刻 ｔｎ 的未知函数的数值解，只需要求解线性代数方程组：

　 　

ｆ１，ｎ
ｆ２，ｎ
ｘｎ

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

＝
ｃ１ ｃ２ ｃ３

－ ｂ ／ ２ ０ １
－ ｅ ／ ２ １ ０

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

－１

×

　 　 　 　

ｆｎ

ｘ０ ＋ （ｃα１ － １）ｎｈｘ０ ＋ ｂ∑
ｎ－１

ｒ ＝ １
（（ｎ ＋ １ － ｒ） α１ － （ｎ － ｒ） α１） ｆ

　 －
１，ｒ ＋

ｂ
２

ｆ１，ｎ－１

（ｃα１ － ｃα２）ｎ
１－α２ｄｘ０ ＋ ｅ∑

ｎ－１

ｒ ＝ １
（（ｎ ＋ １ － ｒ） α１－α２ － （ｎ － ｒ） α１－α２） ｆ

　 －
１，ｒ ＋

ｅ
２

ｆ１，ｎ－１

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

．

（２０）
相应地，此时的 ｆ１，０ 可以按照如下的规则得到

　 　 ｆ１，０ ≈

ｃ１ ＋ ｃ２
Γ（２ － α１）
Γ（２ － α２）

（２ － ２１－α２）
（２ － ２１－α１）

ｈα１－α２
æ

è
ç

ö

ø
÷

－１

（ ｆ０ － ｃ３ｘ０），

０ ＜ α２ ＜ α１ ≤ １，

ｃ１ ＋ ｃ２
Γ（３ － α１）
Γ（３ － α２）

（２ － ２２－α２）
（２ － ２２－α１）

ｈα１－α２
æ

è
ç

ö

ø
÷

－１

（ ｆ０ － ｃ３ｘ０），

１ ＜ α２ ＜ α１ ≤ ２，

Γ（２ － α２）（ ｆ０ － ｃ３ｘ０） － ｃ２ｈ１－α２（２ － ２１－α２）ｘ０

ｃ１Γ（２ － α２）
，

０ ＜ α２ ≤ １， １ ＜ α１ ≤ ２ ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

（２１）

２　 应 用 实 例

在应用领域中，很多问题都可以归纳为含分数阶导数项的系统，本文采用确定及随机的分

数阶系统作为算例，来说明所给出数值方法的有效性．
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２．１　 实例 １
考虑含 １ 个分数阶导数项的线性系统，它受到 １ 个谐和的外部激励：
　 　 ｍＸ（ ｔ） ＋ ｃＤαＸ（ ｔ） ＋ ω２

０Ｘ（ ｔ） ＝ ｓｉｎ（ ｔ）， （２２）
其中参数 ｍ ＝ １，ｃ ＝ １，ω２

０ ＝ １８；初始条件 ｘ０ ＝ ０，ｘ０ ＝ ０．为了验证所给出的数值算法，对系统（２２）
的响应，分别应用基于模拟方程法的数值算法和经典的 ＰＥＣＥ 法［１９］ 进行计算，数值模拟的时

间长度 Ｔ ＝ １０，步长 ｈ ＝ ０．００１．当阶数α取不同值时，图 １、图 ２ 给出了两种方法得到的数值解的

对比，从中可以发现，两种数值方法得到的结果一致．

（ａ） 基于模拟方程法的算法 （ｂ） ＰＥＣＥ 法

（ａ） Ｔｈｅ ＡＥＭ⁃ｂａｓｅｄ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ （ｂ） Ｔｈｅ ＰＥＣＥ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ
图 １　 α ＝ ０．７５ 时本文方法与 ＰＥＣＥ 法得到的系统（２２）的响应

Ｆｉｇ．１　 Ｒｅｓｐｏｎｓｅｓ ｏｆ ｓｙｓｔｅｍ （２２） ｏｂｔａｉｎｅｄ ｂｙ ｔｈｅ ＡＥＭ⁃ｂａｓｅｄ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ａｎｄ ｔｈｅ ＰＥＣＥ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ｆｏｒ α ＝ ０．７５

（ａ） 基于模拟方程法的算法 （ｂ） ＰＥＣＥ 法

（ａ） Ｔｈｅ ＡＥＭ⁃ｂａｓｅｄ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ （ｂ） Ｔｈｅ ＰＥＣＥ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ
图 ２　 α ＝ １．２５ 时本文方法与 ＰＥＣＥ 法得到的系统（２２）的响应

Ｆｉｇ．２　 Ｒｅｓｐｏｎｓｅｓ ｏｆ ｓｙｓｔｅｍ （２２） ｏｂｔａｉｎｅｄ ｂｙ ｔｈｅ ＡＥＭ⁃ｂａｓｅｄ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ａｎｄ ｔｈｅ ＰＥＣＥ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ｆｏｒ α ＝ １．２５

２．２　 实例 ２
考虑含分数阶导数项的随机系统

　 　 Ｘ ＋ ｃＤαＸ（ ｔ） ＋ ω２
０Ｘ（ ｔ） ＝ Ｗ（ ｔ）， （２３）

其中参数 ｃ ＝ ０．０５，ω０ ＝ ２．Ｗ（ ｔ） 代表Ｄ ＝ ０．０１ 的 Ｇａｕｓｓ（高斯）白噪声．为了验证基于模拟方程法

６９０１ 随机分数阶微分方程初值问题基于模拟方程法的数值求解



的数值算法对于随机系统（２３）响应分析的有效性，一方面利用随机平均法，得到位移响应的

稳态概率密度函数［２５］：

　 　 ｐｓｔ（Ｘ） ＝
Ｎω０

２πＤ
ｅｘｐ －

ｃω１＋α
０ ｓｉｎ（απ ／ ２）Ｘ２

２Ｄ{ } ， （２４）

其中 ｐｓｔ（Ｘ） 表示位移的稳态概率密度函数，Ｎ 是归一化常数．另一方面，利用本文的方法对系

统（２４）进行随机模拟，得到稳态概率密度的模拟结果，时间长度 Ｔ ＝ １００ ０００，步长 ｈ ＝ ０．００１．对
不同的 α， 图 ３ 给出解析结果与数值结果的对比．可以看出，解析结果与数值结果吻合很好，说
明本文给出的方法对于分数阶随机系统是有效的．

（ａ） α ＝ ０．５ （ｂ） α ＝ １．５
图 ３　 随机系统（２３）稳态响应数值解与解析解的对比

Ｆｉｇ．３　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ａｎｄ ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ｓｔａｔｉｏｎａｒｙ ｒｅｓｐｏｎｓｅｓ ｏｆ ｓｙｓｔｅｍ （２３）

３　 结　 　 论

基于模拟方程法理论，提出了一种求解随机分数阶微分方程初值问题的数值方法．以含两

个分数阶导数项的随机微分方程为对象，推广 Ｋａｔｓｉｋａｄｅｌｉｓ［２３⁃２４］ 的做法，引入了两个含有未知

函数的随机模拟方程，借助 Ｌａｐｌａｃｅ 变换及其逆变换，得到了未知函数的积分表达式，同时建

立起它们之间的联系．给出了计算未知函数初始状态的公式，并由此得到数值迭代算法．作为

特例，考虑了含两项分数阶导数的线性常微分方程，给出了其初值问题数值解法的显式迭代算

式．算例的结果表明，基于模拟方程法给出的分数阶微分方程的数值解法对确定和随机情形都

是有效而准确的．值得指出的是，所给出的数值算法是稳定的，它的误差仅存在于积分近似时

的截断误差和计算软件的舍入误差．此外，该算法可以直接推广到时变系数分数阶微分方程及

含多项分数阶导数的分数阶微分方程初值问题的数值求解中．
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