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摘要：　 药物动力学模型的解析求解公式在新药设计特别是药物动力学参数确定等方面具有非常

重要的意义．近年来，由于非线性米氏消除速率过程确定的药物动力学模型解析求解公式的获得，
使得大多数单房室模型的解析解基本确定．但是，由于刻画血管外给药的非线性米氏药物动力学模

型是一个非自治系统，进而不可能寻求其解析求解公式．该文的目的是讨论一次性血管外给药和周

期血管外给药下非线性药物动力学模型解的逼近问题．采用微分方程和脉冲微分方程的比较定理

并借助 Ｌａｍｂｅｒｔ Ｗ 函数的定义以及相关性质给出模型的不同上下界，估计模型解的逼近程度，并通

过数值模拟进行验证．
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引　 　 言

药物的主动转运，肝脏的代谢，胆汁的分泌以及肾小管的分泌都需要酶或载体参与．这些

酶或载体参与的过程不但特异性强，而且受酶或载体本身数量的限制，也就是说其转运或消除

速度有一定的限制．上述特性决定了一级消除、零级消除速率过程不能准确刻画药物在体内的

消除过程，需要采用基于酶催化反应而提出的非线性米氏消除速率过程［１⁃４］ 来刻画，即有下面

的方程：

　 　 ｄＣ（ ｔ）
ｄｔ

＝ －
ＶｍａｘＣ（ ｔ）
ＫＭ ＋ Ｃ（ ｔ）

， Ｃ（０） ＝ Ｃ０ ＝ Ｄ
Ｖ
， （１）

其中 Ｃ（ ｔ） 表示血药浓度，Ｖｍａｘ 表示最大反应速率，ＫＭ 是 Ｍｉｃｈａｅｌｉｓ⁃Ｍｅｎｔｅｎ 常数， Ｄ 是一次静脉

注射给药的药物剂量，Ｖ 是中心室表观分布容积．米氏消除速率过程在药物动力学中应用非常

广泛，尤其是在酶动力学中［５⁃６］ ．
Ｌｕｎｄｑｕｉｓｔ 和 Ｗｏｌｔｈｅｒｓ［７］在 １９５８ 年将米氏消除速率过程应用在恒定静脉注射和周期静脉

注射中，提出了模型（１）并得到了该模型如下积分形式的解析解：

　 　 １
Ｖｍａｘ

Ｄ
Ｖ

－ Ｃ（ ｔ） ＋ ＫＭ ｌｎ
Ｄ

ＶＣ（ ｔ）
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利用上述积分形式的解，作者结合试验数据进行了药物动力学模型的数据拟合和相应药物动

力学参数估计的研究．
后来，Ｂｅａｌ［８⁃９］，Ｇｏｄｆｒｅｙ 和 Ｆｉｔｃｈ［１０］系统地研究了积分方程（２）关于药物浓度 Ｃ（ ｔ） 的可解

性．进一步，Ｇｏｕｄａｒ 等［１１］，Ｓｃｈｎｅｌｌ 和 Ｍｅｎｄｏｚａ［１２］分别给出了模型具有一次静脉推注时如下的解

析求解公式：

　 　 Ｃ（ ｔ） ＝ ＫＭＷ
Ｃ０

ＫＭ
ｅｘｐ

Ｃ０ － Ｖｍａｘ（ ｔ － ｔ０）
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其中， Ｗ（） 表示 Ｌａｍｂｅｒｔ Ｗ 函数，下同．有关 Ｌａｍｂｅｒｔ Ｗ 函数定义和有关性质在第 １ 节给出．
Ｔａｎｇ 和 Ｘｉａｏ［１３］首先给出具有周期静脉推注给药方式下模型（１）的解析求解公式，同时建

立了具有治疗窗口的药物动力学模型并给出了模型的解析求解公式．特别地，文献［７］首次对

如下恒定给药下的非线性药物动力学模型的解析求解公式进行了系统研究：

　 　 ｄＣ（ ｔ）
ｄｔ

＝ ｒ －
ＶｍａｘＣ（ ｔ）
ＫＭ ＋ Ｃ（ ｔ）

， Ｃ（ ｔ ＋０ ） ＝ Ｃ０ ＝ Ｄ
Ｖ
， （４）

其中 ｒ 代表常数输入率．Ｔａｎｇ 和 Ｘｉａｏ［１３］同样借助 Ｌａｍｂｅｒｔ Ｗ 函数的定义和性质给出了其相应

的解析求解公式：
　 　 Ｃ（ ｔ） ＝

　 　 　 　

－
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其中 ｂ ＝ ｒ － Ｖｍａｘ ．
近些年，针对上述解析求解公式的数值计算和近似计算，也得到深入研究［１４⁃１５］ ．
对于血管外给药（比如口服给药），由于药物从用药部位进入血液循环要经过吸收过程．因

此，通过口服剂量为 Ｄ 的药物首先进入吸收室，在室内逐渐被吸收，同时将吸收到的药物逐渐

向中心室输送，根据这一过程可以建立相应的血管外给药的单房室模型．如果记 Ｃａ 为吸收室

药物的浓度，Ｖａ 为吸收室表观分布容积，则药物浓度在吸收室的变化规律为

　 　
ｄＣａ（ ｔ）

ｄｔ
＝ － ＫａＣａ（ ｔ）， Ｃａ（０） ＝ Ｃａ

０ ＝ Ｄ
Ｖａ

，

其中， Ｋａ 为药物在吸收室的消除速率常数．求解上述方程得到一次性血管外给药吸收室的浓

度为

　 　 Ｃａ（ ｔ） ＝ Ｃａ
０ｅ

－Ｋａｔ ．
如果假设从吸收室吸收的药物以生物利用度 Ｆ 的比率输送到中心室，因此中心室的血药

浓度 Ｃ（ ｔ） 的变化规律可以描述为
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　 　 ｄＣ（ ｔ）
ｄｔ

＝ ＦＫａＣａ（ ｔ） －
ＶｍａｘＣ（ ｔ）
ＫＭ ＋ Ｃ（ ｔ）

＝

　 　 　 　 ＦＣａ
０Ｋａｅ

－Ｋａｔ －
ＶｍａｘＣ（ ｔ）
ＫＭ ＋ Ｃ（ ｔ）

． （５）

明显地，上述方程是一个非自治的一阶微分方程，由于变量 Ｃ 和 ｔ 是不可分离的，因此无法求

出该方程的解析解．由于实际问题和药物动力学研究的需要，有必要知道上述血管外给药下药

物在体内的浓度如何变化？ 因此采用微分方程和脉冲微分方程的比较定理并借助 Ｌａｍｂｅｒｔ Ｗ
函数的定义以及相关性质给出模型（５）的不同上下界，估计模型解的逼近程度，并通过数值模

拟分析解的可行性．

１　 Ｌａｍｂｅｒｔ Ｗ 函数和特殊情形

在介绍具体的方法之前，首先给出 Ｌａｍｂｅｒｔ Ｗ 函数的定义和一些基本性质［１６］ ．
定义 １　 Ｌａｍｂｅｒｔ Ｗ 函数是函数 ｆ（ ｚ） ＝ ｚｅｚ 的反函数，且满足：
　 　 Ｗ（ ｚ）ｅｘｐ（Ｗ（ ｚ）） ＝ ｚ，

为了方便使用，本文将 Ｌａｍｂｅｒｔ Ｗ 函数记做 Ｗ ．注意函数 ｆ（ ｚ） ＝ ｚｅｚ 在 ｚ ＞ － １ 时有正导数 ｆ ′（ ｚ）
＝ （ ｚ ＋ １）ｅｚ ．在区间［ － １，∞ ） 上定义 ｆ（ ｚ） ＝ ｚｅｚ 的反函数为Ｗ（０，ｚ） ＝ Ｗ（ ｚ） ．易得当 ｚ ＞ ０ 时有

Ｗ（０，ｚ） ＞ ０，且当 ｚ ＞ － １ 时 Ｗ（０，ｚ） 为增函数．类似地，可以在区间（ － ∞， － １］ 上定义 ｚｅｚ 的

反函数为 Ｗ（ － １，ｚ） ．通过计算容易得到其导数满足如下关系式：

　 　 Ｗ′（ ｚ） ＝ Ｗ（ ｚ）
ｚ（１ ＋ Ｗ（ ｚ））

．

为了研究模型的解的性质，首先考虑以下特殊情形．
情形 １　 米氏常数远远大于血药浓度时的情形，即 ＫＭ ≫ Ｃ ．
假设 ＫＭ ≫ Ｃ， 则方程（５）可以简化成

　 　 ｄＣ（ ｔ）
ｄｔ

＝ ＦＣａ
０Ｋａｅ

－Ｋａｔ －
Ｖｍａｘ

ＫＭ
Ｃ（ ｔ） ． （６）

上述方程是一个简单的一阶线性非齐次方程，求解得到血药浓度 Ｃ（ ｔ） 满足：

　 　 Ｃ（ ｔ） ＝
－

ＦＣａ
０ＫａＫＭ

ＫａＫＭ － Ｖｍａｘ
ｅ －Ｖｍａｘｔ ／ ＫＭ － ｅ －Ｋａｔ( ) ， Ｋａ ≠

Ｖｍａｘ

ＫＭ
，

ＦＣａ
０Ｋａ ｔｅ

－Ｋａｔ， Ｋａ ＝
Ｖｍａｘ

ＫＭ
．
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î

í

ï
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ï
ïï

由此可见，当 ＫＭ ≫ Ｃ 时方程（５）刻画了血管外给药时体内药物浓度与时间的关系，即药物浓

度在时刻

　 　 ｔｍａｘ ＝ －
ＫＭ

ＫａＫＭ － Ｖｍａｘ
ｌｎ

Ｖｍａｘ

ＫａＫＭ
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ç
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ø
÷

时达到峰值，血药浓度在时间区间 （０，ｔｍａｘ） 内由小变大，然后从 ｔｍａｘ 开始逐渐变小，其数值结果

如图 １ 所示．
情形 ２　 米氏常数远远小于血药浓度时，即有 ＫＭ ≪ Ｃ ．
假设 ＫＭ ≪ Ｃ， 则方程（５）可以简化成

　 　 ｄＣ（ ｔ）
ｄｔ

＝ － Ｖｍａｘ ＋ ＦＣａ
０Ｋａｅ

－Ｋａｔ ．
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求解上述微分方程得到血药浓度 Ｃ（ ｔ） 为

　 　 Ｃ（ ｔ） ＝ Ｃ０ － Ｖｍａｘ ｔ － ＦＣａ
０ｅ

－Ｋａｔ ．
容易看出，若 Ｖｍａｘ ≥ ＦＣａ

０Ｋａ，此时 Ｃ′（ ｔ） ≤ ０， 即在此时血药浓度始终是降低的．

Ｃａ
０ ＝ １５ ｍｇ ／ ｍＬ， Ｖｍａｘ ＝ １ ｍｇ ／ （ｈ·ｍＬ）， ＫＭ ＝ １０ ｍｇ ／ ｍＬ， Ｋａ ＝ ０．４ ｍｇ ／ （ｈ·ｍＬ）， Ｆ ＝ ０．８

图 １　 当 ＫＭ ≫ Ｃ 时方程（５）刻画的血药浓度与时间的关系

Ｆｉｇ．１　 Ｐｌａｓｍａ ｃｏｎｃｅｎｔｒａｔｉｏｎ ｖｓ． ｔｉｍｅ ａｃｃｏｒｄｉｎｇ ｔｏ ｍｏｄｅｌ（５） ｗｈｅｎ ＫＭ ≫ Ｃ

Ｃａ
０ ＝ ２ ｍｇ ／ ｍＬ， Ｖｍａｘ ＝ １ ｍｇ ／ （ｈ·ｍＬ）， ＫＭ ＝ １．２ ｍｇ ／ ｍＬ， Ｋａ ＝ ０．１ ｍｇ ／ （ｈ·ｍＬ）， Ｆ ＝ １

图 ２　 模型（５）血药浓度的一个粗略上下界

Ｆｉｇ．２　 Ａ ｒｏｕｇｈ ｕｐｐｅｒ ａｎｄ ｌｏｗｅｒ ｂｏｕｎｄｓ ｏｆ ｍｏｄｅｌ（５）

情形 ３　 方程（５）刻画的血药浓度的一个粗略上下界．
情形 １ 和情形 ２ 在两种非常特殊的情况下得到了模型（５）的解析求解公式．正如引言中所

强调的那样，一般形式的模型（５）已经不可能得到其解析公式了．因此，笔者希望借助引言中讨

论的两类可求解非线性米氏消除速率过程刻画的药物动力学模型，即模型（１）和（４），通过微

分方程的比较定理得到模型（５）解的一个粗略下界和上界．
为此记 Ｃ１（ ｔ） 和 Ｃ２（ ｔ） 分别表示下述两个模型
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ｄＣ１（ ｔ）

ｄｔ
＝ －

ＶｍａｘＣ１（ ｔ）
ＫＭ ＋ Ｃ１（ ｔ）

，
ｄＣ２（ ｔ）

ｄｔ
＝ ＦＣａ

０Ｋａ －
ＶｍａｘＣ２（ ｔ）
ＫＭ ＋ Ｃ２（ ｔ）

的解，其解析求解公式引言中已经给出．由于

　 　 －
ＶｍａｘＣ１（ ｔ）
ＫＭ ＋ Ｃ１（ ｔ）

＜ ＦＣａ
０Ｋａｅ

－Ｋａｔ －
ＶｍａｘＣ（ ｔ）
ＫＭ ＋ Ｃ（ ｔ）

≤ ＦＣａ
０Ｋａ －

ＶｍａｘＣ２（ ｔ）
ＫＭ ＋ Ｃ２（ ｔ）

．

根据微分方程的比较定理，模型（５）的解 Ｃ（ ｔ） 满足关系Ｃ１（ ｔ） ＜ Ｃ（ ｔ） ≤Ｃ２（ ｔ），这样就得到了

模型（５）解的一个粗略下界和上界，如图 ２ 所示．
由于在寻找模型（５）解的一个上下界时放缩幅度过大，得到了如图 ２ 所示的精确解与上

下界相距甚远．这样不能用这两个上下界确定或判别模型（５）解的一些行为特点．为此，在下面

将采用更加技巧性的方法确定模型（５）的一个非常精确的上下界．

２　 一次性血管外给药下模型（５）解的精确上下界

为了寻求模型（５）的一个非常精确的上下界，采用如下的分析办法：在每一个整数区间

［ｎ，ｎ ＋ １］（ｎ ＝ ０， １， ２， …） 上考虑模型（５），寻找该模型在区间［ｎ，ｎ ＋ １］ 上的一个上下界，
然后推广到整个区间上，实现寻求模型（５）解的一个精确上下界的目标．

在区间 ［ｎ， ｎ ＋ １］ 上首先考虑如下微分方程：

　 　
ｄＣ１（ ｔ）

ｄｔ
＝ ＦＣａ

０Ｋａｅ
－Ｋａ［ ｔ］ －

ＶｍａｘＣ１（ ｔ）
ＫＭ ＋ Ｃ１（ ｔ）

，　 　 ｔ ∈ ［ｎ， ｎ ＋ １］， （７）

其中 ［ ｔ］ 表示取整， 即在区间［ｎ， ｎ ＋ １］ 上［ ｔ］ ＝ ｎ 或［ ｔ］ ＝ ｎ ＋ １．为此先考虑［ ｔ］ ＝ ｎ 时的情

形， 即在区间［ｎ，ｎ ＋ １］ 上先考虑如下的微分方程：

　 　
ｄＣ１（ ｔ）

ｄｔ
＝ ＦＣａ

０Ｋａｅ
－Ｋａｎ －

ＶｍａｘＣ１（ ｔ）
ＫＭ ＋ Ｃ１（ ｔ）

，　 　 ｔ ∈ ［ｎ， ｎ ＋ １） ． （８）

将上述方程重新整理得

　 　
ｄＣ１（ ｔ）

ｄｔ
＝
ｕｎ ＋ ｇｎＣ１（ ｔ）
ＫＭ ＋ Ｃ１（ ｔ）

，　 　 ｔ ∈ ［ｎ， ｎ ＋ １）， （９）

其中 ｕｎ ＝ ＦＣａ
０ＫａＫＭｅ

－Ｋａｎ， ｇｎ ＝ ＦＣａ
０Ｋａｅ

－Ｋａｎ － Ｖｍａｘ ．
下面根据 ｇｎ 的符号考虑几种不同情形．首先考虑 ｇｎ ＝ ０ 的情形，此时关于 ｎ 求解 ｇｎ ＝ ０ 得

到一个根，记做 Ｎ１， 且

　 　 Ｎ１ ＝ １
Ｋａ

ｌｎ
ＦＣａ

０Ｋａ

Ｖｍａｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ． （１０）

因此，如果

　 　 ＦＣａ
０Ｋａ ＞ Ｖｍａｘ， （１１）

则 Ｎ１ 是正的．当 ｇｎ ＝ ０ 时容易得到方程（９） 在区间［ｎ，ｎ ＋ １） 上的解为

　 　 Ｃ１（ ｔ） ＝ － ＫＭ ＋ （Ｃ１（ｎ） ＋ ＫＭ） ２ ＋ ２ｕｎ·（ ｔ － ｎ） ．
若 ｇｎ ≠ ０ 时，模型（９） 在区间［ｎ，ｎ ＋ １） 上的解可以转化为下述等价形式：

　 　 １ ＋
ＫＭｇｎ － ｕｎ

ｕｎ ＋ ｇｎＣ１（ ｔ）
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄＣ１（ ｔ） ＝ ｇｎｄｔ ．

将上述方程右端从 ｎ 到 ｔ 开始积分得

　 　 ∫Ｃ１（ ｔ）

Ｃ１（ｎ）
１ ＋

ＫＭｇｎ － ｕｎ

ｕｎ ＋ ｇｎＣ１（ ｔ）
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ｄＣ１（ ｔ） ＝ ｇｎ∫ｔ

ｎ
ｄｔ，
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则

　 　 Ｃ１（ ｔ） － Ｃ１（ｎ） ＋ ｌｎ ｌｎ
ｕｎ ＋ ｇｎＣ１（ ｔ）
ｕｎ ＋ ｇｎＣ１（ｎ）

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ｇｎ·（ ｔ － ｎ），

其中 ｌｎ ＝ ＫＭ － ｕｎ ／ ｇｎ ．将 ｕｎ，ｇｎ 分别代入 ｌｎ 中，可得 ｌｎ ＝ － （ＶｍａｘＫＭ） ／ ｇｎ ．由此可见 ｌｎ 的符号完全

由 ｇｎ 的符号决定．
上式进一步变形可得

　 　
Ｃ１（ ｔ） ＋ ｕｎ ／ ｇｎ

ｌｎ
ｅｘｐ

Ｃ１（ ｔ） ＋ ｕｎ ／ ｇｎ

ｌｎ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

　 　 　 　
Ｃ１（ｎ） ＋ ｕｎ ／ ｇｎ

ｌｎ
ｅｘｐ

Ｃ１（ｎ） ＋ ｕｎ ／ ｇｎ ＋ ｇｎ·（ ｔ － ｎ）
ｌｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ． （１２）

令　 　 　 ｚ１（ ｔ） ＝
Ｃ１（ｎ） ＋ ｕｎ ／ ｇｎ

ｌｎ
ｅｘｐ

Ｃ１（ｎ） ＋ ｕｎ ／ ｇｎ ＋ ｇｎ·（ ｔ － ｎ）
ｌｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

本文分 ｇｎ ＞ ０ 和 ｇｎ ＜ ０ 考虑下面两种情形：
 假设条件（１１）成立．若 ｇｎ ＞ ０，此时 ｌｎ ＜ ０，即 ｎ ＜ Ｎ１ ．由于

　 　
ｄｚ１（ ｔ）

ｄｔ
＝
ｇｎ［Ｃ１（ｎ） ＋ ｕｎ ／ ｇｎ］

ｌ２（ｎ）
ｅｘｐ

Ｃ１（ｎ） ＋ ｕｎ ／ ｇｎ ＋ ｇｎ·（ ｔ － ｎ）
ｌｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

此时 ｚ′１（ ｔ） ＞ ０， 从而

　 　 ｚ１（ ｔ） ≥
Ｃ１（ｎ） ＋ ｕｎ ／ ｇｎ

ｌｎ
ｅｘｐ

Ｃ１（ｎ） ＋ ｕｎ ／ ｇｎ

ｌｎ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ．

已知对于函数 ｆ（ｘ） ＝ ｘｅｘ 总有 ｘｅｘ ≥－ ｅ －１ ．因此，当 ｔ≥ ｎ 时，ｚ１（ ｔ） ≥－ ｅ －１，故 ｚ１（ ｔ） ∈ ［ － ｅ －１，
０） ．此时

　 　 Ｗ（ｋ，ｚ１（ ｔ）） ＝
Ｃ１（ ｔ） ＋ ｕｎ ／ ｇｎ

ｌｎ
＜ ０，

其中 ｋ ＝ ０， － １．由于

　 　 Ｗ（ｋ，ｚ１（ ｔ）） ＋ １ ＝
Ｃ１（ ｔ） ＋ ＫＭ

ｌｎ
＜ ０，

即 Ｗ（ｋ，ｚ１（ ｔ）） ＜ － １．因此，方程（１２）的解可以由 Ｌａｍｂｅｒｔ Ｗ 函数的下支确定．故当 ｎ ＞ Ｎ１ 时，
模型（９）的解析解为

　 　 Ｃ１（ ｔ） ＝ －
ｕｎ

ｇｎ

＋ ｌｎＷ － １，
Ｃ１（ｎ） ＋ ｕｎ ／ ｇｎ

ｌｎ
ｅｘｐ

Ｃ１（ｎ） ＋ ｕｎ ／ ｇｎ ＋ ｇｎ·（ ｔ － ｎ）
ｌｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ ． （１３）

当 ｔ → ｎ ＋ １ 时，

　 　 Ｆ（Ｃｎ） ≐ Ｃｎ＋１ ＝ －
ｕｎ

ｇｎ

＋ ｌｎＷ（ － １，ｚｎ），

其中

　 　 ｚｎ ＝
Ｃｎ ＋ ｕｎ ／ ｇｎ

ｌｎ
ｅｘｐ

Ｃｎ ＋ ｕｎ ／ ｇｎ ＋ ｇｎ

ｌｎ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ．

通过上面的讨论可知 Ｗ（ － １，ｚｎ） ＜ － １， 故有

　 　 Ｆ′（Ｃｎ） ＝
Ｗ（ － １，ｚｎ）

１ ＋ Ｗ（ － １，ｚｎ）
Ｃｎ ＋ ＫＭ

Ｃｎ ＋ ｕｎ ／ ｇｎ
＞ ０．
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则

　 　 ΔＣｎ ＝ Ｗ（ － １，ｚｎ）（Ｃｎ ＋ ＫＭ） － （１ ＋ Ｗ（ － １，ｚｎ）） Ｃｎ ＋
ｕｎ

ｇｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

　 　 　 　 ｌｎＷ（ － １，ｚｎ） － Ｃｎ －
ｕｎ

ｇｎ
，

即

　 　 Ｃｎ＋１ ＝ ｌｎＷ（ － １，ｚｎ） －
ｕｎ

ｇｎ
． （１４）

由于

　 　 ｚｎ ＞
Ｃｎ ＋ ｕｎ ／ ｇｎ

ｌｎ
ｅｘｐ

Ｃｎ ＋ ｕｎ ／ ｇｎ

ｌｎ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ∈ ［ － ｅ －１，０）

和

　 　 ｄＷ（ － １，ｚ）
ｄｚ

＝ Ｗ（ － １，ｚ）
ｚ（１ ＋ Ｗ（ － １，ｚ））

＜ ０，

从而

　 　 ｌｎＷ（ － １，ｚｎ） － Ｃｎ －
ｕｎ

ｇｎ
＞ ｌｎ

Ｃｎ ＋ ｕｎ ／ ｇｎ

ｌｎ
æ

è
ç

ö

ø
÷ － Ｃｎ －

ｕｎ

ｇｎ

＝ ０，

即 ΔＣｎ ＞ ０．因此，根据 ０ ＜ Ｆ′（Ｃｎ） ＜ １ 和 ΔＣｎ ＝ Ｃｎ＋１ － Ｃｎ， 故始终有 Ｃｎ＋１ ＞ Ｃｎ ．
 假设条件（１１）成立．若 ｇｎ ＜ ０，即 ｎ ＞ Ｎ１， 则有 ｌｎ ＞ ０．此时 ｚ１（ ｔ） 的符号依赖于 Ｃ１（ｎ）

和 Ｃ∗
ｎ ＝ － ｕｎ ／ ｇｎ 的关系．为此分情况考虑．
 当 Ｃ１（ｎ） ＜ － ｕｎ ／ ｇｎ，此时 ｚ′１（ ｔ） ＞ ０，从而可以得到 ｚ１（ ｔ） ∈ ［ － ｅ －１，０） ．由于方程（１２）

的右端小于 ０，从而左端也是小于 ０ 的，则（Ｃ１（ ｔ） ＋ ｕｎ ／ ｇｎ） ／ ｌｎ ＜ ０，即 Ｗ（ｋ，ｚ１（ ｔ）） ＜ ０．可知

　 Ｗ（ｋ，ｚ１（ ｔ）） ＋ １ ＝
Ｃ１（ ｔ） ＋ ＫＭ

ｌｎ
＞ ０，

从而 Ｗ（ｋ，ｚ１（ ｔ）） ＞ － １．因为

　 　
ｄＷ（ｋ，ｚ１（ ｔ））

ｄｔ
＝

Ｗ（ｋ，ｚ１（ ｔ））
ｚ１（ ｔ）［１ ＋ Ｗ（ｋ，ｚ１（ ｔ））］

ｄｚ１（ ｔ）
ｄｔ

＝
ｇｎ

ｌｎ

Ｗ（ｋ，ｚ１（ ｔ））
１ ＋ Ｗ（ｋ，ｚ１（ ｔ））

＞ ０，

根据 Ｃ１（ｎ） ＜ － ｕｎ ／ ｇｎ 和方程（９） 解的唯一性，可知式（１２） 左边的 Ｃ１（ ｔ） 是单调递增的而且趋

向于 Ｃ∗ ．因此，有

　 　
Ｃ１（ ｔ） ＋ ｕｎ ／ ｇｎ

ｌｎ
ｅｘｐ

Ｃ１（ ｔ） ＋ ｕｎ ／ ｇｎ

ｌｎ
æ

è
ç

ö

ø
÷

趋向于 ０，并且方程（１２）的解可以由 Ｌａｍｂｅｒｔ Ｗ 函数的实上支确定．
当 ｔ → ｎ ＋ １ 时

　 　 Ｆ′（Ｃｎ） ＝
Ｗ（０，ｚｎ）

１ ＋ Ｗ（０，ｚｎ）
Ｃｎ ＋ ＫＭ

Ｃｎ ＋ ｕｎ ／ ｇｎ
＞ ０．

由上述已知 Ｗ（０，ｚｎ） ∈ （ － １，０）， 由于

　 　 ｚｎ ＝
Ｃｎ ＋ ｕｎ ／ ｇｎ

ｌｎ
ｅｘｐ

Ｃｎ ＋ ｕｎ ／ ｇｎ ＋ ｇｎ

ｌｎ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＞

Ｃｎ ＋ ｕｎ ／ ｇｎ

ｌｎ
ｅｘｐ

Ｃｎ ＋ ｕｎ ／ ｇｎ

ｌｎ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ∈ ［ － ｅ －１，０）

和
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　 　 ｄＷ（０，ｚ）
ｄｚ

＝ Ｗ（０，ｚ）
ｚ（１ ＋ Ｗ（０，ｚ））

＞ ０，

从而有

　 　 ΔＣｎ ＝ ｌｎＷ（０，ｚｎ） － Ｃｎ －
ｕｎ

ｇｎ
＞ ｌｎ

Ｃｎ ＋ ｕｎ ／ ｇｎ

ｌｎ
æ

è
ç

ö

ø
÷ － Ｃｎ －

ｕｎ

ｇｎ

＝ ０，

即 ΔＣｎ ＞ ０．因此，根据 ０ ＜ Ｆ′（Ｃｎ） ＜ １ 和 ΔＣｎ ＝ Ｃｎ＋１ － Ｃｎ，故始终有 Ｃｎ＋１ ＞ Ｃｎ ．
 当 Ｃ１（ｎ） ＞ － ｕｎ ／ ｇｎ， 此时 ｚ１（ ｔ） ＞ ０．由于方程（１２） 的右端是大于 ０ 的，左端同理也是

大于 ０ 的，从而可知（Ｃ１（ ｔ） ＋ ｕｎ ／ ｇｎ） ／ ｌｎ ＞ ０，即 Ｗ（ｋ，ｚ１（ ｔ）） ＞ ０．因为

　 　
ｄＷ（ｋ，ｚ１（ ｔ））

ｄｔ
＝
ｇｎ

ｌｎ

Ｗ（ｋ，ｚ１（ ｔ））
１ ＋ Ｗ（ｋ，ｚ１（ ｔ））

＜ ０，

则式（１２）左边的 Ｃ１（ ｔ） 是单调减少的．因此方程（１２）可以由 Ｌａｍｂｅｒｔ Ｗ 函数的实上支确定．
当 ｔ → ｎ ＋ １ 时

　 　 Ｆ′（Ｃｎ） ＝
Ｗ（０，ｚｎ）

１ ＋ Ｗ（０，ｚｎ）
Ｃｎ ＋ ＫＭ

Ｃｎ ＋ ｕｎ ／ ｇｎ
＞ ０．

由上述已知 Ｗ（０，ｚｎ） ＞ ０， 由于

　 　 ｚｎ ＝
Ｃｎ ＋ ｕｎ ／ ｇｎ

ｌｎ
ｅｘｐ

Ｃｎ ＋ ｕｎ ／ ｇｎ ＋ ｇｎ

ｌｎ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＜

　 　 　 　
Ｃｎ ＋ ｕｎ ／ ｇｎ

ｌｎ
ｅｘｐ

Ｃｎ ＋ ｕｎ ／ ｇｎ

ｌｎ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ∈ （０， ＋ ∞）

和

　 　 ｄＷ（０，ｚ）
ｄｚ

＝ Ｗ（０，ｚ）
ｚ（１ ＋ Ｗ（０，ｚ））

＞ ０，

从而有

　 　 ΔＣｎ ＝ ｌｎＷ（０，ｚｎ） － Ｃｎ －
ｕｎ

ｇｎ
＞ ｌｎ

Ｃｎ ＋ ｕｎ ／ ｇｎ

ｌｎ
æ

è
ç

ö

ø
÷ － Ｃｎ －

ｕｎ

ｇｎ

＝ ０，

即 ΔＣｎ ＞ ０．因此，根据 ０ ＜ Ｆ′（Ｃｎ） ＜ １ 和 ΔＣｎ ＝ Ｃｎ＋１ － Ｃｎ， 故始终有 Ｃｎ＋１ ＞ Ｃｎ ．
故当 ｎ ＜ Ｎ１ 时，模型（９）的解析解为

　 　 Ｃ１（ ｔ） ＝ －
ｕｎ

ｇｎ

＋ ｌｎＷ ０，
Ｃ１（ｎ） ＋ ｕｎ ／ ｇｎ

ｌｎ
ｅｘｐ

Ｃ１（ｎ） ＋ ｕｎ ／ ｇｎ ＋ ｇｎ·（ ｔ － ｎ）
ｌｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ ．

由于 ｔ ≥ ［ ｔ］，根据比较定理，从而得到了 Ｃ（ ｔ） 的一个上界，即 Ｃ（ ｔ） ≤ Ｃ１（ ｔ） ．
为了得到 Ｃ（ ｔ） 的一个下界，考虑如下系统：

　 　
ｄＣ２（ ｔ）

ｄｔ
＝ ＦＣａ

０Ｋａｅ
－Ｋａ（ｎ＋１） －

ＶｍａｘＣ２（ ｔ）
ＫＭ ＋ Ｃ２（ ｔ）

． （１５）

可将上述方程写为

　 　
ｄＣ２（ ｔ）

ｄｔ
＝
ｕｎ＋１ ＋ ｇｎ＋１Ｃ２（ ｔ）

ＫＭ ＋ Ｃ２（ ｔ）
，　 　 ∀ｔ ∈ ［ｎ，ｎ ＋ １）， （１６）

其中

　 　 ｕｎ＋１ ＝ ＦＣａ
０ＫａＫＭｅ

－Ｋａ·（ｎ＋１）， ｇｎ＋１ ＝ ＦＣａ
０Ｋａｅ

－Ｋａ·（ｎ＋１） － Ｖｍａｘ ．
当 ＦＣａ

０Ｋａ ＞ Ｖｍａｘ， ｌｎ（ＦＣａ
０Ｋａ ／ Ｖｍａｘ） ＞ Ｋａ 时，同样地，可以得到 Ｃ２（ ｔ） 的解析解为
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Ｃ２（ ｔ） ＝

－
ｕｎ＋１

ｇｎ＋１

＋ ｌｎ＋１Ｗ
æ

è
çç － １，

Ｃ２（ｎ） ＋
ｕｎ＋１

ｇｎ＋１

ｌｎ＋１
ｅｘｐ

æ

è
çç

Ｃ２（ｎ） ＋
ｕｎ＋１

ｇｎ＋１

＋ ｇｎ＋１·（ ｔ － ｎ）

ｌｎ＋１

ö

ø
÷÷

ö

ø
÷÷，

ｎ ＞ Ｎ２，

（Ｃ２（ｎ） ＋ ＫＭ） ２ ＋ ２ｕｎ＋１（ ｔ － ｎ） ， ｎ ＝ Ｎ２，

－
ｕｎ＋１

ｇｎ＋１

＋ ｌｎ＋１ Ｗ
æ

è
çç０，

Ｃ２（ｎ） ＋
ｕｎ＋１

ｇｎ＋１

ｌｎ＋１
ｅｘｐ

æ

è
çç

Ｃ２（ｎ） ＋
ｕｎ＋１

ｇｎ＋１

＋ ｇｎ＋１·（ ｔ － ｎ）

ｌｎ＋１

ö

ø
÷÷

ö

ø
÷÷，

ｎ ＜ Ｎ２，

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

其中

　 　 Ｎ２ ＝ １
Ｋａ

ｌｎ
ＦＣａ

０Ｋａ

Ｖｍａｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷ － １， ｌｎ＋１ ＝ －

ＶｍａｘＫＭ

ｇｎ＋１
．

此时，根据微分方程的比较定理，得到模型（９）所刻画血药浓度 Ｃ（ ｔ） 的上下界为 Ｃ２（ ｔ） ＜
Ｃ（ ｔ） ≤ Ｃ１（ ｔ） ．采用图 ３ 中给出的参数，得到相应的数值结果．由此可见，可以利用解析求解公

式 Ｃ２（ ｔ） 和 Ｃ１（ ｔ） 来近似的刻画模型 Ｃ（ ｔ） 的解的动态行为．

Ｃａ
０ ＝ ２ ｍｇ ／ ｍＬ， Ｖｍａｘ ＝ １ ｍｇ ／ （ｈ·ｍＬ）， ＫＭ ＝ １．２ ｍｇ ／ ｍＬ， Ｋａ ＝ ０．１ ｍｇ ／ （ｈ·ｍＬ）， Ｆ ＝ １

图 ３　 一次性血管外给药精确解与其上下界之间的逼近关系

Ｆｉｇ．３　 Ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ｅｘａｃｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ａｎｄ ｔｈｅ ｕｐｐｅｒ ａｎｄ ｌｏｗｅｒ ｂｏｕｎｄｓ
ｉｎ ｔｈｅ ｃａｓｅ ｏｆ ｓｉｎｇｌｅ ｅｘｔｒａｖａｓｃｕｌａｒ ａｄｍｉｎｉｓｔｒａｔｉｏｎ

３　 周期血管外给药下模型（５）解的精确上下界

大多数药物需要重复多次给药才能使血药浓度达到并保持在有效范围内，从而产生预期

的疗效．多次重复周期性地血管外给药对于合理用药和制剂设计都是十分重要的．当药物按一

定时间间隔 Ｔ 等量多次给予，每一次给药时体内药物浓度基线发生改变，药物在体内不断地得

到积累，最终达到稳定水平［１７⁃１９］ ．对于周期血管外给药，本文采用脉冲微分方程［２０⁃２１］ 的思想来

刻画．药物在吸收室和中心室的浓度变化规律可用如下的脉冲微分方程描述：
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其中 ｎ ＝ １，２ … ．对 ∀ｔ ∈ （（ｎ － １）Ｔ，ｎＴ］， 方程可变形为
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同上一节一样，可以构造两个相应的子系统，并记相应的解为 Ｃ１（ ｔ） 和 Ｃ２（ ｔ） ．假设 λ（Ｔ）
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同样利用图 ４ 中给出的参数，得到模型（１７）的一个上界和下界分别如图所示．

Ｃａ
０ ＝ ２ ｍｇ ／ ｍＬ， Ｖｍａｘ ＝ １ ｍｇ ／ （ｈ·ｍＬ）， ＫＭ ＝ １．２ ｍｇ ／ ｍＬ， Ｋａ ＝ ０．１ ｍｇ ／ （ｈ·ｍＬ）， Ｆ ＝ １

图 ４　 周期性血管外给药精确解与其上下界之间的逼近关系

Ｆｉｇ．４　 Ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ｅｘａｃｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ａｎｄ ｔｈｅ ｕｐｐｅｒ ａｎｄ ｌｏｗｅｒ ｂｏｕｎｄｓ
ｉｎ ｔｈｅ ｃａｓｅ ｏｆ ｐｅｒｉｏｄｉｃ ｅｘｔｒａｖａｓｃｕｌａｒ ａｄｍｉｎｉｓｔｒａｔｉｏｎ

４　 结　 　 论

在新药设计过程中，为了描述血管外给药时药物在机体内的浓度变化，通常建立相应的米

氏消除速率过程的非线性药物动力学模型，并探讨模型解析求解公式的存在性．对于部分非线

性房室模型（如，恒定给药、一次静脉推注和周期静脉推注），可以直接求出其相应的解析

解［５，１３］ ．但是，无论是一次性血管外给药还是周期性血管外给药，由于相应的非线性药物动力

学模型是一个非自治系统，采用初等积分法已经没有办法求出相应的解析公式，进而采用了寻

求模型解的上下界的方法对其进行比较和逼近．基本思想是通过将时间 ｔ 取整和引入 Ｌａｍｂｅｒｔ
Ｗ 函数，得到了系统的上下界．并通过微分方程比较定理以及相应的逼近序列讨论解的逼近程

度．最后采用数值验证的方法确定了模型上下界与真实解的逼近程度．但是由于所选用的方法

不同，放缩的幅度也就不一样，从而对解的判断可能迥然不同．这种方法也只能知道解的大致

走向，更进一步的研究却很难进行下去．那么，是否可以找到一个更好的方法来研究非线性药

物动力学模型真实解与近似解之间的逼近关系是笔者后期继续研究的问题．
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