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摘要：　 针对平面弹性问题，首先采用基于最新顶点二分法的网格加密方法，给出一种不需要标记

振荡项和加密单元、不需要满足“内节点”性质的自适应有限元方法．其次，通过对各层网格上解函

数和误差指示子的分析，利用相邻网格层上解函数的正交性、解函数和真解函数的能量误差的上

界估计、相邻网格层上误差指示子的近似压缩性等结果，从理论上严格证明了该自适应有限元方

法是收敛的．最后数值实验验证了该自适应有限元方法是收敛的和鲁棒的．
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引　 　 言

弹性问题的求解在科学计算和工程技术上都是很重要的问题，如对微电子机械系统中的

多体问题进行数值模拟时，常常需要进行弹性分析［１］ ．但由于问题本身及求解区域的复杂性，
一般很难得到它们的解析解，有限元法是目前进行弹性分析时最常用的数值方法之一［２］ ．在实

际应用中，有许多因素使得弹性问题产生强奇性解，如物理区域是一个非光滑的几何区域（如
凹角或裂缝等）、材料系数不连续、应力集中等．此时在进行数值求解，若采用一致加密网格，则
将会导致自由度的指数增长，从而引起计算代价的剧烈增加．自适应有限元方法可以依据解的

性态来进行网格点的自动分布，由此有效克服由网格一致加密所导致的自由度过度增长的求

解困难，从而实现利用最小的计算量获得最大的计算精度，因而在现代工程计算中得到广泛的
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目前，在工程计算中广泛使用的是基于 Ｚ⁃Ｚ 型后验误差估计的自适应方法［４⁃５］ ．在自适应

有限元理论分析方面也有大量的研究工作［３，６⁃７］ ．针对平面弹性问题，文献［８］借鉴文献［９］中
后验误差估计子和文献［１０］中针对 Ｈ１ 型标量椭圆方程的自适应有限元算法的思想，利用最

新顶点二分法，设计了一种不需要标记振荡项和加密单元不需要满足“内节点”性质的自适应

有限元法，数值实验验证了该自适应有限元法具有一致收敛性，但并没有给出关于收敛性结论

的理论分析．本文将借鉴文献［１０］中针对 Ｈ１ 型椭圆方程的理论分析方法，在理论上严格证明

在文献［８］中所设计的自适应有限元方法的收敛性．

１　 模型问题和自适应有限元法

１．１　 模型问题

设 Ω⊂ Ｒ２ 是有界的 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 多边形区域，边界 ∂Ω ＝ ΓＤ ∪ ΓＳ 且 ΓＤ ∩ ΓＳ ≠ ⌀，ｎ ＝ （ｎｘ，
ｎｙ） Ｔ 是 ∂Ω 的单位外法向量，ｕ： Ω → Ｒ２ 为位移向量， ｆ 为外力，ｇＳ 为边界 ΓＳ 上的面力．考虑如

下平面弹性问题：
　 　 Ｌ（ｕ） － Ｌ Ｔ（∂ｘ，∂ｙ）ＤＬ （∂ｘ，∂ｙ）ｕ ＝ ｆ，　 　 （ｘ，ｙ） ∈ Ω， （１）
　 　 ｕ ＝ ０， （ｘ，ｙ） ∈ ΓＤ， （２）
　 　 Ｌ Ｔ（ｎｘ，ｎｙ）ＤＬ （∂ｘ，∂ｙ）ｕ ＝ ｇＳ， （ｘ，ｙ） ∈ ΓＳ， （３）

其中算子
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这里 Ｌａｍé（拉梅）常数 λ 和 μ 分别由弹性模量 Ｅ 和 Ｐｏｉｓｓｏｎ（泊松） 比 ν 表示为

　 　 λ ＝ Ｅν
（１ ＋ ν）（１ － ２ν）

， μ ＝ Ｅ
２（１ ＋ ν）

．

定义空间 （Ｈ１
ΓＤ
） ２ ＝ { ｕ ｜ ∈ （Ｈ１（Ω）） ２： ｕ ｜ ΓＤ

＝ ０ } 和（Ｈ１
ΓＳ
） ２ ＝ { ｕ ｜ ∈ （Ｈ１（Ω）） ２： ｕ ｜ ΓＳ

＝ ｇＳ } ，模型问题（１） ～ （３） 的等价变分问题为： 对给定的 ｆ， ｇＳ ∈ （Ｌ２（Ω）） ２， 求 ｕ ∈ （Ｈ１
ΓＳ
） ２

满足

　 　 ａ（ｕ，ｖ） ＝ Ｆ（ｖ），　 　 ∀ｖ ∈ （Ｈ１
ΓＤ
） ２， （４）

其中

　 　 ａ（ｕ，ｖ） ＝ ∫
Ω
（Ｌ （∂ｘ，∂ｙ）ｖ） ＴＤＬ （∂ｘ，∂ｙ）ｕｄｘｄｙ， Ｆ（ｖ） ＝ ∫

Ω
ｆ·ｖｄｘｄｙ ＋ ∫

ΓＳ
ｇＳ·ｖ ｄｓ ．

假设 Ｔ 是 Ω 的一个协调的形状正则的网格剖分，定义其上的 ｐ 次有限元空间为

　 　 （Ｖ（ｐ）（Ｔ）） ２ ＝ { ｖ（ｐ）
Ｔ ｜ ｖ（ｐ）

Ｔ ∈ （Ｃ（Ω
－
）） ２， ｖ（ｐ）

Ｔ ｜ τ ∈ （Ｐｐ（τ）） ２， ∀τ ∈ Ｔ } ，
其中 Ｐｐ（τ） 表示单元 τ 上的 ｐ 次多项式．

利用上述有限元空间，变分问题（４）的离散变分问题为：求 ｕ（ｐ）
Ｔ ∈ （Ｖ（ｐ）（Ｔ）） ２ ∩ （Ｈ１

ΓＳ
） ２，

满足

　 　 ａ（ｕ（ｐ）
Ｔ ，ｖ（ｐ）

Ｔ ） ＝ Ｆ（ｖ（ｐ）
Ｔ ），　 　 ∀ｖ（ｐ）

Ｔ ∈ （Ｖ（ｐ）（Ｔ）） ２ ∩ （Ｈ１
ΓＤ
） ２ ． （５）

注意 （Ｖ（ｐ）（Ｔ）） ２ 是（Ｈ１
ΓＤ
） ２ 的真子空间，则容易证得离散变分问题（５） 是适定的．由 ａ（·，

·） 的对称性及强制性知，ａ（·，·） 是对称正定的，故其构成（Ｈ１
ΓＤ
） ２ 中的能量内积，定义如下能

量范数：
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　 　 ‖ｖ‖２
Ａ，Ω ＝ ａ（ｖ，ｖ），　 　 ∀ｖ ∈ （Ｈ１

ΓＤ
） ２ ．

由 ａ（·，·） 的有界性和强制性知，该能量范数与‖·‖１ 是等价的（等价常数仅依赖参数λ
和 μ） ．
１．２　 自适应有限元法

下面采用文献［１０］中的标准自适应有限元法（ＡＦＥＭ）．给定一个初始剖分 Ｔ０，通过局部加

密，可以得到一个嵌套的、协调的网格剖分序列 { Ｔｋ } ｋ ＞ ０， 其中 Ｔｋ → Ｔｋ＋１ 主要由如下 ４ 个模块

构成：
　 　 ＳＯＬＶＥ→ＥＳＴＩＭＡＴＥ→ＭＡＲＫ→ＲＥＦＩＮＥ ． （６）

１．２．１　 ＳＯＬＶＥ 模块

对给定函数 ｆ 和 ｇＳ 及协调网格 Ｔｋ，通过模块 ＳＯＬＶＥ 可以得到离散变分问题（５） 的解 ｕ（ｐ）
ｋ

＝ ＭＳＯＬＶＥ（Ｔｋ， ｆ，ｇＳ） ∈ （Ｖ（ｐ）
ｋ ） ２，其中（Ｖ（ｐ）

ｋ ） ２ 是定义在网格 Ｔｋ 上的 ｐ 次有限元空间．
１．２．２　 ＥＳＴＩＭＡＴＥ 模块

给定一个协调的网格剖分 Ｔｋ，记 Ｅ（Ｔｋ） 为Ｔｋ 中内部和非Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ边界边的集合．对于任意

满足 ｅ ＝ τ １ ∩ τ ２ 的边 ｅ∈ Ｅ（Ｔｋ），其中 τ １ 和 τ ２ 是 Ｔｋ 中的单元，设 ｎｅ ＝ （ｎｘ，ｎｙ） Ｔ 为边 ｅ的一个

指定的单位外法向量．定义跨边 ｅ 的跳跃量为

　 　 ［ｑ］ ｜ ｅ ＝ （ｑ ｜ τ１） ｜ ｅ － （ｑ ｜ τ２） ｜ ｅ ．
特别地，当边 ｅ 为边界边时，跳跃量［ｑ］ ｜ ｅ ＝ ｑ ｜ ｅ ．

对给定的 τ ∈ Ｔｋ 和 ｖ（ｐ）
ｋ ∈ （Ｖ（ｐ）

ｋ ） ２，基于单元 τ 的误差指示子为

　 　 η ２
Ｔｋ
（ｖ（ｐ）

ｋ ，τ） ＝ ｈ２
τ‖Ｒ（ｖ（ｐ）

ｋ ）‖２
０，τ ＋ ∑

ｅ∈∂τ ＼ΓＤ

ｈτ‖Ｊ（ｖ（ｐ）
ｋ ）‖２

０，ｅ，

其中 Ｒ（ｖ（ｐ）
ｋ ） ｜ τ ｆ ｜ τ － Ｌ（ｖ（ｐ）

ｋ ） ｜ τ， Ｊ（ｖ（ｐ）
ｋ ） ｜ ｅ ［Ｌ Ｔ（ｎｘ，ｎｙ）ＤＬ （∂ｘ，∂ｙ）ｖ（ｐ）

ｋ ］ ｜ ｅ，ｈτ ＝｜ τ ｜ １ ／ ２（这
里 ｜ τ ｜ 表示三角形单元 τ 的面积）．

对任意的集合 Ｍｋ ⊂ Ｔｋ，定义 η ２
Ｔｋ
（ｖ（ｐ）

ｋ ，Ｍｋ） ＝ ∑
τ∈Ｍｋ

η ２
Ｔｋ
（ｖ（ｐ）

ｋ ，τ），特别地，当 Ｍｋ ＝ Ｔｋ 时，简记

η ２（ｖ（ｐ）
ｋ ，Ｔｋ） ＝ η ２

Ｔｋ
（ｖ（ｐ）

ｋ ，Ｔｋ） ．
对于给定的网格剖分 Ｔｋ 和相应的离散变分问题（５） 的解 ｕ（ｐ）

ｋ ∈ （Ｖ（ｐ）
ｋ ） ２， 通过模块

ＥＳＴＩＭＡＴＥ 可以得到任意单元 τ ∈ Ｔｋ 的误差指示子：
　 　 η ２

Ｔｋ
（ｕ（ｐ）

ｋ ，τ） ＝ ＭＥＳＴＩＭＡＴＥ（Ｔｋ，ｕ（ｐ）
ｋ ，ｆ，ｇＳ） ．

１．２．３　 ＭＡＲＫ 模块

采用 Ｄöｒｆｌｅｒ 标记策略来选择加密单元．即给定一个协调的网格剖分 Ｔｋ，单元的误差指示

子序列 { η ２
Ｔｋ
（ｕ（ｐ）

ｋ ，τ） } τ∈Ｔｋ
和标记参数 θ ∈ （０，１）， 通过标记模块 ＭＡＲＫ 可以得到一个满足

Ｄöｒｆｌｅｒ 标记条件的单元集合 Ｍｋ：
　 　 Ｍｋ ＝ ＭＭＡＲＫ（η ２（ｕ（ｐ）

ｋ ，Ｔｋ），Ｔｋ，θ），
使得 Ｍｋ 所含单元个数最少且满足

　 　 η ２
Ｔｋ
（ｕ（ｐ）

ｋ ，Ｍｋ） ≥ θ η ２（ｕ（ｐ）
ｋ ，Ｔｋ） ．

１．２．４　 ＲＥＦＩＮＥ 模块

采用二分法作为网格局部加密法．假设有一个加密模块 ＲＥＦＩＮＥ 可以用于执行迭代或递

归的二分法，其具体算法设计可见文献［８，１１］．即对于任意的 Ｔｋ ∈ Ｃ（Ｔ０） 和一个包含标记单

元的子集合 Ｍｋ ⊂ Ｔｋ，通过模块 ＲＥＦＩＮＥ 可以得到一个协调的网格剖分 Ｔｋ＋１ ∈ Ｃ（Ｔ０）， 即有

　 　 Ｔｋ＋１ ＝ ＭＲＥＦＩＮＥ（Ｔｋ，Ｍｋ） ．
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值得注意的是，在上述自适应有限元算法中，并不需要标记振荡项且加密单元并不需要满

足 “内节点”性质．

２　 收敛性分析

本节将利用正交性、 误差的整体上界估计和误差指示子的压缩性，证明自适应有限元法

在连续的迭代过程中，误差函数的范数与误差指示子之和是压缩的，即 ＡＦＥＭ 是收敛的．
利用 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 正交性容易证得如下引理．
引理 １（正交性）　 设 Ｔｋ＋１ 是由 Ｔｋ 通过最新顶点二分法加密得到的协调网格，ｕ（ｐ）

ｋ 和 ｕ（ｐ）
ｋ＋１

分别为离散变分问题（５） 对应于网格 Ｔｋ 和 Ｔｋ＋１ 的解，ｕ 为连续变分问题（４）的解，则有

　 　 ‖ｕ － ｕ（ｐ）
ｋ＋１‖２

Ａ，Ω ＝ ‖ｕ － ｕ（ｐ）
ｋ ‖２

Ａ，Ω － ‖ｕ（ｐ）
ｋ＋１ － ｕ（ｐ）

ｋ ‖２
Ａ，Ω ．

下面给出误差的整体上界估计．
引理 ２（整体上界估计）　 存在一个仅依赖于参数 λ，μ及网格Ｔｋ 的形状正则性的常数Ｃ１，

使得

　 　 ‖ｕ － ｕ（ｐ）
ｋ ‖２

Ａ，Ω ≤ Ｃ１η ２（ｕ（ｐ）
ｋ ，Ｔｋ） ．

证明　 由连续变分问题（４）的适定性（ｉｎｆ⁃ｓｕｐ 条件），得∗

　 　 ‖ｕ － ｕ（ｐ）
ｋ ‖Ａ，Ω ≲ ｓｕｐ

ｖ∈（Ｈ１
０（Ω）） ２

ａ（ｕ － ｕ（ｐ）
ｋ ，ｖ）

‖ｖ‖Ａ，Ω
． （７）

利用 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 正交性、 原变分问题（４）、 ａ（·，·） 的定义式、 Ｇｒｅｅｎ 公式和 Ｓｃｈｗａｒｔｚ 不等

式，对任意的 ｖ（ｐ）
ｋ ∈ （Ｖ（ｐ）

ｋ ） ２， 有

　 　 ａ（ｕ － ｕ（ｐ）
ｋ ，ｖ） ＝ ａ（ｕ － ｕ（ｐ）

ｋ ，ｖ － ｖ（ｐ）
ｋ ） ＝

　 　 　 　 （ ｆ，ｖ － ｖ（ｐ）
ｋ ） － ∫

Ω
（Ｌ （∂ｘ，∂ｙ）（ｖ － ｖ（ｐ）

ｋ ）） ＴＤＬ （∂ｘ，∂ｙ）ｕ（ｐ）
ｋ ｄｘｄｙ ≤

　 　 　 　 ∑
τ∈Ｔｋ

（ ｆ － Ｌ（ｕ（ｐ）
ｋ ），ｖ － ｖ（ｐ）

ｋ ） τ ＋

　 　 　 　 ∑
τ∈Ｔｋ

∑
ｅ∈∂τΓＤ

∫
ｅ
（ｖ － ｖ（ｐ）

ｋ ）·（［Ｌ Ｔ（ｎｘ，ｎｙ）ＤＬ （∂ｘ，∂ｙ）ｕ（ｐ）
ｋ ］）ｄｓ ≤

　 　 　 　 ∑
τ∈Ｔｋ

(ｈτ‖Ｒ（ｕ（ｐ）
ｋ ）‖０，τｈ

－１
τ ‖ｖ － ｖ（ｐ）

ｋ ‖０，τ ＋

　 　 　 　 ∑
ｅ∈∂τΓＤ

ｈ －１ ／ ２
τ ‖ｖ － ｖ（ｐ）

ｋ ‖０，ｅｈ１ ／ ２
τ ‖Ｊ（ｕ（ｐ）

ｋ ）‖０，ｅ ) ． （８）

引入 Ｓｃｏｔｔ⁃Ｚｈａｎｇ 插值算子 Πｈτ，令 ｖ（ｐ）
ｋ ＝Πｈτｖ （Πｈτ ｖ１，Πｈτ ｖ２）

Ｔ， 有如下插值误差估计（见
文献［１２］）：

　 　 ｈ －１
τ ‖ｖ － ｖ（ｐ）

ｋ ‖０，τ ≲ ‖ｖ‖１，Ωτ
， ｈ －１ ／ ２

τ ‖ｖ － ｖ（ｐ）
ｋ ‖０，ｅ ≲ ‖ｖ‖１，Ωｅ

． （９）
将式（９）代入式（８），得
　 　 ａ（ｕ － ｕ（ｐ）

ｋ ，ｖ） ≲

　 　 　 　 ∑
τ∈Ｔｋ

ｈτ‖Ｒ（ｕ（ｐ）
ｋ ）‖０，τ‖ｖ‖１，Ωτ

＋ ∑
τ∈Ｔｋ

∑
ｅ∈∂τ

ｈ１ ／ ２
τ ‖Ｊ（ｕ（ｐ）

ｋ ）‖０，ｅ‖ｖ‖１，Ωｅ
．

在上式中利用 Ｃａｕｃｈｙ 不等式、 网格 Ｔｋ 的形状正则性、误差指示子的定义和范数的等价性，有
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∗ 在本文中除了特殊的常数外，为了避免重复使用一般的常数记号，总采用记号 ａ ≲ ｂ 表示存在一个正

常数 Ｃ，满足 ａ ≤ Ｃｂ；记号 ａ ≈ ｂ 表示 ａ ≲ ｂ 和 ｂ ≲ ａ 同时成立．



　 　 ａ（ｕ － ｕ（ｐ）
ｋ ，ｖ） ≲ η（ｕ（ｐ）

ｋ ，Ｔｋ）‖ｖ‖Ａ，Ω ． （１０）
把式（１０）代入式（７），得
　 　 ‖ｕ － ｕ（ｐ）

ｋ ‖２
Ａ，Ω ≤ Ｃ１η ２（ｕ（ｐ）

ｋ ，Ｔｋ） ． □
在给出误差指示子的近似压缩性证明之前，先给出两个相关引理．
引理 ３　 对于任意的 ξ ＞ ０，存在常数 Ｃξ ＞ ０， 使得

　 　 η ２（ｕ（ｐ）
ｋ＋１，Ｔｋ＋１） ≤ （１ ＋ ξ）η ２（ｕ（ｐ）

ｋ ，Ｔｋ＋１） ＋ Ｃξ‖ｕ（ｐ）
ｋ＋１ － ｕ（ｐ）

ｋ ‖２
Ａ，Ω ． （１１）

证明　 对任意的 τ ∈ Ｔｋ＋１，分别估计误差指示子 η ２
Ｔｋ＋１

（ｕ（ｐ）
ｋ＋１，τ） 的项．

首先估计 ｈτ‖Ｒ（ｕ（ｐ）
ｋ＋１）‖０，τ ．利用三角不等式、 算子 Ｌ 的定义式及范数的等价性，得

　 　 ｈτ‖Ｒ（ｕ（ｐ）
ｋ＋１）‖０，τ ≤ ｈτ‖Ｒ（ｕ（ｐ）

ｋ ）‖０，τ ＋ ｈτ‖Ｌ（ｕ（ｐ）
ｋ － ｕ（ｐ）

ｋ＋１）‖０，τ ≲
　 　 　 　 ｈτ‖Ｒ（ｕ（ｐ）

ｋ ）‖０，τ ＋ ‖ｕ（ｐ）
ｋ － ｕ（ｐ）

ｋ＋１‖１，τ ≲
　 　 　 　 ｈτ‖Ｒ（ｕ（ｐ）

ｋ ）‖０，τ ＋ ‖ｕ（ｐ）
ｋ － ｕ（ｐ）

ｋ＋１‖Ａ，τ ． （１２）
其次估计 ｈ１ ／ ２

τ ‖Ｊ（ｕ（ｐ）
ｋ＋１）‖０，ｅ ．利用三角不等式、标准 Ｓｃａｌｉｎｇ 技巧、 ｎｅ ＝ （ｎｘ，ｎｙ） Ｔ 的有界性

及范数的等价性，可得

　 　 ｈ１ ／ ２
τ ‖Ｊ（ｕ（ｐ）

ｋ＋１）‖０，ｅ ≤
　 　 　 　 ｈ１ ／ ２

τ ‖Ｊ（ｕ（ｐ）
ｋ ）‖０，ｅ ＋ ｈ１ ／ ２

τ ‖［Ｌ Ｔ（ｎｘ，ｎｙ）ＤＬ （∂ｘ，∂ｙ）（ｕ（ｐ）
ｋ － ｕ（ｐ）

ｋ＋１）］‖０，ｅ ≲
　 　 　 　 ｈ１ ／ ２

τ ‖Ｊ（ｕ（ｐ）
ｋ ）‖０，ｅ ＋ ｈ１ ／ ２

τ ‖ ［Ｌ （∂ｘ，∂ｙ）（ｕ（ｐ）
ｋ － ｕ（ｐ）

ｋ＋１）］‖０，ｅ ≲
　 　 　 　 ｈ１ ／ ２

τ ‖Ｊ（ｕ（ｐ）
ｋ ）‖０，ｅ ＋ ‖［Ｌ （∂ｘ，∂ｙ）（ｕ（ｐ）

ｋ － ｕ（ｐ）
ｋ＋１）］‖０，Ωｅ

≲
　 　 　 　 ｈ１ ／ ２

τ ‖Ｊ（ｕ（ｐ）
ｋ ）‖０，ｅ ＋ ‖ｕ（ｐ）

ｋ － ｕ（ｐ）
ｋ＋１‖１，Ωｅ

≲
　 　 　 　 ｈ１ ／ ２

τ ‖Ｊ（ｕ（ｐ）
ｋ ）‖０，ｅ ＋ ‖ｕ（ｐ）

ｋ － ｕ（ｐ）
ｋ＋１‖Ａ，Ωｅ

． （１３）
由 Ｙｏｕｎｇ 不等式 ２ａｂ ≤ ξａ２ ＋ ξ －１ｂ２（ξ ＞ ０）， 得

　 　 （ａ ＋ ｂ） ２ ≤ （１ ＋ ξ）ａ２ ＋ （１ ＋ ξ －１）ｂ２ ． （１４）
对 Ｔｋ＋１ 上所有单元的误差指示子 η ２

Ｔｋ＋１
（ｕ（ｐ）

ｋ＋１，τ） 求和，并利用式（１２）、（１３）、（１４） 及 Ｔｋ＋１

的形状正则性，得

　 　 η ２（ｕ（ｐ）
ｋ＋１，Ｔｋ＋１） ＝ ∑

τ∈Ｔｋ＋１
(ｈ２

τ‖Ｒ（ｕ（ｐ）
ｋ＋１）‖２

０，τ ＋ ∑
ｅ∈∂τ

ｈτ‖Ｊ（ｕ（ｐ）
ｋ＋１）‖２

０，ｅ ) ≲

　 　 　 　 ∑
τ∈Ｔｋ＋１

（ｈτ‖Ｒ（ｕ（ｐ）
ｋ ）‖０，τ ＋ ‖ｕ（ｐ）

ｋ － ｕ（ｐ）
ｋ＋１‖Ａ，τ） ２ ＋

　 　 　 　 ∑
τ∈Ｔｋ＋１

∑
ｅ∈∂τ

（ｈ１ ／ ２
τ ‖Ｊ（ｕ（ｐ）

ｋ ）‖０，ｅ ＋ ‖ｕ（ｐ）
ｋ － ｕ（ｐ）

ｋ＋１‖Ａ，Ωｅ
） ２ ≲

　 　 　 　 ∑
τ∈Ｔｋ＋１

（（１ ＋ ξ）ｈ２
τ‖Ｒ（ｕ（ｐ）

ｋ ）‖２
０，τ ＋ （１ ＋ ξ －１）‖ｕ（ｐ）

ｋ － ｕ（ｐ）
ｋ＋１‖２

Ａ，τ） ＋

　 　 　 　 ∑
τ∈Ｔｋ＋１

∑
ｅ∈∂τ

（（１ ＋ ξ）ｈτ‖Ｊ（ｕ（ｐ）
ｋ ）‖２

０，ｅ ＋ （１ ＋ ξ －１）‖ｕ（ｐ）
ｋ － ｕ（ｐ）

ｋ＋１‖２
Ａ，τ） ≲

　 　 　 　 （１ ＋ ξ）η ２（ｕ（ｐ）
ｋ ， Ｔｋ＋１） ＋ （１ ＋ ξ －１）‖ｕ（ｐ）

ｋ － ｕ（ｐ）
ｋ＋１‖２

Ａ，Ω ．
令 Ｃξ ＝ １ ＋ ξ －１， 即证得式（１１）． □

上述引理给出了：在改变有限元解时对误差指示子所带来的影响．下面这个引理则表明当

有限元解不改变时，误差指示子也是压缩的．
引理 ４　 存在依赖于 θ 的常数 ρ １ ∈ （０，１）， 满足

　 　 η ２（ｕ（ｐ）
ｋ ，Ｔｋ＋１） ≤ ρ １η ２（ｕ（ｐ）

ｋ ，Ｔｋ） ． （１５）
证明　 不妨设加密单元 τ ∈ Ｔｋ 被二分为 τ １ ∈ Ｔｋ＋１ 和 τ ２ ∈ Ｔｋ＋１ （如图 １ 所示）．

３７９平面弹性问题自适应有限元方法的收敛性分析



图 １　 单元 τ 被一分为二成两个单元 τ １ 和 τ ２

Ｆｉｇ．１　 Ｅｌｅｍｅｎｔ τ ｉｓ ｓｐｌｉｔｅｄ ｉｎｔｏ ｔｗｏ ｅｌｅｍｅｎｔｓ τ １ ａｎｄ τ ２

首先证明在单元 τ 上，存在 ρ－ ∈ （０，１）， 使得

　 　 η ２
Ｔｋ＋１

（ｕ（ｐ）
ｋ ，τ １） ＋ η ２

Ｔｋ＋１
（ｕ（ｐ）

ｋ ，τ ２） ≤ ρ－ η ２
Ｔｋ
（ｕ（ｐ）

ｋ ，τ） ． （１６）
事实上，注意到

　 　 ｈτ ｉ
＝｜ τ ｉ ｜ １ ／ ２ ＝ （ ｜ τ ｜ ／ ２） １ ／ ２ ＝ ２

２
ｈτ 　 　 （ ｉ ＝ １，２），

由此可得到基于单元的残量是减少的：

　 　 ｈ２
τ１‖ｆ － Ｌ（ｕ（ｐ）

ｋ ）‖２
０，τ１

＋ ｈ２
τ２‖ｆ － Ｌ（ｕ（ｐ）

ｋ ）‖２
０，τ２

＝ １
２

ｈ２
τ‖ｆ － Ｌ（ｕ（ｐ）

ｋ ）‖２
０，τ ．

接下来考虑基于边的跳跃量．不妨设单元 τ 经过二分之后的边为 ｅｌ，ｌ ＝ １，２，…，５（如图 １
所示） ．下面对边 ｅｌ，ｌ ＝ １，２，…，５ 上的跳跃量分如下两种情形讨论．

１） ｌ ＝ １（由二分产生的且在 τ内部的边 ｅ１） ．由于函数 ｕ（ｐ）
ｋ 是多项式且依 Ｓｏｂｏｌｅｖ 嵌入定理

Ｗ１，∞（τ） Ｃ（τ），因此有 ‖［Ｌ Ｔ（ｎｘ，ｎｙ）ＤＬ （∂ｘ，∂ｙ）ｕ（ｐ）
ｋ ］‖０，ｅ１

＝ ０．

２） ｌ ＝ ２，３，４，５．此时跳跃量的值保持不变，但是单元 τ １，τ ２ 的网格尺寸压缩到 ｈτ ／ ２ ．

综上证得式（１６），其中 ρ－ ＝ １ ／ ２ ∈ （０，１） ．
其次对所有的加密单元进行求和，得到整体网格上的误差指示子的压缩性（见式（１５））．
事实上，注意到在网格 Ｔｋ 上，记采用 Ｄöｒｆｌｅｒ 加密策略得到需要加密的单元集合为 Ｍｋ，在

加密时，为了保证网格的协调性，实际上需要加密更多的单元，不妨记所有加密单元的集合为

Ｍ　
－
ｋ，显然 Ｍｋ ⊆ Ｍ　

－
ｋ， 并且有

　 　 η ２
Ｔｋ
（ｕ（ｐ）

ｋ ，Ｍ　
－
ｋ） ≥ θη ２（ｕ（ｐ）

ｋ ，Ｔｋ） ． （１７）

记 Ｍ　
－
ｋ＋１ 为 Ｍ　

－
ｋ 中单元二分后得到的单元集合，显然 Ｔｋ ＼Ｍ

　 －
ｋ ＝ Ｔｋ＋１ ＼Ｍ

　 －
ｋ＋１ 为 Ｔｋ 中不需要二分的

单元集合．
利用式（１７）及（１６），并注意到 ρ－ － １ ＜ ０， 得

　 　 η ２（ｕ（ｐ）
ｋ ，Ｔｋ＋１） ＝ η ２

Ｔｋ＋１
（ｕ（ｐ）

ｋ ，Ｔｋ＋１ ＼Ｍ
　 －

ｋ＋１） ＋ η ２
Ｔｋ＋１

（ｕ（ｐ）
ｋ ，Ｍ　

－
ｋ＋１） ≤

　 　 　 　 η ２
Ｔｋ
（ｕ（ｐ）

ｋ ，Ｔｋ ＼Ｍ
　 －

ｋ） ＋ ρ－η ２
Ｔｋ
（ｕ（ｐ）

ｋ ，Ｍ　
－
ｋ） ＝

　 　 　 　 η ２（ｕ（ｐ）
ｋ ，Ｔｋ） ＋ （ρ－ － １）η ２

Ｔｋ
（ｕ（ｐ）

ｋ ，Ｍ　
－
ｋ） ≤

　 　 　 　 η ２（ｕ（ｐ）
ｋ ，Ｔｋ） ＋ θ（ρ－ － １）η ２（ｕ（ｐ）

ｋ ，Ｔｋ） ＝
　 　 　 　 ρ １η ２（ｕ（ｐ）

ｋ ，Ｔｋ），

其中 ρ １ ＝ （１ ＋ θ（ρ－ － １）） ∈ （１ － θ，１ － θ ＋ θ ／ ２ ） ⊂ （０，１）， 即证得式（１５）． □
利用引理 ３ 和引理 ４，容易证明相邻两层网格的误差指示子是压缩的．
引理 ５（误差指示子的近似压缩性） 　 存在仅依赖于 Ｔｋ 的形状正则性和 Ｄöｆｌｅｒ 参数 θ 的

常数 ρ ∈ （０，１） 和 Ｃρ ＞ ０， 满足
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　 　 η ２（ｕ（ｐ）
ｋ＋１，Ｔｋ＋１） ≤ ρη ２（ｕ（ｐ）

ｋ ，Ｔｋ） ＋ Ｃρ‖ｕ（ｐ）
ｋ＋１ － ｕ（ｐ）

ｋ ‖２
Ａ，Ω ． （１８）

证明　 对任意的常数 ξ（ξ ＞ ０）， 利用引理 ３ 和引理 ４ 可得

　 　 η ２（ｕ（ｐ）
ｋ＋１，Ｔｋ＋１） ≤ （１ ＋ ξ）η ２（ｕ（ｐ）

ｋ ，Ｔｋ＋１） ＋ Ｃξ‖ｕ（ｐ）
ｋ＋１ － ｕ（ｐ）

ｋ ‖２
Ａ，Ω ≤

　 　 　 　 ρ １（１ ＋ ξ）η ２（ｕ（ｐ）
ｋ ，Ｔｋ） ＋ Ｃξ‖ｕ（ｐ）

ｋ＋１ － ｕ（ｐ）
ｋ ‖２

Ａ，Ω ． （１９）
注意到 ρ １ ∈ （０，１），ξ 为任意正数，所以在式（１９） 中，只要选取充分小的 ξ，使得 ρ ＝ ρ １（１

＋ ξ） ∈ （０，１） 并令 Ｃρ ＝ Ｃξ， 即证得引理 ５ 成立． □
由引理 １， 引理 ２ 和引理 ５ 即可给出 ＡＦＥＭ 的收敛性证明．
定理 １（收敛性）　 对于给定的 θ ∈（０，１） 和形状正则的网格 Ｔｋ， 利用 Ｄöｒｆｌｅｒ 加密策略及

最新顶点二分法即可生成一个形状正则的网格 Ｔｋ＋１ ．设 ｕ（ｐ）
ｋ＋１ 和 ｕ（ｐ）

ｋ 分别为离散变分问题（５）
对应于网格 Ｔｋ＋１ 和 Ｔｋ 的解，则存在依赖于 θ 和网格 Ｔｋ 形状正则的两个常数 δ ∈ （０，１） 和 β，
使得

　 　 ‖ｕ － ｕ（ｐ）
ｋ＋１‖２

Ａ，Ω ＋ βη ２（ｕ（ｐ）
ｋ＋１，Ｔｋ＋１） ≤ δ［‖ｕ － ｕ（ｐ）

ｋ ‖２
Ａ，Ω ＋ βη ２（ｕ（ｐ）

ｋ ，Ｔｋ）］ ． （２０）
证明　 由引理 ５ 可知，存在常数 ρ ∈（０，１） 和 Ｃρ 使得式（１８） 成立．令 β ＝ Ｃ －１

ρ 并设 δ 为待

定参数．
利用引理 １、引理 ５ 和引理 ２，并注意到 β ＝ Ｃ －１

ρ ， 有

　 　 ‖ｕ － ｕ（ｐ）
ｋ＋１‖２

Ａ，Ω ＋ βη ２（ｕ（ｐ）
ｋ＋１，Ｔｋ＋１） ＝

　 　 　 　 ‖ｕ － ｕ（ｐ）
ｋ ‖２

Ａ，Ω － ‖ｕ（ｐ）
ｋ＋１ － ｕ（ｐ）

ｋ ‖２
Ａ，Ω ＋ βη ２（ｕ（ｐ）

ｋ＋１，Ｔｋ＋１） ＝
　 　 　 　 δ‖ｕ － ｕ（ｐ）

ｋ ‖２
Ａ，Ω ＋ （１ － δ）‖ｕ － ｕ（ｐ）

ｋ ‖２
Ａ，Ω －

　 　 　 　 ‖ｕ（ｐ）
ｋ＋１ － ｕ（ｐ）

ｋ ‖２
Ａ，Ω ＋ βη ２（ｕ（ｐ）

ｋ＋１，Ｔｋ＋１） ≤
　 　 　 　 δ‖ｕ － ｕ（ｐ）

ｋ ‖２
Ａ，Ω ＋ （１ － δ）‖ｕ － ｕ（ｐ）

ｋ ‖２
Ａ，Ω － ‖ｕ（ｐ）

ｋ＋１ － ｕ（ｐ）
ｋ ‖２

Ａ，Ω ＋
　 　 　 　 ρβη ２（ｕ（ｐ）

ｋ ，Ｔｋ） ＋ βＣρ‖ｕ（ｐ）
ｋ＋１ － ｕ（ｐ）

ｋ ‖２
Ａ，Ω ＝

　 　 　 　 δ‖ｕ － ｕ（ｐ）
ｋ ‖２

Ａ，Ω ＋ （１ － δ）‖ｕ － ｕ（ｐ）
ｋ ‖２

Ａ，Ω ＋ ρβη ２（ｕ（ｐ）
ｋ ，Ｔｋ） ≤

　 　 　 　 δ‖ｕ － ｕ（ｐ）
ｋ ‖２

Ａ，Ω ＋ （１ － δ）Ｃ１η ２（ｕ（ｐ）
ｋ ，Ｔｋ） ＋ ρβη ２（ｕ（ｐ）

ｋ ，Ｔｋ） ＝

　 　 　 　 δ ‖ｕ － ｕ（ｐ）
ｋ ‖２

Ａ，Ω ＋
（１ － δ）Ｃ１ ＋ ρβ

δ
η ２（ｕ（ｐ）

ｋ ，Ｔｋ）
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ． （２１）

在式（２１）中选取依赖于 β 的参数 δ， 即

　 　
（１ － δ）Ｃ１ ＋ ρβ

δ
＝ β ⇔ δ ＝

Ｃ１ ＋ ρβ
Ｃ１ ＋ β

．

注意到 ρ ∈ （０，１），则有 δ ∈ （０，１） ．由此证得式（２０）成立． □

３　 数 值 实 验

在下面的数值实验中，采用的范数为能量范数 ‖·‖Ａ，Ω ＝ ａ（·，·） １ ／ ２， 弹性模量 Ｅ ＝ ３ ０００
ＭＰａ，Ｐｏｉｓｓｏｎ 比 ν ＝ ０．３．

例 １（奇点问题）　 设 Ω ＝ ［ － １，１］ ２，选择适当的右端函数 ｆ和 Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ 边界函数 ｇＳ，使得

真解函数 ｕ ＝ （ｕ１，ｕ２） Ｔ 为

　 　 ｕ１（ｘ，ｙ） ＝ ｕ２（ｘ，ｙ） ＝ １
ｘ２ ＋ ｙ２ ＋ ０．０１

．

图 ２ 为线性有限元的实验结果．图 ２（ａ）为加密 １７ 次的网格图，可以看出加密单元均集中

在真解函数有奇性的地方．图 ２（ｂ）为 θ ＝ ０．１，０．３，０．５ 时真解函数 ｕ与有限元函数 ｕｋ 在能量范

５７９平面弹性问题自适应有限元方法的收敛性分析



数下的误差曲线图，其中横坐标 Ｎ 表示自适应加密过程中自由度的个数．
例 ２（边界奇性问题）　 设 Ω ＝ ［０，４］ ２，选择适当的右端函数 ｆ和 Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ 边界函数 ｇＳ，使

得真解函数 ｕ ＝ （ｕ１，ｕ２） Ｔ 为

　 　 ｕ１（ｘ，ｙ） ＝ ｕ２（ｘ，ｙ） ＝ １
ｘ２ ＋ ０．０１

＋ １
ｙ２ ＋ １

．

图 ３ 为线性有限元的实验结果．图 ３（ａ）为加密 １３ 次的网格图，可以看出加密单元均集中

在真解函数有奇性的地方．图 ３（ｂ）为 θ ＝ ０．１，０．３，０．５ 时真解函数 ｕ与有限元函数 ｕｋ 在能量范

数下的误差曲线图，其中横坐标 Ｎ 表示自适应加密过程中自由度的个数．

图 ２（ａ） 　 θ ＝ ０．５ 时第 １７ 次自适应 图 ２（ｂ） 　 θ ＝ ０．１，０．３，０．５ 时 ‖ｕ － ｕｋ‖Ａ，Ω 的

加密后的加密图 误差曲线图

Ｆｉｇ．２（ａ） 　 Ｔｈｅ ｇｒｉｄ ａｆｔｅｒ ｔｈｅ １７ｔｈ ａｄａｐｔｉｖｅ Ｆｉｇ．２（ｂ） 　 Ｔｈｅ ｅｒｒｏｒ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ‖ｕ － ｕｋ‖Ａ，Ω

ｒｅｆｉｎｅｍｅｎｔ ｆｏｒ θ ＝ ０．５ ｆｏｒ θ ＝ ０．１，０．３，０．５

图 ３（ａ） 　 θ ＝ ０．５ 时第 １３ 次自适应 图 ３（ｂ） 　 θ ＝ ０．１，０．３，０．５ 时 ‖ｕ － ｕｋ‖Ａ，Ω 的

加密后的加密图 误差曲线图

Ｆｉｇ．３（ａ） 　 Ｔｈｅ ｇｒｉｄ ａｆｔｅｒ ｔｈｅ １３ｒｄ ａｄａｐｔｉｖｅ Ｆｉｇ．３（ｂ） 　 Ｔｈｅ ｅｒｒｏｒ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ‖ｕ － ｕｋ‖Ａ，Ω

ｒｅｆｉｎｅｍｅｎｔ ｆｏｒ θ ＝ ０．５ ｆｏｒ θ ＝ ０．１，０．３，０．５

例 ３（Ｌ⁃ｓｈａｐｅ 型区域问题）　 设 Ω ＝ ［ － １，１］ ２ ＼［０，１］ × ［ － １，０］，选择适当的右端函数 ｆ
和 Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ 边界函数 ｇＳ，使得真解函数 ｕ ＝ （ｕ１，ｕ２） Ｔ 为

　 　 ｕ１（ｘ，ｙ） ＝ ｕ２（ｘ，ｙ） ＝ ｒ２ ／ ３ｓｉｎ（２ϕ ／ ３） ．
图 ４ 为线性有限元的实验结果．图 ４（ａ）为加密 ２２ 次的网格图，可以看出加密单元均集中

６７９ 刘 春 梅　 　 　 钟 柳 强　 　 　 舒　 　 适　 　 　 肖 映 雄



在真解函数有奇性的地方．图 ４（ｂ）为 θ ＝ ０．１，０．３，０．５ 时真解函数 ｕ与有限元函数 ｕｋ 在能量范

数下的误差曲线图，其中横坐标 Ｎ 表示自适应加密过程中自由度的个数．
从图 ２～图 ４ 中的图（ｂ）可以看出，真解函数 ｕ与有限元函数 ｕｋ 在能量范数下的误差曲线

平行于斜率 － １ ／ ２，即自适应算法是收敛的，同时可以看出 θ ∈ （０．１，０．５） 时自适应算法是鲁

棒的．

图 ４（ａ） 　 θ ＝ ０．５ 时第 ２２ 次自适应 图 ４（ｂ） 　 θ ＝ ０．１，０．３，０．５ 时 ‖ｕ － ｕｋ‖Ａ，Ω 的

加密后的加密图 误差曲线图

Ｆｉｇ．４（ａ） 　 Ｔｈｅ ｇｒｉｄ ａｆｔｅｒ ｔｈｅ ２２ｎｄ ａｄａｐｔｉｖｅ Ｆｉｇ．４（ｂ） 　 Ｔｈｅ ｅｒｒｏｒ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ‖ｕ － ｕｋ‖Ａ，Ω

ｒｅｆｉｎｅｍｅｎｔ ｆｏｒ θ ＝ ０．５ ｆｏｒ θ ＝ ０．１，０．３，０．５
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