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摘要：　 使用近似解析法来研究在给定初始条件和边界条件下变系数 Ｂｕｒｇｅｒｓ 方程，引入一种新式

同伦来解决微分方程中由变系数带来的问题，这种新同伦比传统方法计算更高效，并能给出时域

上的一致解析表达式．分别计算了有限空间域上变系数 Ｂｕｒｇｅｒｓ 方程的解析解，讨论了在有限空间

区域上激波的形成，并对所得解析解进行了范数意义下收敛性研究的探索．基于 Ｌｉｅ（李）变换群理

论，研究了该方程的对称性质，给出了其无穷小生成子，守恒律和群不变解．文中给出的解是从非线

性偏微分方程中直接得到的，未经过行波变换．通过“ｈ⁃ｃｕｒｖｅ”准则探讨了近似解的收敛性．通过有

限差分法进行直接数值模拟，已验证该方法的准确性和有效性．
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引　 　 言

非线性抛物线方程的 Ｃａｕｃｈｙ 问题为
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可以从非定常的 Ｎａｖｉｅｒ⁃Ｓｔｏｋｅｓ 方程中得到
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上式描述了一维气体的非定常球对称运动，其中
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从式（３）中可以通过摄动法扩展 Ｕ：

　 　 Ｕ ＝ Ｕｃ ＋ ε（Ｕ０ ＋ εＵ１ ＋ … ＋ μ １Ｕ２ ＋ μ ２Ｕ３ ＋ …）， μ １ ＝ １
Ｒｅ

， μ ２ ＝ １
ｘｐ

． （５）

引入以下慢变量：
　 　 τ ０ ＝ ｔ， τ １ ＝ εｔ， τ ２ ＝ μ １ ｔ， τ ３ ＝ μ ２ ｔ， （６）

最后得到如下形式：
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这时得到一个奇异方程：

　 　 Ｗｔ ＋ ＷＷｘ ＋ Ｗ
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＝ εＷｘｘ， （８）

其中 ｘ，ｔ 是新的空间⁃时间变量， Ｗ 是个标量，另取

　 　 ｕ ＝ ｔＷ， ｔ′ ＝ ｌｎ ｔ ． （９）
用 ｔ′ 代换 ｔ， 得到广义 Ｂｕｒｇｅｒｓ 粘性方程［１］：

　 　 ｕｔ ＋ ｕｕｘ － εｅｔｕｘｘ ＝ ０． （１０）
该方程是有界振幅声波在管道中的管道线性化之后的传播模型，其中 ｕ 是声速变量，εｅｔ 取决

于所选管道［２⁃３］ ．文献［４］中给出了黏性广义 Ｂｕｒｇｅｒｓ 方程全局存在且唯一．文中同时给出了广

义 Ｂｕｒｇｅｒｓ 方程在特定初始条件下的解的渐近性．Ｓｃｏｔｔ［２］证明了当 ｔ → ∞ 时式（１０） 的解在 Ｌ∞

范数上收敛于热量方程的解．一些变系数 Ｂｕｒｇｅｒｓ 方程［５⁃９］ 可以转变成常系数 Ｂｕｒｇｅｒｓ 方程，见
文献［１０⁃１１］，但式（１０）并不属于此类情况，也就是说式（１０）不能线性化．

１　 变系数 Ｂｕｒｇｅｒｓ 方程的解析解

１．１　 变系数 Ｂｕｒｇｅｒｓ 方程的新式同伦

为了构造广义 Ｂｕｒｇｅｒｓ 方程的近似解析解，引入如下新式的同伦方程．与传统的同伦不同，
广义的同伦能够提供一族级数解，其收敛区域依赖于辅助参数和辅助函数，它提供了一条调节

和控制级数解收敛区域和收敛速度的简便途径．传统的同伦分析方法求解常系数非线性问题，
本文克服了变系数问题求解的困难，将辅助变量 ｑ 与非线性变系数 Ｂｕｒｇｅｒｓ 方程中的指数结

合，得到了如式（１１）所示的指数同伦形式，这是在以往研究中没有尝试过的．同伦系数 ｑ 不仅

出现在 Ｌｉａｏ［１２］所述的一般同伦中的 ｑ 和 １ － ｑ，也出现在系数 ｅｑｔ 中的上标．同伦方程由如下方

程来描述［１３⁃２２］：
　 　 Ｈ（ｘ，ｔ，ｑ） ＝ （１ － ｑ）Ｌ（ｕ） － ｑ［ｕｔ ＋ ｕｕｘ － εｅｑｔｕｘｘ］， （１１）

其中 Ｌ（ｕ） ＝ ∂ｕ ／ ∂ｔ 是线性算子，用来通过对 ｔ 多项式求近似解析解．已知当 ｑ ＝ ０ 时，式（１１） 是

线性化方程 Ｌ（ｕ） ＝ ０，但当 ｑ ＝ １， 式（１１）是广义 Ｂｕｒｇｅｒｓ 方程．也就是说，当 ｑ 在 ０ 和 １ 之间变

化时，式（１１） 关于 ｑ 的解会从 Ｌ（ｕ） ＝ ０ 的解变为广义 Ｂｕｒｇｅｒｓ 方程的解．
将式（１１）的解扩充为

　 　 ｕ（ｘ，ｔ） ＝ ∑
∞

ｎ ＝ ０
ｕｎ（ｘ，ｔ）ｑｎ， （１２）

８７７ 邹　 丽　 　 王　 振　 　 宗　 智　 　 王喜军　 　 张　 朔



将变系数 Ｔａｙｌｏｒ（泰勒）展开：
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可知对所有实数 ｑ 和 ｔ 级数解都是收敛的．
将式（１２）和式（１３）代入式（１１）得到一个关于 ｑ 的多项式，使用 Ｌ ＝ ∂ ／ ∂ｔ 算子也会得到一

个关于 ｑ 的线性偏微分方程：
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把 ｕｎ（ｘ，ｔ） 简写为 ｕｎ，若 ｕｎ（ｘ，ｔ） 关于 ｔ 独立，由 Ｌ ＝ ∂ ／ ∂ｔ 可得 Ｌ（ｕ０） ＝ ０．
所有 ｑｎ 的系数都是普通微分方程，也被称为高阶形变方程．
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其中

　 　 χ
ｎ ＝ ０， ｎ ＝ １，

１， ｎ ≠ １ ．{ （１６）

很明显所有高阶形变方程在低阶近似解的表达式都是含有非齐次项的线性微分方程．所
有这些方程若知初始 ｕ０ 都可以一一求解．
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由式（１２）和式（１１），在式（１２）中取 ｑ ＝ １ 可得广义 Ｂｕｒｇｅｒｓ 方程的近似解析解．

注　 这里应该指出也有一些别的同伦方法可用于变系数 Ｂｕｒｇｅｒｓ 方程．比如，常同伦也适用此方程，但是

指数方程 ｅｔ 将会出现在线性微分方程中．所以如 Ｌｉａｏ［１２］所述传统的同伦方法不如指数同伦对此类问题高效．
将指数部分 ｅｔ 替换为它的缩减项也可行，那么常同伦也适用于变系数 Ｂｕｒｇｅｒｓ 方程．然而，并未考虑近似解的

阶数．指数同伦与其它 ３ 种同伦相比更高效，易操作．

１．２　 有限空间域的解析解

在如下有限空间域的初始边界条件考虑广义 Ｂｕｒｇｅｒｓ 方程式（１０）：

　 　
ｕ（ｘ，０） ＝ ｓｉｎ（πｘ）， ｘ ∈ ［０，１］，
ｕ（０，ｔ） ＝ ｕ（１，ｔ） ＝ ０， ｔ ∈ ［０， ＋ ∞），{ （１８）

这仍是一个对 Ｂｕｒｇｅｒｓ 方程的经典初始边界条件．
　 　 ｕｔ ＋ ｕｕｘ － νｕｘｘ ＝ ０． （１９）
很多问题都可以用 Ｂｕｒｇｅｒｓ 方程描述［２３］，比如文献［２４⁃２５］中，Ｃｏｌｅ 等给出了式（１９）在式

（１８）的初始边界下的解析解：

　 　 ｕ（ｘ，ｔ） ＝ － ２ν［ｌｎ ｆ（ｘ，ｔ）］ ｘ ＝ － ２ν
ｆｘ（ｘ，ｔ）
ｆ（ｘ，ｔ）

， （２０）

其中

　 　 ｆ（ｘ，ｔ） ＝ ∫１
０
ｅ －１－ｃｏｓ（πｘ）

２πν ｄｘ ＋ ∑
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０
ｅ －１－ｃｏｓ（πｘ）

２πν ｃｏｓ（ｎπｘ）ｄｘｅ －ｎ２π２νｔｃｏｓ（ｎπｘ） ． （２１）
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近似解 ｕ０ 的首项应满足线性微分方程

　 　 Ｌ（ｕ０） ＝ ０． （２２）
初始条件式（１８）关于笔者定义的 Ｌ ＝ ∂ ／ ∂ｔ 独立．

根据式（１７）的递推关系和式（１８）的初始及边界条件，可得

　 　

ｕ１ ＝ ｈπｔｓｉｎ（πｔ）（ｃｏｓ（πｘ） ＋ επ），

ｕ２ ＝ １
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　 　 ｈπ ３ε ２ ｔ ＋ πεｔ ＋ ２ｈｃｏｓ（πｘ） ＋ ２ｈεπ ＋ ２ｃｏｓ（πｘ） ＋ ２επ］ ｔ，

ｕ３ ＝ １
６

ｈπｓｉｎ（πｘ）［ｈ２π ５ε ３ ｔ２ ＋ １０ｈπ ２εｃｏｓ（πｘ） ｔ２ ＋ ５１ｈ２π ３ ｃｏｓ２（πｘ）εｔ２ ＋

　 　 ２８ｈ２π ４ｃｏｓ（πｘ）ε ２ ｔ２ ＋ ３ｈπ ３ε ２ ｔ２ ＋ πεｔ２ － １５ｈ２π ３εｔ２ ＋
　 　 １６ｈ２π ２ｃｏｓ３（πｘ） ｔ２ － １０ｈ２π ２ｃｏｓ（πｘ） ｔ２ － ６ｈ２πｔ ＋
　 　 １８ｈ２πｃｏｓ２（πｘ） ｔ ＋ １８ｈπｃｏｓ２（πｘ） ｔ ＋ ６ｈ２π ３ε ２ ｔ ＋
　 　 ３６ｈ２π ２ｃｏｓ（πｘ）εｔ － ６ｈπｔ ＋ ６ｈ２π ３ε ２ ｔ ＋ ３πｈεｔ ＋ ３πεｔ ＋
　 　 ６ｃｏｓ（πｘ） ＋ ３６ｈπ ２ｃｏｓ（πｘ）εｔ ＋ １２ｈｃｏｓ（πｘ） ＋ ６ｈ２επ ＋ ６ｈ２ｃｏｓ（πｘ） ＋
　 　 ６επ ＋ １２ｈεπ］ ｔ，
…
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用如下方式计算解析解的所有项．如果得到近似解的更多项，就得到广义 Ｂｕｒｇｅｒｓ 方程更

优更精确的近似解．对式（１８）中的初始条件，计算 １５ 阶的近似解．这里为方便起见，仅给出 ３
阶近似解．图 １ 和图 ２ 展示了由同伦法得到的式（１１）的 １５ 阶近似解．图 １ 是解析解的三维效

果图，其中收敛控制系数 ｈ ＝ － ０．３ 和 ε ＝ ０．１．
很明显，解随时间的推移而衰减．ｔ值越大，ｕ（ｘ，ｔ） 在相同参数下的最大值越小．图 ２给出图

１ 在不同时间 ｔ ＝ ０．１，０．２，０．４ 的横截面图．可以更直观地看出解析解随空间轴，特别在［０．６，１］
间的变化．图 ３ 显示了数值解和我们给出的解析解之间的对比．很明显数值解和解析解吻合得

很好，不考虑有限差分法得到高精确数值解的时间耗费，只把数值解法作为参考解．
实际上，广义 Ｂｕｒｇｅｒｓ 方程在初始边界条件式（１８）下的解和 Ｂｕｒｇｅｒｓ 方程式（１９）在同一初

始条件下的解具有相同特性和行为特征，含有常系数和变系数 Ｂｕｒｇｅｒｓ 方程以时间的指数趋向

于 ０．广义 Ｂｕｒｇｅｒｓ 方程较常系数 Ｂｕｒｇｅｒｓ 方程在相同 ε 值速度更快．
如果选择较大的数值，广义 Ｂｕｒｇｅｒｓ 方程的解衰减得更快．可以先固定一个点，画出在该点

和 ε 取值下得到的解的关系如图 ４（圈点表示 Ｐａｄé（帕德） 逼近近似关系，实线表示 １５ 阶近似

解下 ε 和 ｕ（０．１，０．５） 的关系） ．从图中可以看出 ｕ（ｘ，ｔ） 的投影在点（０．１，０．５） 处随 ε 从 ０ 增加

到 ３ 时迅速减少．在如下范式下也能发现该趋势：

　 　 ‖ｕ（ｘ，ｔ）‖ ＝ ∫ｂ
ａ
∫ｄ
ｃ
ｕ（ ｔ，ｘ） ２ｄｘｄｔ， （２４）

该范数对 ε 有相同性质．
图 ５ 给出在点（０．５，０．１）和（０．８，０．２）参数 ｈ 的图示，也在同伦分析法中被称为“ｈ⁃ｃｕｒｖｅ” ．

易见“ｈ⁃ｃｕｒｖｅ” 对点（０．５，０．１） 和（０．８，０．２） 在［ － １，０］ 区间是平滑的．这意味着根据 Ｌｉａｏ［１２］的

理论解是收敛的．最近，Ｏｄｉｂａｔ 结合 “ｈ⁃ｃｕｒｖｅ” 给出判定解是否收敛的准则．文中说存在 ０ ＜ γ
＜ １使得‖ϕｋ＋１‖≤ γ‖ϕｋ‖，那么近似解是收敛的［２６］ ．图 ６给出不同 ｋ对应的的参数 γ，容易

发现 １４ 个 γ 都小于单位 １，这意味着级数解应该是收敛的，最大截断误差可以估测出来．
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图 １　 当 ε ＝ ０．１， 满足边界条件（１８）和 图 ２　 当 ε ＝ ０．１， 满足边界条件（１８）的式（１０）
方程（１０）的 １５ 阶近似解析解 ｔ ＝ ０．１，０．２，０．４ 时解的演化

Ｆｉｇ．１　 ３Ｄ ｓｈａｐｅ ｏｆ ｔｈｅ １５ｔｈ ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅ ａｎａｌｙｔｉｃａｌ Ｆｉｇ．２　 Ｅｖｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｔｏ（１０） ｕｎｄｅｒ
ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｔｏ （１０） ｕｎｄｅｒ ｉｎｉｔｉａｌ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ ｉｎｉｔｉａｌ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ （１８） ｆｏｒ ε ＝ ０．１
（１８） ｆｏｒ ε ＝ ０．１ ａｎｄ ｔ ＝ ０．１， ０．２， ０．４

图 ３　 ｔ ＝ ０．２３ 时，１５ 阶近似解析解与数值解的对比图 图 ４　 当 ｈ ＝ － ０．３时 ε 和 ｕ（０．１，０．５） 的关系图

Ｆｉｇ．３　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ １５ｔｈ ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅ ａｎａｌｙｔｉｃａｌ Ｆｉｇ．４　 ε ｖｓ． ｕ（０．１，０．５） ｇｒａｐｈ ｆｏｒ ｈ ＝ － ０．３
ｓｏｌｕｔｉｏｎ ａｎｄ ｔｈｅ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｆｏｒ ｔ ＝ ０．２３

图 ５　 当 ε ＝ ０．１， 黑线和红线分别表示在 图 ６　 当 ｈ ＝ － ０．３， ｘ ＝ ０．５， γ ｉ 在 ｔ ∈ ［０，０．３］

（ｘ，ｔ） ＝ （０．５，０．１） 和（ｘ，ｔ） ＝ （０．８，０．２） 时的图形， ｉ 取 ０ 到 １５
时收敛参数 ｈ 的图形 Ｆｉｇ．６　 γ ｉ ｖｓ． ｉ ｇｒａｐｈ ｏｆ γ ｉ ｆｏｒ ｔ ∈ ［０，０．３］，

Ｆｉｇ．５　 Ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｐａｒａｍｅｔｅｒ ｈ ｆｏｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｐｏｉｎｔｓ： ｈ ＝ － ０．３， ｘ ＝ ０．５ ａｎｄ ｉ ｆｒｏｍ ０ ｔｏ １５
ｂｌａｃｋ ｌｉｎｅ ｆｏｒ （ｘ，ｔ） ＝ （０．５，０．１） ａｎｄ
ｒｅｄ ｌｉｎｅ ｆｏｒ （ｘ，ｔ） ＝ （０．８，０．２） ｆｏｒ ε ＝ ０．１

１．３　 激波的形成

常系数 Ｂｕｒｇｅｒｓ 方程是典型的允许激波产生的非线性方程，变系数 Ｂｕｒｇｅｒｓ 方程类似于常

１８７指数同伦法对 Ｃａｕｃｈｙ 条件下变系数 Ｂｕｒｇｅｒｓ 方程的解析与数值分析



系数 Ｂｕｒｇｅｒｓ 方程也同样有激波产生．非线性项 ｕｕｘ 是变系数 Ｂｕｒｇｅｒｓ 方程和常系数 Ｂｕｒｇｅｒｓ 方

程中激波的成因．
如果另外给定初始边界条件

　 　 ｕ（ｘ，０） ＝ ｓｉｎ（２πｘ）， ｕ（０，ｔ） ＝ ０， ｕ（１，ｔ） ＝ ０． （２５）
需要指出条件式（２５）仅仅是替换式（１８）的初始条件．实际上，两种初始条件的区别只在

于在 ｘ 上的伸缩变换．换句话说，两种条件有不同的周期，式（１８）的周期是 ２π，而式（２５）的周

期是 π ．
对式（１０）使用同样的步骤和同样的同伦指数及式（１８）所示的初始边界条件．图 ７ 和图 ８

显示了 ε ＝ ０．０２ 时同伦指数法得到的解析解．图 ７ 显示了激波的形成，图中 ３ 条线分别表示 ｔ ＝
０，０．１，０．２ 时的波像图，波像起初是简谐波，随时间而变陡．由于非线性项 ｕｕｘ 是激波的成因，ε
越小，线性项 εｅｔｕｕｘ 的影响也越小．由于扩散是主要现象，所以波像会迅速衰减，激波现象也不

明显．
考虑线性项 εｅｔｕｕｘ 的形式，发现它包含 ｅｔ，所以 ε 等同于一个小量，由于 ｅｔ 随时间变大，线

性项 εｅｔｕｕｘ 随时间影响也变大．所以只有当 ε 和 ｔ 都是小量时会有激波产生．显而易见在变系

数 Ｂｕｒｇｅｒｓ 方程的二维图示中短时间存在的激波的产生，较长时间看不出扩散现象的作用，图
９ 中数值模拟和笔者的分析吻合得很好．

图 ７　 当 ε ＝ ０．０２，在不同时刻 ｔ ＝ ０，０．１，０．２ 下， 图 ８　 当 ε ＝ ０．０２， 时间从 ０ 到 ０．２ 时变系数

由指数同伦描述激波的形成过程 Ｂｕｒｇｅｒｓ 方程的三维图形

Ｆｉｇ．７　 Ｓｈｏｃｋ ｗａｖｅ ｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｄｅｓｃｒｉｂｅｄ ｗｉｔｈ ｔｈｅ Ｆｉｇ．８　 ３Ｄ ｓｈａｐｅ ｏｆ ＶｃＢｕｒｇｅｒｓ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｆｏｒ

ｅｘｐｏｎｅｎｔｉａｌ ｈｏｍｏｔｏｐｙ ｆｏｒ ε ＝ ０．０２ ａｔ ε ＝ ０．０２ ａｎｄ ｔ ｆｒｏｍ ０ ｔｏ ０．２

ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｍｏｍｅｎｔｓ ｏｆ ｔ ＝ ０，０．１，０．２

２　 对称，守恒律和不变解

不考虑微分方程的初边值条件，有时也能求得其特解，Ｌｉｅ 对称法是研究常微分方程和偏

微分方程的重要分析方法［２６⁃２９］，同时该方法也是求解微分方程精确解的有力工具．考虑如下无

穷小单参数 Ｌｉｅ 变换群 （ｘ，ｔ，ｕ）：

　 　
ｘ → Ｘ ＝ ｘ ＋ ａτ（ｘ，ｔ，ｕ），
ｔ → Ｔ ＝ ｔ ＋ ａξ（ｘ，ｔ，ｕ），
ｕ → Ｕ ＝ ｕ ＋ ａη（ｘ，ｔ，ｕ），

ì

î

í

ïï

ïï

（２６）
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其中

　 　 Ｘ ＝ ｆ（ ｔ，ｘ，ｕ，ａ）， Ｔ ＝ ｇ（ ｔ，ｘ，ｕ，ａ）， Ｕ ＝ ｈ（ ｔ，ｘ，ｕ，ａ） ． （２７）
对群变换参数 ａ分别进行 Ｔａｙｌｏｒ 展开，保留 ａ为线性项．无穷小变换提供Ｇ群的生成法则，即相

应向量场为

　 　 Ｘ ＝ τ（ｘ，ｔ，ｕ） ∂
∂ｔ

＋ ξ（ｘ，ｔ，ｕ） ∂
∂ｘ

＋ η（ｘ，ｔ，ｕ） ∂
∂ｕ

．

该法则也被称为和变系数 Ｂｕｒｇｅｒｓ 方程（１０）相容的算子或称为式（１０）的无穷小生成子．实际

上，式（１０）可被表示成

　 　 Δ ＝ ｕｔ ＋ ｕｕｘ － εｅｔｕｘｘ ＝ ０．
该算子的一阶和二阶微分延拓可表示为

　 　 ｐ（２）
ｒ Ｘ ＝ τ ∂

∂ｔ
＋ ξ ∂

∂ｘ
＋ η ∂

∂ｕ
＋ η ｔ ∂

∂ｕｔ

＋ η ｘ ∂
∂ｕｘ

＋ η ｘｘ ∂
∂ｕｘｘ

， （２８）

其中 τ，ξ，η 是（ｘ，ｔ，ｕ） 的函数，η ｔ，η ｘ，η ｘｘ 可由 τ，ξ，η 确定，延拓算子的约束条件为

　 　 ｐ（２）
ｒ Ｘ（Δ） Δ ＝ ０ ＝ ０， （２９）

τ，ξ，η 可由上式确定．经过计算，可以得到 τ，ξ，η 的表达式为

　 　 τ ＝ ２Ｃ１， ξ ＝ Ｃ３ ｔ ＋ Ｃ１ｘ ＋ Ｃ２， η ＝ Ｃ３ ＋ Ｃ１ｕ， （３０）
其中包含 ３ 个自变量 Ｃ ｉ ．即变系数 Ｂｕｒｇｅｒｓ 方程有如下 ３ 个无穷小生成子：

　 　

Ｘ１ ＝ ∂
∂ｘ

，

Ｘ２ ＝ ｔ ∂
∂ｘ

＋ ∂
∂ｕ

，

Ｘ３ ＝ ２ ∂
∂ｔ

＋ ｘ ∂
∂ｘ

＋ ｕ ∂
∂ｕ

．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï

（３１）

按照类似的方法，可得到变系数 Ｂｕｒｇｅｒｓ 方程（８）容许下列的无穷小变换：

　 　

Ｘ１ ＝ ∂
∂ｘ

，

Ｘ２ ＝ ｌｎ（ ｔ） ∂
∂ｘ

＋ １
ｔ

∂
∂ｕ

，

Ｘ３ ＝ ｘ ∂
∂ｘ

＋ ２ｔ ∂
∂ｔ

－ ｕ ∂
∂ｕ

．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï

变系数 Ｂｕｒｇｅｒｓ 方程的守恒形式简单，为

　 　 Ｕｔ ＋
Ｕ２

２
＋ ｅｔＵｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｘ
＝ ０， （３２）

基于 Ｌｉｅ 群变换理论，可得其不变解为

　 　 ｕ（ｘ，ｔ） ＝ ｘ ＋ Ｃ
ｔ

， （３３）

其中 Ｃ 是任意常数．这也是变系数 Ｂｕｒｇｅｒｓ 方程的相似解．
需要指出一些文章在研究变系数 Ｂｕｒｇｅｒｓ 方程时，仅通过解析手段，研究整个特性和构造

方法所得出的精确解［３０⁃３３］ ．这些文章重点在变系数 Ｂｕｒｇｅｒｓ 方程的统一格式．至于具体如式
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（１０）的 Ｂｕｒｇｅｒｓ 方程的表达式，只有少数成果．变系数 Ｂｕｒｇｅｒｓ 方程与其系数的约束一起出现，
而系数 ｅｔ 并不满足那些文章所述的约束．

３　 直接数值模拟

本节将给出变系数 Ｂｕｒｇｅｒｓ 方程在不同初值和边界条件下的直接数值模拟．数值模拟可以

验证同伦指数表示的解析解的收敛性和有效性．数值解还能显示解的长时间行为特性．围绕常

系数 Ｂｕｒｇｅｒｓ 方程已经有很多工作［３４⁃３７］ ．
首先，将变系数 Ｂｕｒｇｅｒｓ 方程（１０）重写为等价守恒形式：

　 　 ｕｔ ＋
ｕ２

２
æ

è
ç

ö

ø
÷

ｘ
－ εｅｔｕｘｘ ＝ ０． （３４）

选择合适的解来逼近这个方程，而不是之前的式（１０）．
解 ｕ（ｘ，ｔ） 通过在网（ｘ ｊ，ｔｎ） 上的网方程 ｕｎ

ｊ 来逼近，其中 ｘ ｊ ＝ ｊΔｘ，ｔｎ ＝ ｎΔｔ， ｊ ＝ ０，１，…，Ｍ，
ｎ ＝ ０，１，…，Ｎ，ｘ 栅栏上的点间距为 Δｘ，取值范围为 １ 到 Ｍ；下标 ｊ 用来表示第 ｉ 个网格点上的

函数．
显式向后的差分近似法用于对时间 ｔ，中心法用于对空间 ｘ，ｕｎ

ｊ 近似 ｕ（ｘ ｊ，ｔｎ），

　 　
ｕｎ
ｊ － ｕｎ－１

ｊ

Δｔ
＋

（ｕｎ－１
ｊ ＋１ ） ２ － （ｕｎ－１

ｊ －１ ） ２

４Δｘ
－ εｅｎΔｔ ｕ

ｎ
ｊ＋１ ＋ ｕｎ

ｊ－１ － ２ｕｎ
ｊ

Δｘ２
＝ ０． （３５）

对定常时间节点 ｔｎ ＝ ｎΔｔ 需要求解系数可写成矩阵形式的线性代数方程组．实际上，对每级时

间可写成更直观的形式

　 　 ａｎｕｎ
ｊ－１ ＋ ｂｎｕｎ

ｊ ＋ ｃｎｕｎ
ｊ＋１ ＝ ｆ ｎ， （３６）

其中

　 　 ａｎ ＝ － ΔｔεｅｎΔｔ， ｂｎ ＝ ２ΔｔｅｎΔｔ ＋ Δｘ２，

　 　 ｃｎ ＝ ａｎ， ｆ ｎ ＝ ｕｎ－１
ｊ Δｘ２ ＋ ΔｘΔｔ

４
［（ｕｎ－１

ｊ ＋１ ） ２ － （ｕｎ－１
ｊ －１ ） ２］ ．

所以，给定时间级，我们可以求解式（３６）所给的可信度低的线性代数方程，进而同样的步骤求

解下一时间级．
在本文的计算实例中，对式（３４）选取 Ｍ ＝ ６４，Ｎ ＝ ２１０，以及式（２５） 作为初始和边界条件．

参数 ε ＝ ０．０２， 式（３５）中的差分近似用于模拟激波的产生．图 ９ 和图 １０ 给出了变系数 Ｂｕｒｇｅｒｓ
方程的数值结果．图 ９ 描述了 （ｘ，ｔ） 在［０，１］×［０，２］区间的点．易知激波持续时间较短，然后就

很快扩散至平滑而不可见．在图 １０ 中对图 ９ 不同时间点数值解横断处理．图 １０ 给出在 ｔ ＝ ０，０．
１，０．２，０．３，０．６时，ｘ ＝ ０．２处相应的 ５条曲线从上到下的取值．从图中可以看出当 ｔ ＝ ０．２，波线在

ｘ ＝ ０．５ 时达到最高点．波像随时间衰减在 ｘ ＝ ０．５ 时斜率仍在下降．最终，波像在充分长的时间

内趋于 ０，如图 ９ 所示．
在式（１８）所给的初始和边界条件下，也可以按上面的有限差分法来得到数值结果．图 １１

和 １２ 分别给出整体视图和 ε ＝ ０．０２ 时，随时间变化的波动图．容易看出数值解和 １．２ 小节的解

析解吻合，至少具有相同的趋势．变系数 Ｂｕｒｇｅｒｓ 方程随时间变陡，然后达到最大值点时波向图

也随时间变得越来越平直．图 １２ 给出在 ｔ ＝ ０，０．２，０．４，０．６，０．８，１．２，ｘ ＝ ０．４处相应曲线从上到下

的取值．可以发现 ｔ ＝ ０．４ 时对应的曲线在这些曲线里在 ｘ ＝ １ 附近取得最大斜率．不同时间下 ｘ
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＝ １ 附近的波线斜率是向上凸的．

图 ９　 当 ε ＝ ０．０２， ＶｃＢｕｒｇｅｒｓ 方程的 图 １０　 当 ε ＝ ０．０２， 数值模拟的交集在 ｘ ＝ ０．２ 处，在 ｔ ＝ ０，

数值模拟图 ０．１，０．２，０．３，０．６ 时，从顶端到底端的相应曲线

Ｆｉｇ．９　 Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ＶｃＢｕｒｇｅｒｓ Ｆｉｇ．１０　 Ｉｎｔｅｒｓｅｃｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ａｔ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ

ｅｑｕａｔｉｏｎ ｆｏｒ ε ＝ ０．０２ ｍｏｍｅｎｔｓ ｏｆ ｔ ＝ ０，０．１，０．２，０．３，０．６ ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ ｔｏ

ｔｈｅ ｌｉｎｅｓ ｆｒｏｍ ｔｏｐ ｔｏ ｂｏｔｔｏｍ ｆｏｒ ｘ ＝ ０．２ ａｎｄ ε ＝ ０．０２

图 １１　 当 ε ＝ ０．０２， 在初始条件和边界条件式（２０） 图 １２　 当 ε ＝ ０．０２， 数值模拟的交集在 ｘ ＝ ０．４

下变系数 Ｂｕｒｇｅｒｓ 方程的数值模拟图 处， ｔ ＝ ０，０．２，０．４，０．６，０．８，１．２ 时，从顶端到

Ｆｉｇ．１１　 Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ＶｃＢｕｒｇｅｒｓ 底端的相应曲线

ｅｑｕａｔｉｏｎ ｆｏｒ ε ＝ ０．０２ ｕｎｄｅｒ ｉｎｉｔｉａｌ ａｎｄ Ｆｉｇ．１２　 Ｉｎｔｅｒｓｅｃｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ａｔ

ｂｏｕｎｄａｒｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ （２０） ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｍｏｍｅｎｔｓ ｏｆ ｔ ＝ ０，０．２，０．４，０．６，０．８，１．２

ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ ｔｏ ｔｈｅ ｌｉｎｅｓ ｆｒｏｍ ｔｏｐ ｔｏ ｂｏｔｔｏｍ ｆｏｒ

ｘ ＝ ０．４ ａｎｄ ε ＝ ０．０２

４　 结　 　 论

提出了一种新的同伦形式，即同伦指数，通过同伦指数可求解变系数 Ｂｕｒｇｅｒｓ 方程的解析

解．通过常同伦分析法的启发，本文进一步构造了一个算法，逐步形成截断级数形式的显式解

５８７指数同伦法对 Ｃａｕｃｈｙ 条件下变系数 Ｂｕｒｇｅｒｓ 方程的解析与数值分析



析解．同时，讨论了理论意义上 “ｈ⁃ｃｕｒｖｅ” 方法和 Ｃａｕｃｈｙ 序列得到的级数解的收敛性．给出了

两个算例，讨论了激波形成的显式解析解，包括小参数 ε 和时间变量系数 ｅｔ 的关系．本文还利

用有限差分法对激波的形成进行了直接数值模拟，也研究了对称守恒准则和变系数 Ｂｕｒｇｅｒｓ 方
程的不变解．还应用传统的 Ｌｉｅ 群方法研究变系数 Ｂｕｒｇｅｒｓ 方程，以探讨变换属性．
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