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摘要：　 反周期解问题是非线性微分系统动力学的重要特征．近年来，非线性整数阶微分系统的反

周期解问题得到了广泛的研究，非线性分数阶微分系统的反周期解问题也得到了初步的讨论．不同

于已有的工作，该文研究时不变分数阶系统反周期解的存在性问题．证明了时不变分数阶系统在有

限时间区间内不存在反周期解，而当分数阶导数的下限趋近于无穷大时，时不变分数阶系统却存

在反周期解．
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引　 　 言

分数阶微积分几乎与 Ｎｅｗｔｏｎ⁃Ｌｅｉｂｎｉｚ 传统微积分同时出现，最早可以追溯至 Ｌｅｉｂｎｉｚ 和

Ｈｏｓｐｉｔａｌ 在 １６９５ 年的研究工作，距今已有 ３００ 多年的历史［１］ ．然而，由于缺乏相应的物理背景，
分数阶微积分一直未能得到广泛的应用和发展．直到 ２０ 世纪晚期，计算技术的发展和工业技

术的提高为分数阶微积分的发展提供了客观条件［２］ ．近 ２０ 年来，分数阶微分系统的应用迅速

渗透到电子信息、人工智能、材料科学、生物工程、经济管理等领域．在混沌理论中，混沌控制的

思想是基于这样一个事实：混沌吸引子是由无数个不稳定的周期轨道镇定而形成的．因此，在
研究分数阶系统的混沌控制中，给出系统是否存在周期解是很有必要的［３］ ．在文献［４］中，作
者证明了时不变分数阶系统没有周期解；在文献［５］中，作者证明了以 Ｔ 为周期的函数在求分

数阶次微分后得到的函数不可能以 Ｔ 为周期；在文献［６］中，作者指出尽管在有限时间区间内

分数阶系统没有周期解，但是当考虑了系统的稳定状态响应时，能够检测到周期轨道；在文献

［７］中，作者讨论了 ３ 类不同定义的分数阶系统，即 Ｃａｐｕｔｏ 分数阶导数定义的系统、Ｒｉｅｍａｎｎ⁃
Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ 分数阶定义的系统和 Ｇｒüｎｗａｌｄ⁃Ｌｅｔｎｉｋｏｖ 分数阶定义的系统，证明了它们都没有周期

解；在文献［８］中，作者通过设计线性反馈控制器研究了分数阶混沌系统不稳定周期轨线的镇

定问题；在文献［９］中，作者讨论了线性分数阶微分系统周期解的不存在性问题，并在渐近周

期函数空间中研究了半线性分数阶微分系统周期解的存在性和唯一性问题．
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众所周知，反周期解问题是非线性微分系统动力学的重要特征，最先由日本学者 Ｏｋｏｃｈｉ
提出并进行研究［１０］ ．近年来，非线性微分系统的反周期解问题得到了广泛的研究［１１⁃１２］ ．在文献

［１１⁃１７］中，作者研究了整数阶非线性微分系统的反周期解问题，给出了系统存在反周期解的

若干充分条件；在文献［１８⁃２１］中，作者研究了具有反周期边界值条件的分数阶微分系统解的

存在性问题，获得了系统有解的一些判定条件．不同于已有的工作，本文研究了时不变分数阶

系统反周期解的存在性问题．

１　 预 备 知 识

分数阶微积分算子是整数阶微积分算子的推广，可以用如下广义的基本算子表示：

　 　 ａＤα
ｔ ＝

ｄα

ｄｔα
， α ＞ ０，

１， α ＝ ０，

∫ｔ
ａ
（ｄτ） －α， α ＜ ０，

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

其中， α 是分数阶微积分的阶次，ａ 和 ｔ 分别是算子的下限和上限．分数阶微积分的定义有多种

形式，目前，广泛应用的有 Ｇｒüｎｗａｌｄ⁃Ｌｅｔｎｉｋｏｖ 定义，Ｒｉｅｍａｎｎ⁃Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ 定义和 Ｃａｐｕｔｏ 定义．本文

采用 Ｃａｐｕｔｏ 分数阶导数定义．
定义 １［２２］ 　 ［ａ，ｂ］ 为实数轴 Ｒ 上的有限区间，α ∈ Ｒ ＋， ｆ（ ｔ） 为定义在［ａ，ｂ］ 上的连续函

数，则 ｆ（ ｔ） 的 Ｒｉｅｍａｎｎ⁃Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ 型 α 阶积分定义为

　 　 ａＩαｔ ｆ（ ｔ） ＝ １
Γ（α）∫

ｔ

ａ
（ ｔ － τ） α－１ ｆ（τ）ｄτ，　 　 ｔ ∈ ［ａ，ｂ］，

其中， ａＩαｔ 表示 α 阶积分算子，Γ（·） 表示 ｇａｍｍａ 函数算子．
定义 ２［２２］ 　 ［ａ，ｂ］ 为实数轴Ｒ上的有限区间，α∈Ｒ ＋， ｆ（ ｔ） ∈Ｃｎ［ａ，ｂ］，则 ｆ（ ｔ） 的Ｃａｐｕｔｏ

型 α 阶导数定义为

　 　 Ｃ
ａＤα

ｔ ｆ（ ｔ） ＝ １
Γ（ｎ － α）∫

ｔ

ａ
（ ｔ － τ） ｎ－α－１ ｆ（ｎ）（τ）ｄτ，　 　 ｔ ∈ ［ａ，ｂ］，

其中，当 α ∈ Ｎ 时，ｎ ＝ α；当 α Ｎ 时，ｎ ＝ ［α］ ＋ １．
根据定义 １ 和定义 ２， 很容易得到 Ｃ

ａＤα
ｔ ｆ（ ｔ） ＝ａＩｎ

－α
ｔ

Ｃ
ａＤｎ

ｔ ｆ（ ｔ）， ｎ是不小于 α 的最小整数．而当

０ ＜ α ＜ １ 时，有

　 　 Ｃ
ａＤα

ｔ ｆ（ ｔ） ＝ １
Γ（１ － α）∫

ｔ

ａ
（ ｔ － τ） －α ｆ ′（τ）ｄτ，　 　 ｔ ∈ ［ａ，ｂ］ ．

本文考虑如下时不变分数阶系统：

　 　
Ｃ
ａＤα ｉ

ｔ ＝ ｆｉ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ），
ｘｉ（ａ） ＝ ｘｉａ，

{ （１）

其中， ｉ ＝ １，２，…，ｎ， ０ ＜ α ｉ ＜ １， ｆｉ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ） 是时不变连续函数．方程 ｆｉ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ） ＝ ０
的解称为系统（１）的平衡点．在文献［２２］中，作者证明了系统（１）解的存在性和唯一性问题；在
文献［２］中，作者证明了系统（１）等价于如下 Ｖｏｌｔｅｒｒａ 积分方程：

　 　 ｘｉ（ ｔ） ＝ ｘｉ（ａ） ＋ １
Γ（α ｉ）

∫ｔ
ａ
（ ｔ － τ） α ｉ－１ｇｉ（τ）ｄτ， （２）

其中， ｇｉ（ ｔ） ＝ ｆｉ（ｘ１（ ｔ），ｘ２（ ｔ），…，ｘｎ（ ｔ）） ．
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定义 ３［１１］ 　 系统（１）的一个非常数解 ｘ（ ｔ） ＝ （ｘ１（ ｔ），ｘ２（ ｔ），…，ｘｎ（ ｔ）） 称为系统（１） 的一

个 Ｔ⁃ 反周期解，如果存在一个常数 Ｔ ＞ ０， 使得

　 　 ｘ（ ｔ） ＝ － ｘ（ ｔ ＋ Ｔ）
对任意的 ｔ ≥ ０ 都成立．

２　 主 要 结 果

假设 ｘ（ ｔ） ＝ （ｘ１（ ｔ），ｘ２（ ｔ），…，ｘｎ（ ｔ）） 是系统（１） 的一个 Ｔ⁃反周期解．也就是 ｘ（ ｔ） ＝ － ｘ（ ｔ ＋
Ｔ） 对任意的 ｔ ≥ ０ 都成立．显然，ｘ（ ｔ） ＝ ｘ（ ｔ ＋ ２Ｔ） 对任意的 ｔ ≥ ０ 都成立．由式（２）便得

　 　 ∫ａ＋２Ｔ
ａ

（ａ ＋ ２Ｔ － τ） α ｉ－１ｇｉ（τ）ｄτ ＝ ０，　 　 ｉ ＝ １，２，…，ｎ， （３）

其中， ｇｉ（ ｔ） ＝ ｆｉ（ｘ１（ ｔ），ｘ２（ ｔ），…，ｘｎ（ ｔ）） ．
引理 １　 如果 ｘ（ ｔ） ＝ （ｘ１（ ｔ），ｘ２（ ｔ），…，ｘｎ（ ｔ）） 是系统（１） 的一个 Ｔ⁃ 反周期解，则

　 　 ∫ａ＋２Ｔ
ａ

（ａ ＋ ２ｐＴ － τ） α ｉ－１ｇｉ（τ）ｄτ ＝ ０，　 　 ｉ ＝ １，２，…，ｎ （４）

对任意 ｐ ∈ Ｎ 恒成立．
证明　 由式（３）可知，当 ｐ ＝ １时，式（４） 显然成立．根据数学归纳法，假设式（４） 对任意 ｐ ＝

１，２，…，ｋ，ｋ ∈ Ｎ，ｋ ＜ ｎ 都成立．下面证明，当 ｐ ＝ ｋ ＋ １ 时，式（４）成立．
由式（２）和 ｘｉ（ａ） ＝ ｘｉ（ａ ＋ ２（ｋ ＋ １）Ｔ） 可得

　 　 ∫ａ＋２（ｋ＋１）Ｔ
ａ

（ａ ＋ ２（ｋ ＋ １）Ｔ － τ） α ｉ－１ｇｉ（τ）ｄτ ＝ ０，　 　 ｉ ＝ １，２，…，ｎ ． （５）

上式可记为

　 　 ∑
ｋ＋１

ｊ ＝ １
Ｓｉｊ ＝ ０，　 　 ｉ ＝ １，２，…，ｎ， （６）

其中

　 　 Ｓｉｊ ＝ ∫ａ＋２ｊＴ
ａ＋２（ ｊ －１）Ｔ

（ａ ＋ ２（ｋ ＋ １）Ｔ － τ） α ｉ－１ｇｉ（τ）ｄτ，　 　 ｉ ＝ １，２，…，ｎ ． （７）

定义 τ∗ ＝ τ － ２（ ｊ － １）Ｔ ，则

　 　 Ｓｉｊ ＝ ∫ａ＋２Ｔ
ａ

（ａ ＋ ２（ｋ － ｊ ＋ ２）Ｔ － τ∗） α ｉ－１ｇｉ（τ∗ ＋ ２（ ｊ － １）Ｔ）ｄτ∗，

ｉ ＝ １，２，…，ｎ ． （８）
而 ｇｉ（ ｔ） 是时不变的连续函数，即 ｇｉ（τ∗ ＋ ２（ ｊ － １）Ｔ） ＝ ｇｉ（τ∗） ．因此，式（８）等价于

　 　 Ｓｉｊ ＝ ∫ａ＋２Ｔ
ａ

（ａ ＋ ２（ｋ － ｊ ＋ ２）Ｔ － τ∗） α ｉ－１ｇｉ（τ∗）ｄτ∗，　 　 ｉ ＝ １，２，…，ｎ ． （９）

根据归纳假设可知， Ｓｉｊ ＝ ０，ｉ ＝ １，２，…，ｎ， ｊ ＝ ２，３，…，ｋ ＋ １．因此，由式（６） 即得 Ｓｉ１ ＝ ０，ｉ ＝ １，
２，…，ｎ ．证毕．

引理 ２　 如果式（４）对任意 ｐ ∈ Ｎ 恒成立，则式（１０）成立．

　 　 ∫ａ＋２Ｔ
ａ

ｇｉ（τ）ｄτ ＝ ０，　 　 ｉ ＝ １，２，…，ｎ ． （１０）

证明　 下面用归谬法证明式（１０）成立．
假设 Ｔ ＋

ｉ 表示曲线 ｇｉ（ ｔ） 与 ｔ轴所围成的位于 ｔ轴上方的区域的面积，Ｔ －
ｉ 表示曲线 ｇｉ（ ｔ） 与

ｔ 轴所围成的位于 ｔ 轴下方的区域的面积．则

　 　 ∫ａ＋２Ｔ
ａ

ｇｉ（τ）ｄτ ＝ Ｔ ＋
ｉ － Ｔ －

ｉ ，　 　 ｉ ＝ １，２，…，ｎ ． （１１）
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设 ｈｉ（ ｔ）， ｉ ＝ １，２，…，ｎ 是定义在区间［ａ，ａ ＋ ２Ｔ］ 内的正函数， 即 ｈｉ（ ｔ） ＞ ０， ａ≤ ｔ≤ ａ ＋ ２Ｔ，
ｉ ＝ １，２，…，ｎ ．则

　 　 ｍｉＴ
＋
ｉ － ＭｉＴ

－
ｉ ≤ ∫ａ＋２Ｔ

ａ
ｈｉ（τ）ｇｉ（τ）ｄτ ≤ ＭｉＴ

＋
ｉ － ｍｉＴ

－
ｉ ，　 　 ｉ ＝ １，２，…，ｎ， （１２）

其中

　 　
ｍｉ ＝ ｍｉｎ ｈｉ（ ｔ）， ａ ≤ ｔ ≤ ａ ＋ ２Ｔ， ｉ ＝ １，２，…，ｎ，
Ｍｉ ＝ ｍａｘ ｈｉ（ ｔ）， ａ ≤ ｔ ≤ ａ ＋ ２Ｔ， ｉ ＝ １，２，…，ｎ ．{ （１３）

如果 ｈｉ（ ｔ） ＝ （ａ ＋ ２ｐＴ － ｔ） α ｉ－１，则 ｍｉ ＝ （２ｐＴ） α ｉ－１，Ｍｉ ＝ （２ｐＴ － ２Ｔ） α ｉ－１ ．于是

　 　 （２ｐＴ） α ｉ－１Ｔ ＋
ｉ － （２ｐＴ － ２Ｔ） α ｉ－１Ｔ －

ｉ ≤ ∫ａ＋２Ｔ
ａ

（ａ ＋ ２ｐＴ － τ） α ｉ－１ｇｉ（τ）ｄτ ｉ ≤

　 　 　 　 （２ｐＴ － ２Ｔ） α ｉ－１Ｔ ＋
ｉ － （２ｐＴ） α ｉ－１Ｔ －

ｉ ． （１４）
接下来，证明式（１１）左侧积分的值不可能为正数．于是，只需证

　 　 Ｔ －
ｉ ／ Ｔ

＋
ｉ ＜ １． （１５）

而

　 　 ｌｉｍ
ｐ→∞

（２ｐＴ） α ｉ－１

（２ｐＴ － ２Ｔ） α ｉ－１
＝ １． （１６）

由式（１５）和（１６），必存在一个足够大的数 ｐ ∈ Ｎ 使得

　 　 （２ｐＴ） α ｉ－１

（２ｐＴ － ２Ｔ） α ｉ－１
＞

Ｔ －
ｉ

Ｔ ＋
ｉ

． （１７）

即 （２ｐＴ） α ｉ－１Ｔ ＋
ｉ － （２ｐＴ － ２Ｔ） α ｉ－１Ｔ －

ｉ ＞ ０， 结合式（１４）左侧，则

　 　 ∫ａ＋２Ｔ
ａ

（ａ ＋ ２ｐＴ － τ） α ｉ－１ｇｉ（τ）ｄτ ＞ ０，　 　 ｉ ＝ １，２，…，ｎ ． （１８）

与式（４）矛盾．因此，式（１１）左侧积分的值不可能为正数．同理，易证式（１１）左侧积分的值不可

能为负．证毕．
引理 ３　 如果式（４）对任意 ｐ ∈ Ｎ 恒成立，则式（１９）成立．

　 　 ∫ａ＋２Ｔ
ａ

τｍｇｉ（τ）ｄτ ＝ ０，　 　 ｍ ∈ Ｎ， ｉ ＝ １，２，…，ｎ ． （１９）

证明　 设 ｈｉ（ ｔ）， ｉ ＝ １，２，…，ｎ是定义在区间［ａ，ａ ＋ ２Ｔ］ 内的正函数，ｃ是常数，且满足 ｃ ＞
（ａ ＋ ２Ｔ）ｍ ．则

　 　 ｍｉＴ
＋
ｉ － ＭｉＴ

－
ｉ ≤

　 　 　 　 ∫ａ＋２Ｔ
ａ

ｈｉ（τ）（ｃ － τｍ）ｇｉ（τ）ｄτ ≤ ＭｉＴ
＋
ｉ － ｍｉＴ

－
ｉ ，　 　 ｉ ＝ １，２，…，ｎ， （２０）

其中

　 　
ｍｉ ＝ ｍｉｎ ｈｉ（ ｔ）， ａ ≤ ｔ ≤ ａ ＋ ２Ｔ， ｉ ＝ １，２，…，ｎ，
Ｍｉ ＝ ｍａｘ ｈｉ（ ｔ）， ａ ≤ ｔ ≤ ａ ＋ ２Ｔ， ｉ ＝ １，２，…，ｎ ．{ （２１）

Ｔ ＋
ｉ 表示曲线（ｃ － τｍ）ｇｉ（ ｔ） 与 ｔ 轴所围成的位于 ｔ 轴上方的区域的面积，Ｔ －

ｉ 表示曲线（ｃ －
τｍ）ｇｉ（ ｔ） 与 ｔ 轴所围成的位于 ｔ 轴下方的区域的面积．如果

　 　 ｈｉ（ ｔ） ＝ （ａ ＋ ２ｐＴ － ｔ） α ｉ－１

ｃ － ｔｍ
，

则
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　 　 ｍｉ ＝
（２ｐＴ） α ｉ－１

ｃ － ａｍ ， Ｍｉ ＝
（２ｐＴ － ２Ｔ） α ｉ－１

ｃ － （ａ ＋ ２Ｔ）ｍ ．

于是，式（２０）可以写成

　 　 （２ｐＴ） α ｉ－１

ｃ － ａｍ Ｔ ＋
ｉ － （２ｐＴ － ２Ｔ） α ｉ－１

ｃ － （ａ ＋ ２Ｔ）ｍ Ｔ －
ｉ ≤ ∫ａ＋２Ｔ

ａ
ｈｉ（τ）（ｃ － τｍ）ｇｉ（τ）ｄτ ≤

　 　 　 　 （２ｐＴ － ２Ｔ） α ｉ－１

ｃ － （ａ ＋ ２Ｔ）ｍ Ｔ ＋
ｉ － （２ｐＴ） α ｉ－１

ｃ － ａｍ Ｔ －
ｉ ，　 　 ｉ ＝ １，２，…，ｎ ． （２２）

由式（２２）和引理 １，可得

　 　

（２ｐＴ） α ｉ－１

ｃ － ａｍ Ｔ ＋
ｉ － （２ｐＴ － ２Ｔ） α ｉ－１

ｃ － （ａ ＋ ２Ｔ）ｍ Ｔ －
ｉ ≤ ０，

（２ｐＴ － ２Ｔ） α ｉ－１

ｃ － （ａ ＋ ２Ｔ）ｍ Ｔ ＋
ｉ － （２ｐＴ） α ｉ－１

ｃ － ａｍ Ｔ －
ｉ ≥ ０ ．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

（２３）

即

　 　

（２ｐＴ） α ｉ－１

（２ｐＴ － ２Ｔ） α ｉ－１
Ｔ ＋

ｉ － ｃ － ａｍ

ｃ － （ａ ＋ ２Ｔ）ｍ Ｔ －
ｉ ≤ ０，

（２ｐＴ － ２Ｔ） α ｉ－１

（２ｐＴ） α ｉ－１
Ｔ ＋

ｉ － ｃ － （ａ ＋ ２Ｔ）ｍ

ｃ － ａｍ Ｔ －
ｉ ≥ ０ ．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

（２４）

因为

　 　 ｌｉｍ
ｐ→∞

（２ｐＴ） α ｉ－１

（２ｐＴ － ２Ｔ） α ｉ－１
＝ １， 由式（２４）可得

　 　 Ｔ ＋
ｉ － ｃ － ａｍ

ｃ － （ａ ＋ ２Ｔ）ｍ Ｔ －
ｉ ≤ ０ ≤ Ｔ ＋

ｉ － ｃ － （ａ ＋ ２Ｔ）ｍ

ｃ － ａｍ Ｔ －
ｉ ． （２５）

而 ∫ａ＋２Ｔ
ａ

（ｃ － τｍ）ｇｉ（τ）ｄτ ＝ Ｔ ＋
ｉ － Ｔ －

ｉ ， 代入式（２５）可得

　 　
∫ａ＋２Ｔ
ａ

（ｃ － τｍ）ｇｉ（τ）ｄτ ＋ Ｔ －
ｉ － ｃ － ａｍ

ｃ － （ａ ＋ ２Ｔ）ｍ Ｔ －
ｉ ≤ ０，

∫ａ＋２Ｔ
ａ

（ｃ － τｍ）ｇｉ（τ）ｄτ ＋ Ｔ －
ｉ － ｃ － （ａ ＋ ２Ｔ）ｍ

ｃ － ａｍ Ｔ －
ｉ ≥ ０ ．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

（２６）

即

　 　
ｃ － （ａ ＋ ２Ｔ）ｍ

ｃ － ａｍ
－ １æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｔ －

ｉ ≤ ∫ａ＋２Ｔ
ａ

（ｃ － τｍ）ｇｉ（τ）ｄτ ≤
ｃ － ａｍ

ｃ － （ａ ＋ ２Ｔ）ｍ
－ １æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｔ －

ｉ ．（２７）

于是

　 　 ｌｉｍ
ｃ→∞∫

ａ＋２Ｔ

ａ
（ｃ － τｍ）ｇｉ（τ）ｄτ ＝ ０， （２８）

　 　 ｌｉｍ
ｃ→∞

ｃ∫ａ＋２Ｔ
ａ

ｇｉ（τ）ｄτ － ∫ａ＋２Ｔ
ａ

τｍｇｉ（τ）ｄτ ＝ ０． （２９）

由引理 ２，即可得

　 　 ∫ａ＋２Ｔ
ａ

τｍｇｉ（τ）ｄτ ＝ ０． （３０）

证毕．
引理 ４　 如果式（１０）和（１９）成立，则

８８６ 时不变分数阶系统反周期解的存在性



　 　 ∫ａ＋２Ｔ
ａ

（τ － ｔ０）ｍｇｉ（τ）ｄτ ＝ ０，　 　 ｉ ＝ １，２，…，ｎ （３１）

对任意 ｔ０ ∈ （ａ，ａ ＋ ２Ｔ），ｍ ∈ Ｎ ∪ { ０ } 恒成立．
证明　 由引理 ２ 和引理 ３，式（３１）显然成立．证毕．
定理 １　 时不变分数阶系统（１）不存在反周期解．
证明　 引入级数

　 　 ｅｘｐ －
（τ － ｔ０） ２

ｂ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ∑

∞

ｋ ＝ ０
（ － １） ｋ （τ － ｔ０） ２ｋ

ｂ２ｋｋ！
． （３２）

由引理 ４，即得

　 　 ∫ａ＋２Ｔ
ａ

ｅｘｐ（ － （τ － ｔ０） ２ ／ ｂ２）

ｂ π
ｇｉ（τ）ｄτ ＝ ０，　 　 ｉ ＝ １，２，…，ｎ， （３３）

其中， ｔ０ ∈ ［ａ，ａ ＋ ２Ｔ］，ｂ ＞ ０．由 Ｇａｕｓｓ 函数性质知

　 　 ｌｉｍ
ｂ→ ０ ＋

ｅｘｐ（ － （τ － ｔ０） ２ ／ ｂ２）

ｂ π
＝ δ（τ － ｔ０）， （３４）

其中， δ（ ｔ） 表示 Ｄｉｒａｃ（狄拉克） 函数．因此，当 ｂ → ０ ＋ 时，有

　 　 ∫ａ＋２Ｔ
ａ

δ（τ － ｔ０）ｇｉ（τ）ｄτ ＝ ０，　 　 ｉ ＝ １，２，…，ｎ ． （３５）

又 ｇｉ（τ），ｉ ＝ １，２，…，ｎ是连续函数，由上式即得 ｇｉ（ ｔ） ＝ ０对任意 ｔ∈（ａ，ａ ＋ ２Ｔ） 恒成立．因此，
ｇｉ（ａ） ＝ ｆｉ（ｘ１（ａ），ｘ２（ａ），…，ｘｎ（ａ）） ＝ ０，ｉ ＝ １，２，…，ｎ ．这意味着，（ｘ１（ａ），ｘ２（ａ），…，ｘｎ（ａ）） 实

际上是分数阶系统（１） 的不动点．因此，ｘ（ ｔ） ＝ （ｘ１（ ｔ），ｘ２（ ｔ），…，ｘｎ（ ｔ）） 是常值函数，这与定义

３ 矛盾．证毕．
引理 ５［１２］ 　 如果 ｆ（ｘ） 满足 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 条件，那么下述分数阶系统的解是记忆依赖的：
　 　 Ｃ

ａＤα
ｔ ｘ ＝ ｆ（ｘ）， ｘ（ａ） ＝ ｘａ ．

这意味着，上述方程的解 Ψ（ ｔ，ｘａ）， 和下述方程：

　 　 Ｃ
ｂＤα

ｔ ｙ ＝ ｆ（ｙ）， ｙ（ｂ） ＝ ｙｂ ＝
Δ Ψ（ｂ，ｘａ），　 　 ｂ ＞ ａ

的解 Ψ（ ｔ，ｙｂ），在 ｔ ≥ ｂ 上不一致．
反周期轨道是状态空间解，由于分数阶系统导数的记忆依赖性，为了获得反周期轨道，所

有可记忆的解都应该被考虑进来．这样的话，分数阶系统导数上下限的差应该足够大．这意味

着，为了检测到反周期解，分数阶系统导数的下限应当趋近于无穷大．
定理 ２　 当时不变分数阶系统（１）导数的下限趋近于±∞时，系统（１）存在反周期解．
证明　 假设式（１）有一个 Ｔ⁃ 反周期解 ｘ（ ｔ）， 则

　 　 ｘ（ ｔ） ＝ ｘ（ａ） ＋ １
Γ（α）∫

ｔ

ａ
（ ｔ － τ） α－１ ｆ（τ）ｄτ， （３６）

　 　 ｘ（ ｔ ＋ ２Ｔ） ＝ ｘ（ａ） ＋ １
Γ（α）∫

ｔ ＋２Ｔ

ａ
（ ｔ ＋ ２Ｔ － τ） α－１ ｆ（τ）ｄτ ． （３７）

记 τ∗ ＝ τ － ２Ｔ， 式（３７）即为

　 　 ｘ（ ｔ ＋ ２Ｔ） ＝ ｘ（ａ） ＋ １
Γ（α）∫

ｔ

ａ－２Ｔ
（ ｔ － τ∗） α－１ ｆ（τ∗ ＋ ２Ｔ）ｄτ∗ ． （３８）

由于假设了系统（１）有一个 Ｔ⁃ 反周期解，且系统又是时不变分数阶系统．因此，ｘ（ ｔ） ＝ ｘ（ ｔ
＋ ２Ｔ）， ｆ（τ∗ ＋ ２Ｔ） ＝ ｆ（τ∗） ．于是
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　 　 ｘ（ ｔ ＋ ２Ｔ） ＝ ｘ（ａ） ＋ １
Γ（α）∫

ｔ

ａ－２Ｔ
（ ｔ － τ∗） α－１ ｆ（τ∗）ｄτ∗ ． （３９）

由式（３６）和（３９）得

　 　 ｘ（ ｔ ＋ ２Ｔ） － ｘ（ ｔ） ＝ １
Γ（α）∫

ａ

ａ－２Ｔ
（ ｔ － τ） α－１ ｆ（τ）ｄτ ． （４０）

当 ｆ（τ） ≠ ０ 时，应用 ｘ（ ｔ） ＝ ｘ（ ｔ ＋ ２Ｔ） 可得式（４０） 的积分上下限相等，即 ａ ＝ ａ － ２Ｔ ．而 Ｔ ≠
０，因此，必有 ａ → ± ∞ ．证毕．

３　 结　 　 论

尽管整数阶系统可以看做是一类特殊的分数阶系统，但是它们的动力学行为仍存在较大

的差异．本文证明出了 Ｃａｐｕｔｏ 导数意义下的分数阶时不变系统在有限时间区间内不存在反周

期解，而当分数阶导数的下限趋近于无穷时却存在反周期解．
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