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摘要：　 基于 Ｌａｐｌａｃｅ 变换技术及其极限定理，推导了基于分数阶积分的不同广义热弹性理论模型

下弹性半空间受热冲击作用的渐近解，该渐近解可以准确地揭示热量在弹性体内传播的波动特

性，并可以捕捉到受热冲击作用在弹性波波前位置处产生的阶跃现象．通过对热冲击下弹性波的传

播及热弹性响应的渐近求解及结果分析，比较了不同广义热弹性理论对于热冲击问题的预测能

力，并揭示了热传输能力的不同对于热弹性行为的影响．
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引　 　 言

当热作用时间极其短暂或受热器件结构尺寸微细化而呈现微尺度效应时，热量将以有限

速度传播［１⁃２］ ．此时，基于热传播速度为无限大假设的经典热弹性理论将无法对包含该类特征

的超常传热行为进行准确地描述．为了克服经典理论的不足，相关学者基于超常传热的物理机

制，先后提出了能够描述热量以有限速度传播的广义热弹性理论．其中，应用较为广泛的有基

于单松弛时间的 Ｌ⁃Ｓ 理论［３］、两松弛时间的 Ｇ⁃Ｌ 理论［４］ 以及基于能量非耗散效应的 Ｇ⁃Ｎ 理

论［５］ ．在这些理论中，原有的抛物型温度控制方程被双曲型方程所取代，由此可以准确地描述

热量传递过程中的波动效应．
受到实验测试手段的限制，当前对于超常传热行为的研究均以理论分析为主，即采用上述

广义热弹性理论，对超常传热问题进行求解分析，给出热波、热弹性波在介质内的传递规律及

位移场、温度场和应力场的分布规律，进而对超常传热行为进行定性分析［６］ ．由于需计及热波

的波动效应，这些广义理论所包含的控制方程往往较为复杂，在求解方面存在较大的数学困

难，为此，如何采取有效的手段对控制方程进行准确求解是分析问题的关键所在．当前围绕超

常传热问题展开的研究主要采用以下几种分析方法：１） 积分变换结合数值反演，即借助于积

分变换对控制方程进行降阶处理，获取其在变换域内的解，然后通过数值方法对变换域内的解

进行数值反演，完成控制方程在时间域内的求解．其中 Ｂａｇｒｉ 和 Ｅｓｌａｍｉ［７］ 采用该方法对具有对
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称特征的一维问题进行了求解分析，给出了实心柱体和球体内部在不同受热条件下的热弹性

响应．Ｂａｂａｅｉ 和 Ｃｈｅｎ［８］则对一维移动热源激励下的预制功能梯度材料一维耦合热压电问题进

行了分析，给出了材料物性参数沿轴向呈指数规律变化条件下各物理场的分布规律．此外，Ｅｚ⁃
ｚａｔ 等［９］， Ｙｏｕｓｓｅｆ［１０］以及 Ｋｕｍａｒ 等［１１］分别对一维的变物性问题进行了研究，揭示了物性参数

随温度变化时对热弹性行为的影响．在这些问题的求解中，数值反演所引入的离散误差和截断

误差将降低求解的精度，致使该方法无法准确地揭示热的波动特征［１２］ ． ２） 有限元直接求

解［１３］，即依据有限元理论对控制方程进行离散，构建单元节点的有限元方程组，直接在时间域

内进行求解．该方法可以避免繁琐的积分变换过程，且能够较好地捕捉到弹性波波前存在的阶

跃现象，但其求解精度严重依赖于所选取的差分格式以及网络划分的质量，同时也无法获取特

征参量与物理场之间的函数关系．３） 积分变换结合渐近求解，即借助积分变换，在获取变换域

内控制方程解的基础上，利用超常传热问题的尺度特征，对变换域内的解进行渐近处理，通过

积分逆变换得到时间域内的近似解．Ｂａｌｌａ 和 Ｈｕｎｇａｒｙ［１４］ 首先对包含 Ｌ⁃Ｓ 理论在内的 ６ 种典型

的热弹性模型进行了求解分析，随后 Ｗａｎｇ 等［１５⁃１７］ 分别推导了基于 Ｌ⁃Ｓ，Ｇ⁃Ｌ 以及 Ｇ⁃Ｎ 模型在

内的半无限大体、实心柱体以及实心球体受热冲击作用的广义热弹性解．通过上述分析可知，
对于规则结构、简单边界的超常传热问题，该方法能够准确地捕捉到弹性波波前存在的阶跃现

象，并可以得到包含波速、波前位置、阶跃峰值以及响应区域在内的各物理量与特征参量之间

的函数关系［１５⁃１７］，便于超常传热行为的定性分析．
本文采用积分变换结合渐近求解的分析方法对弹性半空间受热冲击问题展开研究，推导

了基于分数阶积分的不同广义热弹性理论的广义热弹性解．利用这些理论解不仅可以揭示受

热冲击作用诱发的热波及热弹性波在弹性体内的传播规律，而且可以获取不同理论模型对于

超常传热行为的预测能力，同时也给出了弹性介质分子热传输能力的不同对于自身热弹性行

为的影响．

１　 基 本 方 程

基于 Ｌ⁃Ｓ，Ｇ⁃Ｌ 和 Ｇ⁃Ｎ 广义热弹性理论［３⁃５］，均质、各向同性材料热弹性控制方程可统一写

成如下的形式：
运动方程

　 　 ρｕｉ ＝ σｉｊ， ｊ ＋ ｆｉ； （１）
本构方程

　 　 σｉｊ ＝ λγｋｋδｉｊ ＋ ２μγｉｊ － β（θ ＋ τ１θ）δｉｊ； （２）
几何方程

　 　 γｉｊ ＝
１
２
（ｕｉ， ｊ ＋ ｕ ｊ，ｉ）； （３）

能量方程

　 　 ｑｉ，ｉ ＝ ρｒ － ρｃｐ（θ ＋ τ２θ） － Ｔ０βγｉｉ ＋ ｃｉθ，ｉ； （４）
热传导方程

　 　 η１ｑｉ ＋ τ０ｑｉ ＋ η２ｑｉ ＝ － η１ｋθ，ｉ － η２ｋ∗θ，ｉ － ｃｉθ； （５）
式中， ｕｉ 为位移分量，σｉｊ 为应力分量，γｉｊ 为应变分量， ｆｉ 为体积力分量，ｑｉ 为热流密度，ｒ为内热

源，θ ＝ Ｔ － Ｔ０ 为温度增量，Ｔ 为绝对温度，Ｔ０ 为参考温度，ρ 为密度，ｃｐ 为常应变比热比，ｋ 为热

传导系数，λ 和 μ 为 Ｌａｍé 常数， β ＝ αＴ（３λ ＋ ２μ） 为热力系数，αＴ 为线性热膨胀系数．τ０ 和 τ１，
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τ２ 分别为 Ｌ⁃Ｓ 理论和 Ｇ⁃Ｎ 理论中的热松弛时间， ｃｉ 和 ｋ∗ 分别为 Ｇ⁃Ｌ 理论和 Ｇ⁃Ｎ 理论中与物

性相关的常数，对于各向同性材料 ｃｉ ＝ ０．η１ 和 η２ 为归一化参数，方程中变量的上标“˙”和下

标“，”分别表示对时间和物质坐标的偏导数．
根据归一化参数及各物性参数取值的不同，上述控制方程可分别改写为 Ｌ⁃Ｓ，Ｇ⁃Ｌ 和 Ｇ⁃Ｎ

理论模型：
１） Ｌ⁃Ｓ 模型： η１ ＝ １， η２ ＝ ０， τ１ ＝ τ２ ＝ ０， ｃｉ ＝ ０；
２） Ｇ⁃Ｌ 模型： η１ ＝ １， η２ ＝ ０， τ０ ＝ ０；
３） Ｇ⁃Ｎ 模型： η１ ＝ ０， η２ ＝ １， τ０ ＝ τ１ ＝ τ２ ＝ ０， ｃｉ ＝ ０．
考虑到分数阶积分在工程领域的广泛应用，分数阶理论也被引入到广义热弹性问题的研

究中．基于分数阶理论［１８⁃１９］，热传导方程（５）可改写为如下的形式：
　 　 η１ｑｉ ＋ τ０ｑｉ ＋ η２ｑｉ ＝ － η１ｋＩα

－１θ，ｉ － η２ｋ∗Ｉα－１θ，ｉ － ｃｉＩα
－１θ， （６）

式中，分数阶积分 Ｉα 可定义成如下的形式［１８⁃１９］：

　 　 Ｉα ｆ（ ｔ） ＝ １
Γ（α） ∫

ｔ

０
（ ｔ － τ） α－１ｄτ，　 　 ０ ＜ α ≤ ２， （７）

其中， Γ（α） 为 ｇａｍｍａ（伽马）函数， α 为分数阶参数，且具有如下的关系：
０ ＜ α ＜ １， 　 　 弱传导性；
α ＝ １， 一般传导性；
１ ＜ α ≤ ２， 强传导性．
联立方程（４）和（６），从中消去热流密度 ｑｉ 及其偏导数项 ｑｉ 可得温度控制方程为

　 　 （η１ｋ ＋ η２ｋ∗） Ｉα－１θ，ｉｉ ＝
　 　 　 　 ρｃｐ（η１θ ＋ τ０θ ＋ τ２θ ＋ η２θ） ＋ Ｔ０β（η１γｉｉ ＋ τ０γｉｉ ＋ η２γｉｉ） － ２ｃｉθ，ｉ ． （８）
方程（１） ～ （３）及（８）就构成了基于分数阶积分的各广义热弹性理论的控制方程．其中，当

分数阶参数 α ＝ １ 时，上述方程可分别退化为 Ｌ⁃Ｓ，Ｇ⁃Ｌ 和 Ｇ⁃Ｎ 模型．
这里考虑一均质、各向同性的弹性半无限大体 （ｘ ≥ ０），初始时刻分布温度为 Ｔ０，在 ｔ ＝ ０

时刻，边界突然施加一个温度为 Ｔ１ 的作用．其中，弹性体各点的位移具有如下的形式：
　 　 ｕｘ ＝ ｕ（ｘ，ｔ）， ｕｙ ＝ ｕｚ ＝ ０． （９）

将其代入几何方程（３）中进行整理，可得

　 　 γｘｘ ＝
∂ｕｘ

∂ｘ
， γｙｙ ＝ γｚｚ ＝ γｘｙ ＝ γｘｚ ＝ γｙｚ ＝ ０． （１０）

根据本构方程（２），各非零应力的表达式为

　 　 σｘｘ ＝ （λ ＋ ２μ）
∂ｕｘ

∂ｘ
－ β θ ＋ τ１

∂θ
∂ｔ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （１１）

　 　 σｙｙ ＝ σｚｚ ＝ λ
∂ｕｘ

∂ｘ
－ β θ ＋ τ１

∂θ
∂ｔ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ． （１２）

相应地，在不计体积力情况下的运动方程（１）和温度控制方程（８）可改写为

　 　 ρ
∂２ｕｘ

∂ｔ２
＝ （λ ＋ ２μ）

∂２ｕｘ

∂ｘ２
－ β ∂θ

∂ｘ
＋ τ１

∂２θ
∂ｘ∂ｔ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （１３）

　 　 （η１ｋ ＋ η２ｋ∗） Ｉα－１ ∂２θ
∂ｘ２

＝

２４６ 弹性半空间热冲击问题的广义热弹性解



　 　 　 　 ρｃｐ η１
∂θ
∂ｔ

＋ （τ０ ＋ τ２ ＋ η２）
∂２θ
∂ｔ２

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ＋ Ｔ０β η１

∂２ｕｘ

∂ｘ∂ｔ
＋ （τ０ ＋ η２）

∂３ｕｘ

∂ｘ∂ｔ２
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
． （１４）

方程（１１） ～ （１４）就构成了基于分数阶理论的不同广义热弹性理论下弹性半空间受热冲

击问题的控制方程组．
取应力自由边界，则边界条件可表示为

　 　 ｘ ＝ ０： σｘｘ ＝ ０， θ ＝ θ０Ｈ（ ｔ）， （１５）
式中， θ０ ＝ Ｔ１ － Ｔ０，Ｈ（ ｔ） 为 Ｈｅａｖｉｓｉｄｅ 单位函数．且当 ｘ → ∞ 时，ｕｘ 和 θ 满足：

　 　 { ｕｘ（ｘ，ｔ），θ（ｘ，ｔ） } → ０，　 　 ｔ ＞ ０． （１６）
给定齐次初始条件：

　 　 ｔ ＝ ０： ｕｘ ＝ ０，
∂ｕｘ

∂ｔ
＝ ０， θ ＝ ０， ∂θ

∂ｔ
＝ ０． （１７）

２　 方程的解析求解

２．１　 变换域内控制方程的求解

为了便于求解分析，引入如下无量纲变量：

　 　
ｘ∗ ＝ ａｖｅｘ， ｔ∗ ＝ ａｖ２ｅ ｔ， τ∗

０ ＝ ａｖ２ｅτ０， τ∗
ｉ ＝ ａｖ２ｅτｉ 　 　 （ ｉ ＝ １，２），

ｕ∗
ｘ ＝ ａｖｅ

λ ＋ ２μ
Ｔ０β

， θ∗ ＝ θ
Ｔ０

， σ∗
ｉｉ ＝ １

Ｔ０β
σｉｉ 　 　 （ ｉ ＝ １，２，３） ．

ì

î

í

ïï

ïï

（１８）

将上述无量纲变量分别代入控制方程（１１） ～ （１４）中进行无量纲化（为了方便表达，去掉

无量纲变量右上角的星号），可得

　 　 σｘｘ ＝
∂ｕｘ

∂ｘ
－ θ ＋ τ１

∂θ
∂ｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （１９）

　 　 σｙｙ ＝ σｚｚ ＝
∂ｕｘ

∂ｘ
－ θ ＋ τ１

∂θ
∂ｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （２０）

　 　
∂２ｕｘ

∂ｔ２
＝
∂２ｕｘ

∂ｘ２
－ ∂θ

∂ｘ
＋ τ１

∂２θ
∂ｘ∂ｔ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （２１）

　 　 （η１ ＋ η２ｖ２ｔ ） Ｉα
－１ ∂２θ

∂ｘ２
＝

　 　 　 　 η１
∂θ
∂ｔ

＋ （τ０ ＋ τ２ ＋ η２）
∂２θ
∂ｔ２

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ＋ ϑ η１

∂２ｕｘ

∂ｘ∂ｔ
＋ （τ０ ＋ η２）

∂３ｕｘ

∂ｘ∂ｔ２
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
， （２２）

式中， ａ ＝ ρｃｐ ／ ｋ为热黏性系数，ｖｅ ＝ （λ ＋ ２μ） ／ ρ 为弹性波波速，ｖｔ ＝ ｋ∗ ／ （ρｃｐｖ２ｅ） 为无量纲热

波波速，ϑ ＝ Ｔ０β２ ／ ［ρｃｐ（λ ＋ ２μ）］ 为耦合系数，表征温度与应变率之间的耦合效应，ｋｖ ＝ λ ／ （λ ＋
２μ） 为无量纲参数．

分别对上述无量纲化的控制方程进行 Ｌａｐｌａｃｅ 变换，并结合齐次初始条件（１７）可得

　 　 σ－ ｘｘ ＝
ｄｕ－ ｘ

ｄｘ
－ （θ

－ ＋ τ１ｓθ
－
）， （２３）

　 　 σ－ ｙｙ ＝ σ－ ｚｚ ＝ ｋｖ

ｄｕ－ ｘ

ｄｘ
－ （θ

－ ＋ τ１ｓθ
－
）， （２４）

　 　 ｓ２ｕ－ ｘ ＝
ｄ２ｕ－ ｘ

ｄｘ２
－ ｄθ

－

ｄｘ
＋ τ１ｓ

ｄθ
－

ｄｘ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （２５）
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　 　 （η１ ＋ η２ｖ２ｔ ） ｓ１
－α ｄ２θ

－

ｄｘ２
＝

　 　 　 　 η１ｓθ
－ ＋ （τ０ ＋ τ２ ＋ η２） ｓ２θ

－
[ ] ＋ ϑ η１ｓ

ｄｕ－ ｘ

ｄｘ
＋ τ０ ＋ η２( ) ｓ２

ｄｕ－ ｘ

ｄｘ
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ， （２６）

式中， ｓ 为 Ｌａｐｌａｃｅ 算子，变量上标“－”表示对该变量进行 Ｌａｐｌａｃｅ 变换．
联立方程（２５）和（２６），进行消元处理可得

　 　
ｄ４ϕ

－
ｉ

ｄｘ４
－ （ ｓ２ ＋ ω１ ＋ ω２）

ｄ２ϕ
－
ｉ

ｄｘ２
＋ ω１ｓ２ϕ

－
ｉ ＝ ０， （２７）

式中， ϕｉ（ ｉ ＝ １，２） 分别表示 ｕｘ 和 θ，

　 　 ω１ ＝
χ［η１ ＋ （τ０ ＋ τ２ ＋ η２） ｓ］ ｓ

η１ ＋ η２ｖ２ｔ
， ω２ ＝

χϑ［η１ ＋ （τ０ ＋ η２） ｓ］（１ ＋ τ１ｓ） ｓ
η１ ＋ η２ｖ２ｔ

， χ ＝ ｓα－１ ．

对于上述四阶微分方程，其通解可写成如下的形式：

　 　 ϕ
－
ｉ ＝ ∑

４

ｊ ＝ １
Ａｉｊ（ ｓ）ｅｘｐ（ － Ｒ ｊｘ）， （２８）

式中， Ｒ ｊ 为特征方程

　 　 Ｒ４ － （ ｓ２ ＋ ω１ ＋ ω２）Ｒ２ ＋ ω１ｓ２ ＝ ０ （２９）
的实数根，系数 Ａｉｊ（ ｓ） 则由具体的边界条件确定．

考虑到当 ｘ→∞ 时，为保证 ｕｘ 和 θ 有界，则应舍弃通解（２８）中含有负实数根的指数部分，
此时通解可具体写成

　 　 ｕ－ ｘ ＝ Ａ１１（ ｓ）ｅｘｐ（ － Ｒ１ｘ） ＋ Ａ１２（ ｓ）ｅｘｐ（ － Ｒ２ｘ）， （３０）

　 　 θ
－ ＝ Ａ２１（ ｓ）ｅｘｐ（ － Ｒ１ｘ） ＋ Ａ２２（ ｓ）ｅｘｐ（ － Ｒ２ｘ）， （３１）

式中， Ｒ１，Ｒ２ 为特征方程（２９）的正实数根．
将式（３０）和（３１）代入方程（２５）中进行整理，可得如下的关系：

　 　 Ａ２ｊ（ ｓ） ＝ －
Ｒ２

ｊ － ｓ２

（１ ＋ τ１ｓ）Ｒ ｊ
Ａ１ｊ（ ｓ）　 　 （ ｊ ＝ １，２） ． （３２）

此时，通解（３１）可改写为

　 　 θ
－ ＝ －

Ｒ２
１ － ｓ２

（１ ＋ τ１ｓ）Ｒ１
Ａ１１（ ｓ）ｅｘｐ（ － Ｒ１ｘ） －

Ｒ２
２ － ｓ２

（１ ＋ τ１ｓ）Ｒ２
Ａ２２（ ｓ）ｅｘｐ（ － Ｒ２ｘ） ． （３３）

对边界条件（１５）进行 Ｌａｐｌａｃｅ 变换，可得

　 　 ｘ ＝ ０： σ－ ｘｘ ＝ ０， θ
－ ＝ θ０ ／ ｓ ． （３４）

分别将式（１９）、（３０）和（３３）代入上式中，可求得系数 Ａ１ｊ（ ｓ）（ ｊ ＝ １，２） 的表达式为

　 　 Ａ１１（ ｓ） ＝ －
Ｒ１（１ ＋ τ１ｓ）θ０

（Ｒ２
１ － Ｒ２

２） ｓ
， Ａ１２（ ｓ） ＝

Ｒ２（１ ＋ τ１ｓ）θ０

（Ｒ２
１ － Ｒ２

２） ｓ
． （３５）

将上述表达式回代到通解（３０）和（３３）以及各应力分量表达式（２３）和（２４）中进行整理，
即可得到 ｕｘ，θ 和 σｉｉ（ ｉ ＝ １，２，３） 在变换域内的解为

　 　 ｕ－ ｘ ＝ －
（１ ＋ τ１ｓ）θ０

（Ｒ２
１ － Ｒ２

２） ｓ
［Ｒ１ｅｘｐ（ － Ｒ１ｘ） － Ｒ２ｅｘｐ（ － Ｒ２ｘ）］， （３６）

　 　 θ
－ ＝

θ０

（Ｒ２
１ － Ｒ２

２） ｓ
［（Ｒ２

１ － ｓ２）ｅｘｐ（ － Ｒ１ｘ） － （Ｒ２
２ － ｓ２）ｅｘｐ（ － Ｒ２ｘ）］， （３７）
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　 　 σ－ ｘｘ ＝
（１ ＋ τ１ｓ） ｓθ０

Ｒ２
１ － Ｒ２

２

［ｅｘｐ（ － Ｒ１ｘ） － ｅｘｐ（ － Ｒ２ｘ）］， （３８）

　 　 σ－ ｙｙ ＝ σ－ ｚｚ ＝
（１ ＋ τ１ｓ）θ０

（Ｒ２
１ － Ｒ２

２） ｓ
［（ｋｗＲ２

１ ＋ ｓ２）ｅｘｐ（ － Ｒ１ｘ） － （ｋｗＲ２
２ ＋ ｓ２）ｅｘｐ（ － Ｒ２ｘ）］ ． （３９）

２．２　 时间域内控制方程的求解

考虑到变换域内各物理场的解的形式（３６） ～ （３９）较为复杂，无法直接通过逆 Ｌａｐｌａｃｅ 变

换来获取其在时间域内的解，为此这里需借助热冲击的瞬时特性，依据 Ｌａｐｌａｃｅ 变换的极限定

理对上述通解进行适当的处理．
对特征方程（２９）进行求解可得

　 　 Ｒ１，２ ＝
ｓ２ ＋ ω１ ＋ ω２ ± （ ｓ２ ＋ ω１ ＋ ω２） ２ － ４ω１ｓ２

２
． （４０）

根据 Ｌａｐｌａｃｅ 变换的极限定理可知，当热作用时间 ｔ 取极小时，其影像 ｓ 取极大，此时式

（４０）可做如下近似［１５⁃１７］：
　 　 Ｒ１，２ ≈ ｋ１，２ｓ ＋ ｍ１，２， （４１）

式中

　 　 ｋ１，２ ＝ １ ＋ χ（１ ＋ ϑ）（τ０ ＋ τ１ ＋ η２ ／ ｖ２ｔ ） ± ａ１

２
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

１ ／ ２

， ｍ１，２ ＝ η１

χ（１ ＋ ϑ） ± ｂ１ ／ ａ１

４ｋ１，２
，

　 　 ａ１ ＝ ［１ ＋ χ（τ０ ＋ τ２ ＋ η２ ／ ｖ２ｔ ） ＋ χϑ（τ０ ＋ τ１ ＋ η２ ／ ｖ２ｔ ）］ ２ － ４ χ（τ０ ＋ τ２ ＋ η２ ／ ｖ２ｔ ），
　 　 ｂ１ ＝ η１

χ［χ（１ ＋ ϑ）（τ０ ＋ τ２ ＋ ϑ（τ０ ＋ τ１）） ＋ ϑ － １］ ．
将式（４１）分别代入通解（３６） ～ （３９）中进行整理，即可得到便于逆 Ｌａｐｌａｃｅ 变换的形式，依

据标准的 Ｌａｐｌａｃｅ 逆变换公式，可分别得到各物理场在时间域内的解为

　 　 ｕｘ ＝ －
θ０

ａ１

ｅｘｐ（ － ｍ１ｘ） ｋ１τ１ ＋ ｋ１ ＋ ｍ１τ１ －
ｂ１

ａ１
ｋ１τ１

æ

è
ç

ö

ø
÷ （ ｔ － ｋ１ｘ）

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú Ｈ（ ｔ － ｋ１ｘ） ＋

　 　 　 　
θ０

ａ１

ｅｘｐ（ － ｍ２ｘ） ｋ２τ１ ＋ ｋ２ ＋ ｍ２τ１ －
ｂ１

ａ１
ｋ２τ１

æ

è
ç

ö

ø
÷ （ ｔ － ｋ２ｘ）

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú Ｈ（ ｔ － ｋ２ｘ）， （４２）

　 　 θ ＝
θ０

ａ１

ｅｘｐ（ － ｍ１ｘ） ｋ３ ＋ ｍ３ －
ｂ１

ａ１
ｋ３

æ

è
ç

ö

ø
÷ （ ｔ － ｋ１ｘ）

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú Ｈ（ ｔ － ｋ１ｘ） －

　 　 　 　
θ０

ａ１

ｅｘｐ（ － ｍ２ｘ） ｋ４ ＋ ｍ４ －
ｂ１

ａ１
ｋ４

æ

è
ç

ö

ø
÷ （ ｔ － ｋ２ｘ）

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú Ｈ（ ｔ － ｋ２ｘ）， （４３）

　 　 σｘｘ ＝
θ０

ａ１

ｅｘｐ（ － ｍ１ｘ） １ －
ｂ１

ａ１
τ１

æ

è
ç

ö

ø
÷ １ －

ｂ１

ａ１
（ ｔ － ｋ１ｘ）

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú Ｈ（ ｔ － ｋ１ｘ） ＋ τ１δ（ ｔ － ｋ１ｘ）{ } －

　 　 　 　
θ０

ａ１

ｅｘｐ（ － ｍ２ｘ） １ －
ｂ１

ａ１
τ１

æ

è
ç

ö

ø
÷ １ －

ｂ１

ａ１
（ ｔ － ｋ２ｘ）

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú Ｈ（ ｔ － ｋ２ｘ） ＋ τ１δ（ ｔ － ｋ２ｘ）{ } ，

（４４）
　 　 σｙｙ ＝ σｚｚ ＝

　 　 　 　
θ０

ａ１

ｅｘｐ（ － ｍ１ｘ） { １ －
ｂ１

ａ１

æ

è
ç

ö

ø
÷ （１ ＋ ｋｗｋ５） ＋ ｋｗｍ３

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú １ －

ｂ１

ａ１
（ ｔ － ｋ１ｘ）

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú Ｈ（ ｔ －

５４６王 颖 泽　 　 　 王　 　 谦　 　 　 刘　 　 栋　 　 　 宋 新 南



　 　 　 　 ｋ１ｘ） ＋ ｋｗｍ３（ ｔ － ｋ１ｘ）Ｈ（ ｔ － ｋ１ｘ） ＋ （１ ＋ ｋｗｋ５）τ１δ（ ｔ － ｋ１ｘ） } －

　 　 　 　
θ０

ａ１

ｅｘｐ（ － ｍ２ｘ） { １ －
ｂ１

ａ１

æ

è
ç

ö

ø
÷ （１ ＋ ｋｗｋ６） ＋ ｋｗｍ４

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú １ －

ｂ１

ａ１
（ ｔ － ｋ２ｘ）

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú Ｈ（ ｔ －

　 　 　 　 ｋ２ｘ） ＋ ｋｗｍ４（ ｔ － ｋ２ｘ）Ｈ（ ｔ － ｋ２ｘ） ＋ （１ ＋ ｋｗｋ６）τ１δ（ ｔ － ｋ２ｘ） } ， （４５）

式中

　 　 ｋ３，４ ＝
－ １ ＋ χ（１ ＋ ϑ）（τ０ ＋ τ１ ＋ η２ ／ ｖ２ｔ ） ± ａ１

２
， ｍ３，４ ＝ η１

χ（１ ＋ ϑ） ± ｂ１ ／ ａ１

２
，

　 　 ｋ５，６ ＝
１ ＋ χ（１ ＋ ϑ）（τ０ ＋ τ１ ＋ η２ ／ ｖ２ｔ ） ± ａ１

２
，

δ（ｘ） 为广义 Ｄｉｒａｃ 函数．

３　 计算及结果分析

３．１　 热波、热弹性波的传播

根据推导得到的各物理场在时间域内的解（４２） ～ （４５）可知，当弹性体受热冲击作用时，
将产生速度不同的两组波向前传播．依据 Ｈｅａｖｉｓｉｄｅ 单位函数的性质，这两组波的无量纲波速

和波前位置可分别表示为

　 　 ｖ１，２ ＝ １ ／ ｋ１，２， ξ１，２ ＝ ｔ ／ ｋ１，２ ． （４６）
结合 ｋ１，２ 的表达式，对于基于分数阶理论的 Ｌ⁃Ｓ 和 Ｇ⁃Ｌ 模型而言，当延迟时间 τ０ 和 τ２ 分别

趋于 ０ 时可得

　 　 ｖ１ → { １，１ ／ （１ ＋ χϑτ１） } ， ｖ２ → ∞ ． （４７）
根据经典热弹性理论，当不计延迟效应时，热量的速度为无限大．结合上式可知， ｖ２ 表征的

是计及耦合效应的热波的波速，而 ｖ１ 表征的则是计及耦合效应的热弹性波的波速．且当耦合系

数 ϑ →０ 时， 即忽略耦合效应时， ｖ１ → ｖｅ（此处 ｖ１ 为有量纲的波速）， 此时 ｖ１ 为热弹性波的波

速．对于基于分数阶理论的 Ｇ⁃Ｎ 理论，当 ϑ → ０， χ ＝ １ 时，可有如下的关系：
　 　 ｖ１ → １， ｖ２ → ｖｔ ． （４８）

这表明，对于 Ｇ⁃Ｎ 模型， ｖ１ 仍表征的是计及耦合效应的热弹性波波速，而 ｖ２ 表征的则是计及耦

合效应的热波波速．
此外，值的注意的一点是，由于分数阶积分的引入，不同模型下的热波及热弹性波的波速

及波前位置均受到参数 χ 的影响．结合 χ 的表达式及分数阶参数 α 的物理意义可知，对于弹性

介质，分子热传输能力的不同，对热波、热弹性波的传播均会产生影响．考虑到参数 χ 在波速及

波前位置表达式（４４） 中均以 χτｉ（ ｉ ＝ ０，２） 的形式出现，可将其视为延迟时间的影响因子，即弹

性介质内分子热传输能力的强弱将以改变延迟效应作用效果的形式作用到热波及热弹性波的

传播上．
３．２　 位移、温度及应力场的分布

为了便于计算分析，选取各向同性、均质的铜质材料，相关计算参数如下［１５，２０］：
　 　 ρ ＝ ８９５ ４ ｋｇ ／ ｍ３， ｋ ＝ ３８６ Ｗ ／ （ｍ·Ｋ）， αｔ ＝ １．７８ × １０ －５ Ｋ －１，
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　 　 ｃｐ ＝ ３８３．１ Ｊ ／ （ｋｇ·Ｋ）， λ ＝ ７．７６ × １０１０ Ｐａ， μ ＝ ３．８６ × １０１０ Ｐａ ．
常温下热松弛时间分别取值为 τ０ ＝ τ１ ＝ ２τ２ ＝ １０ －１１ ｓ ．通过计算，可得到如下无量纲计算参数：

　 　 τ０ ＝ ０．５， τ１ ＝ ０．５， τ２ ＝ ０．２５， ϑ ＝ ０．０２， ｖ２ｔ ＝ ４．０， θ０ ＝ １．

（ａ） Ｌ⁃Ｓ ｍｏｄｅｌ

图 １～３ 分别给出了在参数 χ取值不同时（χ ＝
０．５，１．０，１．５， 分别对应弱传导性、一般传导性及

强传导性），不同理论模型下位移场、温度场及径

向应力场的分布规律．在热冲击的作用下，随着热

波及热弹性波的传播，在波前到达的区域内分别

建立各物理场．受到热波及热弹性波波速不同的

影响，温度场及应力场在热波波前及热弹性波波

前位置处均呈现阶跃现象．其中，由图 ２ 给出的不

同模型下温度场的分布可知，对于温度场而言，３
种模型均预测出在热弹性波波前位置处的阶跃现

象并不明显，这表明热弹性波的传播对于温度场

（ｂ） Ｇ⁃Ｌ ｍｏｄｅｌ （ｃ） Ｇ⁃Ｎ ｍｏｄｅｌ
图 １　 不同参数值 χ 下无量纲位移分布

Ｆｉｇ．１　 Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓ ｏｆ ｎｏｎ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｕｘ ａｔ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｖａｌｕｅｓ ｏｆ ｐａｒａｍｅｔｅｒ χ

的分布影响较小．此外，值的注意的是，由图 １（ｂ）可知，对于位移场的分布，Ｇ⁃Ｌ 模型同样预测

出在波前位置处产生阶跃，即位移的分布出现间断现象，这显然与连续性条件不符，即在预测

位移场的分布时，Ｇ⁃Ｌ 模型并不能给出满意的结果．同时，由应力分量表达式（４４）和（４５）可知，
Ｇ⁃Ｌ 模型下推导得到的解中包含广义 Ｄｉｒａｃ 函数 δ（ｘ），这表明在热波及热弹性波波前位置处，
应力分量将趋于无穷，即应力分布存在奇异点．为此，对于径向应力的分布，图 ３ 只给出了 Ｌ⁃Ｓ
和 Ｇ⁃Ｎ 模型下径向应力的预测结果．

根据式（４３）和（４４）可推得在热波及热弹性波波前位置处 （ξｉ ＝ ｔ ／ ｋｉ（ ｉ ＝ １，２））， 各模型下

温度及径向应力的阶跃值分别为

Ｌ⁃Ｓ 和 Ｇ⁃Ｌ 模型

　 　 ［θ］ ｉ ＝ （ － １） ｉ ＋１ θ０

ａ１

ｋｉ ＋２ｅｘｐ（ － ｍｉξｉ）；

Ｇ⁃Ｎ 模型
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　 　 ［θ］ ｉ ＝ （ － １） ｉ ＋１ θ０

ａ１

ｋｉ ＋２；

Ｌ⁃Ｓ 模型

　 　 ［σｘｘ］ ｉ ＝ （ － １） ｉ ＋１ θ０

ａ１

ｅｘｐ（ － ｍｉξｉ）；

Ｇ⁃Ｎ 模型

　 　 ［σｘｘ］ ｉ ＝ （ － １） ｉ ＋１ θ０

ａ１

．

（ａ） Ｌ⁃Ｓ ｍｏｄｅｌ

从中可以发现，随着热波及热弹性波的传

播，对于 Ｌ⁃Ｓ 和 Ｇ⁃Ｌ 模型而言，温度和应力的阶跃

峰值呈指数函数形式衰减，这表明受外部热冲击

作用产生的作用效果将逐渐减弱，而 Ｇ⁃Ｎ 模型下

的温度和应力峰值保持不变，即热扰动在传播的

过程中并无能量损失，这和 Ｇ⁃Ｎ 模型中能量非耗

散假设是相吻合的．
考虑到参数 χ 取值不同时对于热波及热弹性

波传播的影响，当弹性介质内分子热传输能力不

同时，各物理场的分布也有所不同．从图 ２ 和图 ３
给出的温度场和径向应力场分布中可以看到，对

（ｂ） Ｇ⁃Ｌ ｍｏｄｅｌ （ｃ） Ｇ⁃Ｎ ｍｏｄｅｌ
图 ２　 不同参数值 χ 下无量纲温度分布

Ｆｉｇ．２　 Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓ ｏｆ ｎｏｎ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅ θ ａｔ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｖａｌｕｅｓ ｏｆ ｐａｒａｍｅｔｅｒ χ

于弱传导情况 （χ ＜ １）， 受到分子间传输热量能力较弱的影响，在热扰动响应的区域内保持温

度的能力较强，进而形成较小的温度梯度，并导致较小的尖峰应力．与之相反，对于强传导情况

（（χ ＞ １），随着分子间传输热量能力的增强，将形成较大的温度梯度，并导致大的尖峰应力的

出现．此外，当参数 χ 取值不同时，热冲击的作用区域、两次阶跃的间隔也有所不同．但值得注意

的一点是，参数 χ对于两次阶跃出现的位置的影响并不相同，其中随着参数 χ 取值的增大，二次

阶跃出现的位置不断前移，而一次阶跃位置几乎不变．结合上面对热波及热弹性波传播的分

析，温度场及应力场两次阶跃出现的位置分别对应于热弹性波及热波的波前，由此可推知，参
数 χ 取值的不同对于热波及热弹性波的传播影响有所不同，分子热传输能力的强弱对于热波

的传播影响较为显著．

８４６ 弹性半空间热冲击问题的广义热弹性解



（ａ） Ｌ⁃Ｓ ｍｏｄｅｌ （ｂ） Ｇ⁃Ｎ ｍｏｄｅｌ
图 ３　 不同参数值 χ 下无量纲径向应力分布

Ｆｉｇ．３　 Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓ ｏｆ ｎｏｎ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｒａｄｉａｌ ｓｔｒｅｓｓ σｘｘ ａｔ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｖａｌｕｅｓ ｏｆ ｐａｒａｍｅｔｅｒ χ

４　 结　 　 论

本文基于 Ｌａｐｌａｃｅ 变换技术及其极限定理，借助热冲击的瞬时特性，推导了基于分数阶积

分的不同广义热弹性理论模型下弹性半空间外表面受热冲击问题的广义热弹性解，并对不同

分数阶参数下的热弹性行为进行了求解分析．结果表明：
１） 推导得到的广义热弹性解可以清楚地揭示出热量在弹性体内部传播的波动特性，并可

以捕捉到受热冲击作用在热波及热弹性波波前位置处的阶跃现象．
２） 对于热弹性响应的预测，Ｌ⁃Ｓ 和 Ｇ⁃Ｎ 理论给出了相近的结果，而 Ｇ⁃Ｌ 理论则在预测位

移及应力的分布时， 由于控制方程中 τ１Ｔ 项的存在得到了反常的结果．此外， Ｌ⁃Ｓ 和 Ｇ⁃Ｌ 理论

均认为热扰动在传播过程中存在耗散性，而 Ｇ⁃Ｎ 理论则认为热扰动在传播过程中并无能量的

损失．
３） 因分数阶参数取值的不同，热冲击作用下的热弹性行为有所不同，其中，分子热传输能

力的不同，对于热波的传播、各物理场的响应区域、温度场及应力场的阶跃峰值影响较为显著，
而对于热弹性波的传播影响则极其有限，且针对不同的理论模型，分数阶参数产生的影响是相

似的．
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