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摘要：　 在 Ｈｅｓｓｉａｎ 矩阵正定的前提下，建立了一种最优曲线的微分方程模型．针对此微分方程模

型，构造了一条隐式分段折线，从而提出了一种求解信赖域子问题的隐式分段折线算法，并且分析

和证明了隐式分段折线路径的合理性．数值结果表明新算法是有效且可行的．
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引　 　 言

在非线性优化中，信赖域方法是一种被广泛应用的方法．它不仅具有可靠性和强适性的优

点，而且还具有较强的收敛性．因而，自从其出现之日起就受到非线性优化研究界的广泛重视，
成为一个研究热点．目前，信赖域方法已经和线搜索方法并列为求解无约束最优化问题（１）的
两大类主要的数值方法．

无约束最优化问题如下：
　 　 ｍｉｎ ｆ（ｘ），　 　 ｘ ∈ Ｒｎ， （１）

其中 ｆ（ｘ）：Ｒｎ → Ｒ 是目标函数，ｘ ∈ Ｒｎ 是待求变量．
当用信赖域方法求解无约束优化问题（１）时，关键在于每步迭代时都需求解下面形式的

信赖域子问题：

　 　 ｍｉｎ ｑ（δ） ＝ ｇＴδ ＋ １
２

δ ＴＢδ，　 　 ｓ．ｔ．‖δ‖２ ≤ Δ， （２）

其中 ｇ∈Ｒｎ 为目标函数在当前迭代点的梯度，Ｂ∈Ｒｎ×ｎ 为目标函数在当前迭代点的 Ｈｅｓｓｉａｎ 矩

阵或其近似， Δ∈Ｒ为信赖域半径，δ ∈ Ｒｎ 为待求变量．当 Δ变化时，上述信赖域子问题（２） 的

解 δ∗ 形成一条空间曲线，称为最优曲线［１］ ．
对于如何求解信赖域子问题（２），目前已提出很多方法．比如在文献［２］中，后六生、孙文

瑜提出了三项预处理共轭梯度法来求解信赖域子问题．赵英良、徐成贤在文献［３］中提出了使

用重新开始策略的共轭梯度法求解信赖域子问题．在文献［４］中，陈争、马昌风提出了一种求解
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信赖域子问题光滑 Ｎｅｗｔｏｎ（牛顿）法．关于求解信赖域子问题的折线法的文章可参看文献［５⁃
１０］．而在 Ｈｅｓｓｉａｎ 矩阵正定的情况下，目前常用的折线法主要有单折线法、双折线法和切线单

折线法［８⁃１０］ ．文献［１０］的数值实验表明，切线单折线比单折线、双折线更近似于最优曲线，并且

比单折线法、双折线法求解信赖域子问题（２）更有效．
受文献［８⁃１０］的启发，本文根据最优曲线的参数方程首先构造出了一个微分方程模型，利

用文献［１１］中的方法构造一条折线，称为隐式分段折线．进而提出了一种解信赖域子问题（２）
的隐式分段折线算法．并且分析和证明了隐式分段折线路径的合理性．通过测试函数进行验证

表明，新算法是有效可行的．

１　 构造微分方程模型

定理 １．１［１２］ 　 δ∗ 是信赖域子问题（２） 的解，当且仅当存在μ∗ ≥０时，使得式（３） 成立，且
（Ｂ ＋ μ∗Ｉ） 是半正定矩阵．

　 　
（Ｂ ＋ μ∗Ｉ） δ∗ ＝ － ｇ，
μ∗（Δ － ‖δ∗‖２） ＝ ０，

‖δ∗‖２ ≤ Δ ．

ì

î

í

ï
ï

ïï

（３）

由定理 １．１ 可知，信赖域子问题（２）的精确求解方法的思想即求解下面的方程组：

　 　
（Ｂ ＋ μＩ）δ ＝ － ｇ，
μ（Δ － ‖δ‖２） ＝ ０，
‖δ‖２ ≤ Δ ．

ì

î

í

ïï

ïï

（４）

所以，当 μ ＝ ０ 且 ‖Ｂ －１ｇ‖２ ≤ Δ 时，信赖域子问题（２） 的解 δ∗ ＝ － Ｂ －１ｇ；当 μ ＞ ０ 时，则是通

过求解一元非线性方程‖（Ｂ ＋ μＩ） －１ｇ‖２ － Δ ＝ ０ 得到解 μ∗，然后把 μ∗ 代入方程组（４） 的第

１ 个方程，则可以求出信赖域子问题（２） 的解 δ∗ ＝ － （Ｂ ＋ μ∗Ｉ） －１ｇ ．
由信赖域子问题的精确求解方法的思想，得到最优曲线的参数方程如下：
　 　 δ ＝ － （Ｂ ＋ μＩ） －１ｇ　 　 （μ ≥ ０） ． （５）

对于参数方程（５）求导，可得

　 　 Ｂδ ′ ＋ δ ＋ μδ ′ ＝ ０，
即

　 　 （Ｂ ＋ μＩ）δ ′ ＝ － δ ． （６）
由式（６）可得最优曲线上任意一点的切线斜率如下：

　 　 δ ′ ＝ － （Ｂ ＋ μＩ） －１δ 　 　 　 （μ ≥ ０） ．
从而构造的微分方程模型如下：

　 　
ｄδ
ｄμ

＝ － （Ｂ ＋ μＩ） －１δ

δ（０） ＝ － Ｂ －１ｇ

ì

î

í

ïï

ïï

（μ ≥ ０） ． （７）

２　 构造隐式分段折线

由文献［１１］可得求解微分方程（７）的公式如下：
　 　 δ ｎ＋１ ＝ δ ｎ － ｈｎ（Ｂ ＋ μ ｎ＋１Ｉ）

－１δ ｎ＋１ 　 　 （ｎ ＝ ０，１，２，…）， （８）
其中 δ ｎ＋１ 由式（９）确定．
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　 　 δ ｎ＋１ ＝ δ ｎ － ｈ′ｎ（Ｂ ＋ μ ｎＩ）
－１δ ｎ ． （９）

从初始点 Ｐ０（γ ０，δ ０） 开始，其中 γ ０ ＝ μ ０ ＝ ０，δ ０ ＝ － Ｂ －１ｇ ．利用式（８） 和（９） 分别求出点

Ｐ１（γ １，δ １），Ｐ２（γ ２，δ ２），…， Ｐｋ－１（γ ｋ－１，δ ｋ－１），…， ＰＮ（γＮ，δ Ｎ），其中Ｎ是满足‖δ Ｎ‖２ ≤Δ的最

小整数，γ ｉ ＝ γ ｉ －１ ＋ ｈｉ －１， μ ｉ ＝ μ ｉ －１ ＋ ｈ′ｉ －１，ｈｉ －１ ≤ ｈ′ｉ －１，ｉ ＝ １，２，…，Ｎ ．
然后分别连接点 Ｐ０，Ｐ１，…，Ｐｋ，…，ＰＮ， 则可以得到隐式分段折线 Ｐ０Ｐ１…Ｐｋ…ＰＮ， 记

Ｐ０Ｐ１…Ｐｋ…ＰＮ 为 Ψ ＝ ［Ｐ０，Ｐ１，…，ＰＮ］ ．

３　 步长 ｈ′ｎ和 ｈｎ

为了使构造的隐式分段折线满足文献［１３］中的引理 ６．４．１，则步长 ｈ′ｎ和 ｈｎ 需满足如下公

式（１０） ～ （１３）：

　 　 ｈ′０ ＝ ｍｉｎ
δ Ｔ

０（Ｂ ＋ εＩ） －１δ ０

δ Ｔ
０Ｂ

－２δ ０

，ε{ } ， （１０）

　 　 ｈ′ｎ ＝

ｍｉｎ
δ Ｔ

ｎ（Ｂ ＋ （ｎ ＋ １）εＩ） －１δ ｎ

δ Ｔ
ｎ（Ｂ ＋ μ ｎＩ）

－２δ ｎ

，ε{ } ，

δ Ｔ
０（Ｂ ＋ μ ｎＩ）

－１δ ｎ ≤ ０， ｎ ＝ １，２，３，…，

ｍｉｎ
δ Ｔ

ｎ（Ｂ ＋ （ｎ ＋ １）εＩ） －１δ ｎ

δ Ｔ
ｎ（Ｂ ＋ μ ｎＩ）

－２δ ｎ

，ε，
δ Ｔ

０δ ｎ － δ Ｔ
ｎδ ｎ

δ Ｔ
０（Ｂ ＋ μ ｎＩ）

－１δ ｎ
{ } ，

δ Ｔ
０（Ｂ ＋ μ ｎＩ）

－１δ ｎ ＞ ０， ｎ ＝ １，２，３，…，

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï

（１１）

　 　 ｈ０ ＝ ｍｉｎ ｈ′０，
δ Ｔ

０（Ｂ ＋ μ １Ｉ）
－１δ １

２δ Ｔ
１（Ｂ ＋ μ １Ｉ）

－２δ １
{ } ， （１２）

　 　 ｈｎ ＝

ｍｉｎ ｈ′ｎ，
δ Ｔ

ｎ（Ｂ ＋ μ ｎ＋１Ｉ）
－１δ ｎ＋１

δ Ｔ
ｎ＋１（Ｂ ＋ μ ｎ＋１Ｉ）

－２δ ｎ＋１
{ } ，

δ Ｔ
０（Ｂ ＋ μ ｎ＋１Ｉ）

－１δ ｎ＋１ ≤ ０， ｎ ＝ １，２，３，…，

ｍｉｎ ｈ′ｎ，
δ Ｔ

ｎ（Ｂ ＋ μ ｎ＋１Ｉ）
－１δ ｎ＋１

δ Ｔ
ｎ＋１（Ｂ ＋ μ ｎ＋１Ｉ）

－２δ ｎ＋１

，
δ Ｔ

０δ ｎ － δ Ｔ
ｎδ ｎ

δ Ｔ
０（Ｂ ＋ μ ｎ＋１Ｉ）

－１δ ｎ＋１
{ } ，

δ Ｔ
０（Ｂ ＋ μ ｎ＋１Ｉ）

－１δ ｎ＋１ ＞ ０， ｎ ＝ １，２，３，…，

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ïï

　 　 （１３）

其中 ε 称为限制步长，即限制每次迭代的步长最大值只能达到 ε ．

４　 隐式分段折线路径的性质

引理 ４．１　 设 Ｂ 对称正定，记隐式分段折线 Ψ ＝ ［Ｐ０，Ｐ１，…，ＰＮ］ 为 δ（τ）， 如下所示：

　 　 δ（τ） ＝

δ ０ － τ（Ｂ ＋ μ １Ｉ）
－１δ １， τ ∈ ［α０，α１］，

δ １ － （τ － α１）（Ｂ ＋ μ ２Ｉ）
－１δ ２， τ ∈ （α１，α２］，

δ ２ － （τ － α２）（Ｂ ＋ μ ３Ｉ）
－１δ ３， τ ∈ （α２，α３］，

︙
δ Ｎ－１ － （τ － αＮ－１）（Ｂ ＋ μＮＩ）

－１δ Ｎ， τ ∈ （αＮ－１，αＮ］，

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

其中 δ ｎ＋１ ＝ δ ｎ － ｈ′ｎ（Ｂ ＋ μ ｎＩ）
－１δ ｎ，（ｎ ＝ ０，１，…，Ｎ － １），α０ ＝ ０， α ｉ ＝ α ｉ －１ ＋ ｈｉ －１， ｉ ＝ １，２，…，

Ｎ ．则当 ｎ ＝ ０，１，…，Ｎ － １ 时，有
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􀃠　 δ Ｔ
ｎ（Ｂ ＋ μ ｎ＋１Ｉ）

－１δ ｎ＋１ ≥ ０；
􀃡　 δ Ｔ

０δ ｎ － δ Ｔ
ｎδ ｎ ≥ ０．

证明　 􀃠 当 ｎ ＝ ０，１，…，Ｎ － １ 时，因为

　 　 δ Ｔ
ｎ（Ｂ ＋ μ ｎ＋１Ｉ）

－１δ ｎ＋１ ＝ δ Ｔ
ｎ（Ｂ ＋ μ ｎ＋１Ｉ）

－１［δ ｎ － ｈ′ｎ（Ｂ ＋ μ ｎＩ）
－１δ ｎ］ ＝

　 　 　 　 δ Ｔ
ｎ（Ｂ ＋ μ ｎ＋１Ｉ）

－１δ ｎ － ｈ′ｎδ Ｔ
ｎ（Ｂ ＋ μ ｎ＋１Ｉ）

－１（Ｂ ＋ μ ｎＩ）
－１δ ｎ，

又由式（１０）和（１１）可得

　 　 ｈ′ｎ≤
δ Ｔ

ｎ（Ｂ ＋ （ｎ ＋ １）εＩ） －１δ ｎ

δ Ｔ
ｎ（Ｂ ＋ μ ｎＩ）

－２δ ｎ

≤
δ Ｔ

ｎ（Ｂ ＋ μ ｎ＋１Ｉ）
－１δ ｎ

δ Ｔ
ｎ（Ｂ ＋ μ ｎ＋１Ｉ）

－１（Ｂ ＋ μ ｎＩ）
－１δ ｎ

，

所以

　 　 δ Ｔ
ｎ（Ｂ ＋ μ ｎ＋１Ｉ）

－１δ ｎ＋１ ≥ ０．
􀃡 当 ｎ ＝ ０ 时结论显然成立．
当 ｎ ＝ １ 时，因为

　 　 δ Ｔ
０δ １ － δ Ｔ

１δ １ ＝ δ Ｔ
０（δ ０ － τ（Ｂ ＋ μ １Ｉ）

－１δ １） －
　 　 　 　 （δ ０ － τ（Ｂ ＋ μ １Ｉ）

－１δ １） Ｔ（δ ０ － τ（Ｂ ＋ μ １Ｉ）
－１δ １） ＝

　 　 　 　 δ Ｔ
０δ ０ － τδ Ｔ

０（Ｂ ＋ μ １Ｉ）
－１δ １ － δ Ｔ

０δ ０ ＋ ２τδ Ｔ
０（Ｂ ＋ μ １Ｉ）

－１δ １ － τ ２δ Ｔ
１（Ｂ ＋ μ １Ｉ）

－２δ １ ＝
　 　 　 　 － τ ２δ Ｔ

１（Ｂ ＋ μ １Ｉ）
－２δ １ ＋ τδ Ｔ

０（Ｂ ＋ μ １Ｉ）
－１δ １，

又由式（１２）可得

　 　 ｈ０ ≤
δ Ｔ

０（Ｂ ＋ μ １Ｉ）
－１δ １

２δ Ｔ
１（Ｂ ＋ μ １Ｉ）

－２δ １

，

所以

　 　 δ Ｔ
０δ １ － δ Ｔ

１δ １ ≥ ０．
即当 ｎ ＝ １ 时结论成立．

假设当 １ ＜ ｎ ≤ ｋ 时，不等式组 δ Ｔ
０δ ｎ － δ Ｔ

ｎδ ｎ ≥ ０ 都成立．则当 ｎ ＝ ｋ ＋ １ 时

　 　 δ Ｔ
０δ ｋ＋１ － δ Ｔ

ｋ＋１δ ｋ＋１ ＝ δ Ｔ
０（δ ｋ － （τ － α ｋ）（Ｂ ＋ μ ｋ＋１Ｉ）

－１δ ｋ＋１） －
　 　 　 　 （δ ｋ － （τ － α ｋ）（Ｂ ＋ μ ｋ＋１Ｉ）

－１δ ｋ＋１） Ｔ（δ ｋ － （τ － α ｋ）（Ｂ ＋ μ ｋ＋１Ｉ）
－１δ ｋ＋１） ＝

　 　 　 　 δ Ｔ
０δ ｋ － δ Ｔ

ｋ δ ｋ － （τ － α ｋ）δ Ｔ
０（Ｂ ＋ μ ｋ＋１Ｉ）

－１δ ｋ＋１ ＋

　 　 　 　 ２（τ － α ｋ）δ Ｔ
ｋ（Ｂ ＋ μ ｋ＋１Ｉ）

－１δ ｋ＋１ － （τ － α ｋ） ２δ Ｔ
ｋ＋１（Ｂ ＋ μ ｋ＋１Ｉ）

－２δ ｋ＋１ ．
下面分 δ Ｔ

０（Ｂ ＋ μ ｋ＋１Ｉ）
－１δ ｋ＋１ ≤０和 δ Ｔ

０（Ｂ ＋ μ ｋ＋１Ｉ）
－１δ ｋ＋１ ＞ ０两种情况，来分别证明 δ Ｔ

０δ ｋ＋１

－ δ Ｔ
ｋ＋１δ ｋ＋１ ≥ ０．
当 δ Ｔ

０（Ｂ ＋ μ ｋ＋１Ｉ）
－１δ ｋ＋１ ≤ ０ 时，有

　 　 δ Ｔ
０δ ｋ － δ Ｔ

ｋ δ ｋ － （τ － α ｋ）δ Ｔ
０（Ｂ ＋ μ ｋ＋１Ｉ）

－１δ ｋ＋１ ≥ ０，
又因为

　 　 ｈｋ ≤
δ Ｔ

ｋ（Ｂ ＋ μ ｋ＋１Ｉ）
－１δ ｋ＋１

δ Ｔ
ｋ＋１（Ｂ ＋ μ ｋ＋１Ｉ）

－２δ ｋ＋１

，

所以

　 　 ２（τ － α ｋ）δ Ｔ
ｋ（Ｂ ＋ μ ｋ＋１Ｉ）

－１δ ｋ＋１ － （τ － α ｋ） ２δ Ｔ
ｋ＋１（Ｂ ＋ μ ｋ＋１Ｉ）

－２δ ｋ＋１ ≥ ０．
故

　 　 δ Ｔ
０δ ｋ＋１ － δ Ｔ

ｋ＋１δ ｋ＋１ ≥ ０．
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当 δ Ｔ
０（Ｂ ＋ μ ｋ＋１Ｉ）

－１δ ｋ＋１ ＞ ０ 时，因为

　 　 ｈｋ ≤ ｍｉｎ
δ Ｔ

ｋ（Ｂ ＋ μ ｋ＋１Ｉ）
－１δ ｋ＋１

δ Ｔ
ｋ＋１（Ｂ ＋ μ ｋ＋１Ｉ）

－２δ ｋ＋１

，
δ Ｔ

０δ ｋ － δ Ｔ
ｋ δ ｋ

δ Ｔ
０（Ｂ ＋ μ ｋ＋１Ｉ）

－１δ ｋ＋１
{ } ，

则可得

　 　 δ Ｔ
０δ ｋ － δ Ｔ

ｋ δ ｋ － （τ － α ｋ）δ Ｔ
０（Ｂ ＋ μ ｋ＋１Ｉ）

－１δ ｋ＋１ ≥ ０，
且

　 　 ２（τ － α ｋ）δ Ｔ
ｋ（Ｂ ＋ μ ｋ＋１Ｉ）

－１δ ｋ＋１ － （τ － α ｋ） ２δ Ｔ
ｋ＋１（Ｂ ＋ μ ｋ＋１Ｉ）

－２δ ｋ＋１ ≥ ０，
所以

　 　 δ Ｔ
０δ ｋ＋１ － δ Ｔ

ｋ＋１δ ｋ＋１ ≥ ０．
即当 ｎ ＝ ｋ ＋ １ 时，δ Ｔ

０δ ｋ＋１ － δ Ｔ
ｋ＋１δ ｋ＋１ ≥ ０ 成立．

故由第二数学归纳法知原命题成立．证毕．
定理 ４．１　 设 Ｂ 对称正定，且当 ｎ ＝ ２，３，…，Ｎ 时，式（１４）成立：
　 　 － ｇＴ（Ｂ ＋ μ ｎＩ）

－１δ ｎ － δ Ｔ
ｎ－１Ｂ（Ｂ ＋ μ ｎＩ）

－１δ ｎ ≥－ ｇＴＢ －１δ ｎ － δ Ｔ
ｎ－１δ ｎ ． （１４）

则 δ（τ） 满足如下要求：
􀃠 ‖δ（τ）‖２ 关于 τ 为单调减函数；
􀃡 ｑ［δ（τ）］ 关于 τ 为单调增函数．
证明　 􀃠 当 τ ∈ ［α０，α１］，即 τ ∈ ［０，ｈ０］ 时，
　 　 ‖δ（τ）‖２

２ ＝ （δ ０ － τ（Ｂ ＋ μ １Ｉ）
－１δ １） Ｔ（δ ０ － τ（Ｂ ＋ μ １Ｉ）

－１δ １） ＝
　 　 　 　 δ Ｔ

０δ ０ － ２τδ Ｔ
０（Ｂ ＋ μ １Ｉ）

－１δ １ ＋ τ ２δ Ｔ
１（Ｂ ＋ μ １Ｉ）

－２δ １，
则

　 　 （‖δ（τ）‖２
２） ′ ＝ － ２δ Ｔ

０（Ｂ ＋ μ １Ｉ）
－１δ １ ＋ ２τδ Ｔ

１（Ｂ ＋ μ １Ｉ）
－２δ １ ．

由式（１２）可知

　 　 ｈ０ ≤
δ Ｔ

０（Ｂ ＋ μ １Ｉ）
－１δ １

δ Ｔ
１（Ｂ ＋ μ １Ｉ）

－２δ １

，

则

　 　 （‖δ（τ）‖２
２） ′ ≤ ０，　 　 τ ∈ ［α０，α１］，

所以 ‖δ（τ）‖２ 在区间［α０，α１］ 上为单调减函数．
对 ∀τ ∈ （α ｉ，α ｉ ＋１］，即（τ － α ｉ） ∈ （０，ｈｉ］，ｉ ＝ １，２，…，Ｎ － １ 时，
　 　 ‖δ（τ）‖２

２ ＝ （δ ｉ － （τ － α ｉ）（Ｂ ＋ μ ｉ ＋１Ｉ）
－１δ ｉ ＋１） Ｔ（δ ｉ － （τ － α ｉ）（Ｂ ＋ μ ｉ ＋１Ｉ）

－１δ ｉ ＋１） ＝
　 　 　 　 δ Ｔ

ｉ δ ｉ － ２（τ － α ｉ）δ Ｔ
ｉ （Ｂ ＋ μ ｉ ＋１Ｉ）

－１δ ｉ ＋１ ＋ （τ － α ｉ） ２δ Ｔ
ｉ ＋１（Ｂ ＋ μ ｉ ＋１Ｉ）

－２δ ｉ ＋１，
则

　 　 （‖δ（τ）‖２
２） ′ ＝ － ２δ Ｔ

ｉ （Ｂ ＋ μ ｉ ＋１Ｉ）
－１δ ｉ ＋１ ＋ ２（τ － α ｉ）δ Ｔ

ｉ ＋１（Ｂ ＋ μ ｉ ＋１Ｉ）
－２δ ｉ ＋１ ．

由式（１３）可知

　 　 ｈｉ ≤
δ Ｔ

ｉ （Ｂ ＋ μ ｉ ＋１Ｉ）
－１δ ｉ ＋１

δ Ｔ
ｉ ＋１（Ｂ ＋ μ ｉ ＋１Ｉ）

－２δ ｉ ＋１

，

则

　 　 （‖δ（τ）‖２
２） ′ ≤ ０，　 　 τ ∈ （α ｉ，α ｉ ＋１］，

所以 ‖δ（τ）‖２ 在区间（α ｉ，α ｉ ＋１］，ｉ ＝ １，２，…，Ｎ － １ 上为单调减函数．
􀃡 当 τ ∈ ［α０，α１］，即 τ ∈ ［０，ｈ０］ 时，
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　 　 ｑ［δ（τ）］ ＝ ｇＴ（δ ０ － τ（Ｂ ＋ μ １Ｉ）
－１δ １） ＋

　 　 　 　 １
２
（δ ０ － τ（Ｂ ＋ μ １Ｉ）

－１δ １） ＴＢ（δ ０ － τ（Ｂ ＋ μ １Ｉ）
－１δ １） ＝

　 　 　 　 ｇＴδ ０ － τｇＴ（Ｂ ＋ μ １Ｉ）
－１δ １ ＋ １

２
δ Ｔ

０Ｂδ ０ － τδ Ｔ
０Ｂ（Ｂ ＋ μ １Ｉ）

－１δ １ ＋

　 　 　 　 １
２

τ ２δ Ｔ
１（Ｂ ＋ μ １Ｉ）

－１Ｂ（Ｂ ＋ μ １Ｉ）
－１δ １，

则

　 　 ｑ［δ（τ）］ ′ ＝ － ｇＴ（Ｂ ＋ μ １Ｉ）
－１δ １ － δ Ｔ

０Ｂ（Ｂ ＋ μ １Ｉ）
－１δ １ ＋

　 　 　 　 τδ Ｔ
１（Ｂ ＋ μ １Ｉ）

－１Ｂ（Ｂ ＋ μ １Ｉ）
－１δ １ ≥

　 　 　 　 － ｇＴ（Ｂ ＋ μ １Ｉ）
－１δ １ － δ Ｔ

０Ｂ（Ｂ ＋ μ １Ｉ）
－１δ １ ≥

　 　 　 　 － ｇＴＢ －１δ １ － δ Ｔ
０δ １ ＝

　 　 　 　 δ Ｔ
０δ １ － δ Ｔ

０δ １ ＝ ０，　 　 τ ∈ ［α０，α１］ ．
所以 ｑ［δ（τ）］ 在区间［α０，α１］ 上关于 τ 为单调增函数．

对 ∀τ ∈ （α ｉ，α ｉ ＋１］，即（τ － α ｉ） ∈ （０，ｈｉ］，ｉ ＝ １，２，…，Ｎ － １ 时，
　 　 ｑ［δ（τ）］ ＝ ｇＴ（δ ｉ － （τ － α ｉ）（Ｂ ＋ μ ｉ ＋１Ｉ）

－１δ ｉ ＋１） ＋

　 　 　 　 １
２

（δ ｉ － （τ － α ｉ）（Ｂ ＋ μ ｉ ＋１Ｉ）
－１δ ｉ ＋１） ＴＢ（δ ｉ － （τ － α ｉ）（Ｂ ＋ μ ｉ ＋１Ｉ）

－１δ ｉ ＋１） ＝

　 　 　 　 ｇＴδ ｉ － （τ － α ｉ）ｇＴ（Ｂ ＋ μ ｉ ＋１Ｉ）
－１δ ｉ ＋１ ＋ １

２
δ Ｔ

ｉ Ｂδ ｉ －

　 　 　 　 （τ － α ｉ）δ Ｔ
ｉ Ｂ（Ｂ ＋ μ ｉ ＋１Ｉ）

－１δ ｉ ＋１ ＋

　 　 　 　 １
２

（τ － α ｉ） ２δ Ｔ
ｉ ＋１（Ｂ ＋ μ ｉ ＋１Ｉ）

－１Ｂ（Ｂ ＋ μ ｉ ＋１Ｉ）
－１δ ｉ ＋１，

则

　 　 ｑ［δ（τ）］ ′ ＝ － ｇＴ（Ｂ ＋ μ ｉ ＋１Ｉ）
－１δ ｉ ＋１ － δ Ｔ

ｉ Ｂ（Ｂ ＋ μ ｉ ＋１Ｉ）
－１δ ｉ ＋１ ＋

　 　 　 　 （τ － α ｉ）δ Ｔ
ｉ ＋１（Ｂ ＋ μ ｉ ＋１Ｉ）

－１Ｂ（Ｂ ＋ μ ｉ＋１Ｉ）
－１δ ｉ ＋１ ≥

　 　 　 　 － ｇＴ（Ｂ ＋ μ ｉ ＋１Ｉ）
－１δ ｉ ＋１ － δ Ｔ

ｉ Ｂ（Ｂ ＋ μ ｉ ＋１Ｉ）
－１δ ｉ ＋１ ≥

　 　 　 　 － ｇＴＢ －１δ ｉ ＋１ － δ Ｔ
ｉ δ ｉ ＋１ ＝ δ Ｔ

０δ ｉ ＋１ － δ Ｔ
ｉ δ ｉ ＋１ ＝

　 　 　 　 δ Ｔ
０δ ｉ － δ Ｔ

ｉ δ ｉ － ｈ′ｉδ Ｔ
０（Ｂ ＋ μ ｉＩ）

－１δ ｉ ＋ ｈ′ｉδ Ｔ
ｉ （Ｂ ＋ μ ｉＩ）

－１δ ｉ ≥
　 　 　 　 δ Ｔ

０δ ｉ － δ Ｔ
ｉ δ ｉ － ｈ′ｉδ Ｔ

０（Ｂ ＋ μ ｉＩ）
－１δ ｉ ．

由引理 ４．１ 可知

　 　 δ Ｔ
０δ ｉ － δ Ｔ

ｉ δ ｉ ≥ ０，
又由式（１１）可知

　 　 δ Ｔ
０δ ｉ － δ Ｔ

ｉ δ ｉ － ｈ′ｉδ Ｔ
０（Ｂ ＋ μ ｉＩ）

－１δ ｉ ≥ ０，
则

　 　 ｑ［δ（τ）］ ′ ≥ ０，　 　 τ ∈ （α ｉ，α ｉ ＋１］ ．
所以 ｑ［δ（τ）］ 在区间（α ｉ，α ｉ ＋１］，ｉ ＝ １，２，…，Ｎ － １ 上为单调增函数．证毕．

由定理 ４．１ 可得定理 ４．２．
定理 ４．２　 设 Ｂ 对称正定，则对任意给定的信赖域半径 Δ，存在 Ｎ 使得 ‖δ Ｎ‖２ ≤ Δ ．
定理 ４．１ 和定理 ４．２ 说明对任意给定的信赖域半径 Δ，隐式分段折线 δ（τ） 上的近似解存
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在且唯一．并且当沿隐式分段折线 δ（τ） 求信赖域子问题（２） 的最优解时，最优解 δ∗ 在信赖域

边界上达到．

５　 隐式分段折线算法

通过上面的讨论，下面给出隐式分段折线算法的具体步骤：
步 ０　 给定梯度 ｇ，正定矩阵 Ｂ，信赖域半径 Δ ．
步 １　 令 δ ０ ＝ － Ｂ －１ｇ，如果 Δ ≥ ‖δ ０‖２，则取 δ∗ ＝ δ ０ ．停止计算，否则转步 ２．
步 ２　 令 δ １ ＝ δ ０ － ｈ′０（Ｂ ＋ μ ０Ｉ）

－１δ ０，其中 μ ０ ＝ ０，ｈ′０ 为式（１０）．转步 ３．
步 ３　 令 δ １ ＝ δ ０ － ｈ０（Ｂ ＋ μ １Ｉ）

－１δ １，其中 μ １ ＝ ｈ′０，ｈ０ 为式（１２） ．如果 Δ ≥ ‖δ １‖２， 则取

　 　 δ∗ ＝ δ ０ － η（Ｂ ＋ μ １Ｉ）
－１δ １，

其中

　 　 η ＝ ｂ － ｂ２ － ａｃ
ａ

， ａ ＝ δ Ｔ
１（Ｂ ＋ μ １Ｉ）

－２δ １， ｂ ＝ δ Ｔ
０（Ｂ ＋ μ １Ｉ）

－１δ １， ｃ ＝ ‖δ ０‖２
２ － Δ２ ．

停止计算，否则令 ｎ １， 转步 ４．
步 ４　 令 δ ｎ＋１ ＝ δ ｎ － ｈ′ｎ（Ｂ ＋ μ ｎＩ）

－１δ ｎ，其中 μ ｎ ＝ μ ｎ－１ ＋ ｈ′ｎ－１，ｈ′ｎ 为式（１１）．转步 ５．
步 ５　 令 δ ｎ＋１ ＝ δ ｎ － ｈｎ（Ｂ ＋ μ ｎ＋１Ｉ）

－１δ ｎ＋１，其中 ｈｎ 为式（１３） ．如果 Δ ≥ ‖δ ｎ＋１‖２， 则取

　 　 δ∗ ＝ δ ｎ － η（Ｂ ＋ μ ｎ＋１Ｉ）
－１δ ｎ＋１，

其中

　 　 η ＝ ｂ － ｂ２ － ａｃ
ａ

， ａ ＝ δ Ｔ
ｎ＋１（Ｂ ＋ μ ｎ＋１Ｉ）

－２δ ｎ＋１，

　 　 ｂ ＝ δ Ｔ
ｎ（Ｂ ＋ μ ｎ＋１Ｉ）

－１δ ｎ＋１， ｃ ＝ ‖δ ｎ‖２
２ － Δ２ ．

停止计算，否则令 ｎ ｎ ＋ １， 转步 ４．

６　 数 值 结 果

选取不同的信赖域半径 Δ，取限制步长 ε ＝ ０．３， 采用文献［１０］中的测试函数 ｆｕｎｃｔｉｏｎ １ 和

ｆｕｎｃｔｉｏｎ ２，然后将隐式分段折线算法利用 ＭＡＴＬＡＢ 进行了实验．并且用该算法求得的测试函数

在近似最优解的函数值与切线单折线法求得的测试函数在近似最优解的函数值进行了比较．
数值结果列在表 １，２ 中，其中 Δ 表示信赖域半径，ｑＴＤＬ 表示使用切线单折线法所求得的测试函

数在近似最优解的函数值，ｑＩＳＤ 表示使用隐式分段折线算法所求得的测试函数在近似最优解

的函数值．ｑＴＤＬ － ｑＩＳＤ 表示使用切线单折线法和隐式分段折线算法所求得的测试函数在近似最

优解的函数值之差，如果该值大于 ０，则表明隐式分段折线算法比切线单折线法好．
从表 １，２ 的数值结果可以看出，总体来说，隐式分段折线算法要优于切线单折线法．对于

文献［１０］中的测试函数 ｆｕｎｃｔｉｏｎ １，当信赖域半径 ６．４ ≤ Δ ≤８．５ 时，切线单折线法要稍微好于

隐式分段折线算法，当信赖域半径 Δ ≥ １０．２０ 时，隐式分段折线算法和切线单折线法的效果一

样，而对于其他给定的信赖域半径 Δ， 隐式分段折线算法所求得的数值结果都要好于切线单折

线法；对于文献［１０］中的测试函数 ｆｕｎｃｔｉｏｎ ２，当信赖域半径 ５．８≤Δ≤８．３时，切线单折线法所

求得的数值结果稍微好于隐式分段折线算法，当信赖域半径 Δ ≥ １０．０２ 时，隐式分段折线算法

和切线单折线法所求得的数值结果相同，而对于其他给定的信赖域半径 Δ， 隐式分段折线算法

所求得的数值结果都要优于切线单折线法．因此，本文构造的隐式分段折线比切线单折线更好
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地近似了最优曲线，而且隐式分段折线算法是一个比切线单折线法更好的求解信赖域子问题

的折线法．
Ｆｕｎｃｔｉｏｎ １［１１］： ‖δ ｚｐ‖２ ＝ ２．３６， ‖Ｂ －１ｇ‖２ ＝ １０．２０；
Ｆｕｎｃｔｉｏｎ ２［１２］： ‖δ ｚｐ‖２ ＝ ０．６７， ‖Ｂ －１ｇ‖２ ＝ １０．０２．

表 １　 测试 ｆｕｎｃｔｉｏｎ １ 的数值结果

Ｔａｂｌｅ １　 Ｔｈｅ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｔｅｓｔ ｆｕｎｃｔｉｏｎ １

Δ ｑＴＤＬ ｑＩＳＤ ｑＴＤＬ － ｑＩＳＤ
１．０ －１２．６４２ １３５ ６２４ －１２．７０６ ４９１ ５２１ ０．０６４ ３５５ ８９７
１．５ －１７．８３８ ２０３ ４３６ －１８．２０９ ８２５ ５７５ ０．３７１ ６２２ １３９
１．８ －２０．５９５ ８４４ １２３ －２１．２８２ ５０３ ２８４ ０．６８６ ６５９ １６１
２．３６ －２５．０３３ ９８２ ７７６ －２６．６０５ ４０２ ４１３ １．５７１ ４１９ ６３７
３．０ －３１．４４２ ４３９ ４４６ －３２．０９３ ８３８ ８６５ ０．６５１ ３９９ ４１９
４．０ －３９．３５４ ８０９ ８４５ －３９．５３６ ８７３ ５１６ ０．１８２ ０６３ ６７１
６．０ －５０．７４４ ０７５ ７６０ －５０．７４９ ２１６ ８９２ ０．００５ １４１ １３２
６．３ －５２．０３６ ５１５ ８７９ －５２．０３６ ９５１ ８０７ ０．０００ ４３５ ９２８
６．４ －５２．４４４ ８２９ ０３４ －５２．４４４ ３０５ ６６１ －０．０００ ５２３ ３７３
６．５ －５２．８４１ ９８９ ４０７ －５２．８４０ ７５３ ５０９ －０．００１ ２３５ ８９８
７．０ －５４．６６２ ２２９ ４７６ －５４．６５８ ４６８ ２６７ －０．００３ ７６１ ２０９
８．０ －５７．４９０ ２１１ ０１４ －５７．４８６ ７４５ ６７８ －０．００３ ４６５ ３３６
８．５ －５８．５０５ ０２８ ５１１ －５８．５０２ ３８０ ４４７ －０．００２ ６４８ ０６４
８．６ －５８．６７６ ３９４ ８２９ －５９．９３９ ４４６ ０５７ １．２６３ ０５１ ２２８
９．０ －５９．２５７ ０７４ ６８７ －５９．９６４ ５６８ ５０７ ０．７０７ ４９３ ８２０
９．５ －５９．７４８ １７０ ０５４ －５９．９８７ ３６７ ７７３ ０．２３９ １９７ ７１９
１０．０ －５９．９７９ ７５７ ６３９ －５９．９９８ ９３３ ６９３ ０．０１９ １７６ ０５４

≥１０．２０ －６０ －６０ ０

表 ２　 测试 ｆｕｎｃｔｉｏｎ ２ 的数值结果

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｔｈｅ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｔｅｓｔ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ２

Δ ｑＴＤＬ ｑＩＳＤ ｑＴＤＬ － ｑＩＳＤ
０．３ －３．７７０ １４０ ６８７ －３．８２５ ６４８ ９８２ ０．０５５ ５０８ ２９５
０．６７ －７．１１８ ５０５ ８６８ －７．８９２ ３２０ ９８５ ０．７７３ ８１５ １１７
１．０ －１０．８９６ ６２２ ２５２ －１１．１８６ ９０４ ９９４ ０．２９０ ２８２ ７４２
２．０ －２０．０２６ ８９０ ０４０ －２０．０７０ ６４１ ５２９ ０．０４３ ７５１ ４８９
３．０ －２７．７２２ ８６５ ７０３ －２７．７３３ ２４２ ７３７ ０．０１０ ３７７ ０３４
３．５ －３１．１５３ ４９７ ７７５ －３１．１５８ ７０３ ９７９ ０．００５ ２０６ ２０４
５．０ －３９．８７９ ０５６ ２５１ －３９．８７９ ４９０ １０１ ０．０００ ４３３ ８５０
５．７ －４３．１６３ １７７ ４４２ －４３．１６３ １８８ ６２３ ０．０００ ０１１ １８１
５．８ －４３．５９１ ７８０ ５２８ －４３．５９１ ７４９ ２１９ －０．０００ ０３１ ３０９
６．５ －４６．３０９ ０００ ２３５ －４６．３０８ ８８１ ４１９ －０．０００ １１８ ８１６
７．０ －４７．９４７ ２４８ ９２５ －４７．９４７ １１８ ７５９ －０．０００ １３０ １６６
８．０ －５０．４６８ ９７５ ９５９ －５０．４６８ ８９３ ７６６ －０．０００ ０８２ １９３
８．３ －５１．０２９ ５１８ ７１２ －５１．０２９ ４５４ ０３３ －０．０００ ０６４ ６７９
８．４ －５１．１９６ ２８２ ５９３ －５２．４４０ ８４８ ９４５ １．２４４ ５６６ ３５２
９．０ －５１．９８６ ０８２ １５１ －５２．４７５ ２０３ ８２１ ０．４８９ １２１ ６７０
９．５ －５２．３６８ ３４７ ９９７ －５２．４９３ ３２５ ０５５ ０．１２４ ９７７ ０５８

≥１０．０２ －５２．５ －５２．５ ０

７１６王　 希　 云　 　 　 李　 　 亮　 　 　 于　 海　 波
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８１６ 解信赖域子问题的隐式分段折线算法
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