
文章编号：１０００⁃０８８７（２０１４）０６⁃０５８９⁃０９ ⓒ 应用数学和力学编委会，ＩＳＳＮ １０００⁃０８８７

空间各向异性弹性问题的二十节点理性单元
∗

毛　 翎，　 姚伟岸，　 高　 强，　 钟万勰

（大连理工大学 工程力学系； 工业装备结构分析国家重点实验室， 辽宁 大连 １１６０２４）

（我刊编委钟万勰来稿）

摘要：　 常规有限元方法的插值函数通常仅仅从数学层面上考虑单元的几何性质，忽视了与物理

问题相关的物性参数，因此可能降低数值分析的效果．理性有限元的构造方法与常规有限元法不

同，其插值函数使用的是控制微分方程解析解的线性组合，求解过程是在物理域内直接列式，对单

元的应变场和应力场同时进行插值，并在单元级别考虑分片实验的要求并直接进行修正，最终形

成与问题物性参数紧密相关的单元刚度阵．该方法避免了传统方法对物理问题和数学问题的割裂，
可显著提高数值分析的稳定性和精度．利用空间各向异性问题的基本解，从最小势能原理出发，构
造出两种满足分片实验要求的二十节点理性块体单元．数值算例表明，所给出的理性单元不仅具有

较高的求解精度，而且具有良好的数值稳定性．
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引　 　 言

三维弹性问题的有限元计算中，块体单元是一个最基本的单元．１９６８ 年，空间块体的等参

单元［１］就已经被提出了，它与平面问题等参元的提出基本是同时的［２］ ．除了基于单变量变分原

理的位移型有限元格式外，基于多变量变分原理的杂交 ／混合元思想也很快被引入这一类型单

元的构造，如 Ｐｉａｎ 等提出的控制零能模式的杂交元［３］、Ｐｕｎｃｈ 等提出的具备较高抗畸变能力

的杂交元［４］和基于胡⁃鹫变分原理的混合元 ＲＧＤ２０［５］等．
钟万勰等在 １９９６ 年提出了理性有限元法［６］，它以最小势能原理为基础，并将控制微分方

程解析解的线性组合作为插值函数，在单元级别考虑分片实验并进行修正．这一方法舍弃了等

参元技术，将问题的位移场、应力场和应变场都视为基本解的叠加，直接在物理域内列式，同时

对上述场变量进行插值，避免了传统有限元方法对物理问题和数学问题的割裂，具备更清晰的

力学含义，提高了场变量的数值精度和计算稳定性．随后，钟万勰和纪峥对其收敛性进行了证

明［７］，并改善了平面四节点单元基本解的选取，将其推广至五节点元［８］，王永富等还构造了各

向同性问题的空间理性单元［９］ ．
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材料的各向异性在实际问题中是普遍存在的，如生物力学［１０］、断裂力学［１１］、摩擦力学［１２］

等领域对此问题有着深刻而广泛的研究．由于复杂的物性参数，经典弹性力学中各向异性材料

的解析解是很少的，只有极个别边界条件规整荷载简单的问题有解析解．在常规有限元中，材
料的物性参数在构造单元形函数的时候，并不予以事先考虑，即材料的各向异性并不是作为一

种需要考虑的约束条件预先在构造单元时进行考虑．从力学问题的层面看，这割裂了问题本身

所具有的特殊性质，从而也会影响计算效果．理性有限元可避免传统方法对物理问题和数学问

题的割裂，本文利用空间各向异性问题的基本解，从最小势能原理出发，构造出两种满足分片

实验要求的二十节点理性块体单元．

１　 基本方程和基本解

空间弹性问题在直角坐标系下用位移表示的平衡方程，即 Ｎａｖｉｅｒ⁃Ｌｍｅ 方程为

　 　 １
２

Ｃ ｉｊｋｌ（ｕｋ，ｌｊ ＋ ｕｌ，ｋｊ） ＝ Ｆ ｉ， （１）

其中 ｉ， ｊ，ｋ，ｌ 的取值范围均为 １，２ 和 ３．这里给出物理方程的刚度⁃柔度阵形式为

　 　

σ ＝ Ｃε， ε ＝ Ｄσ，

σ ＝ {σ ｘ σ ｙ σ ｚ σ ｙｚ σ ｚｘ σ ｘｙ }
Ｔ
，

ε ＝ { ε ｘ ε ｙ ε ｚ ε ｙｚ ε ｚｘ ε ｘｙ }
Ｔ
，

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（２）

其中 Ｃ 为刚度阵，其元素为 Ｃ ｉｊ（ ｉ， ｊ ＝ １，２，…，６），Ｄ 为柔度阵，其元素为 Ｄｉｊ（ ｉ， ｊ ＝ １，２，…，６），
σ 为应力向量，ε 为应变向量．

在求解满足平衡方程（１）对应齐次方程基本解的过程中，要充分考虑力学意义．如前 １２ 阶

基本解中，第 １ 到 ６ 项基本解对应的是刚体位移，而第 ７ 到 １２ 项基本解见表 １，它们表示的是

均匀应力场解．更多高阶的基本解可以按照文献［１３］的方法得到，这里略去其具体表达式．
表 １　 空间各向异性问题的第 ７ 到第 １２ 项基本解

Ｔａｂｌｅ １　 Ｔｈｅ ７ｔｈ ｔｏ １２ｔｈ ｆｕｎｄａｍｅｎｔａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｏｆ ３Ｄ ａｎｉｓｏｔｒｏｐｉｃ ｅｌａｓｔｉｃ ｐｒｏｂｌｅｍｓ

ｉ ｕｉ ｖｉ ｗｉ σｉ

７ Ｄ１１ｘ ＋ Ｄ１６ｙ ＋ Ｄ１５ ｚ Ｄ１６ｘ ＋ Ｄ２１ｙ ＋ Ｄ１４ ｚ Ｄ１５ｘ ＋ Ｄ１４ｙ ＋ Ｄ１３ ｚ ［１ ０ ０ ０ ０ ０］ Ｔ

８ Ｄ１２ｘ ＋ Ｄ２６ｙ ＋ Ｄ２５ ｚ Ｄ２６ｘ ＋ Ｄ２２ｙ ＋ Ｄ２４ ｚ Ｄ２５ｘ ＋ Ｄ２４ｙ ＋ Ｄ２３ ｚ ［０ １ ０ ０ ０ ０］ Ｔ

９ Ｄ１３ｘ ＋ Ｄ３６ｙ ＋ Ｄ３５ ｚ Ｄ３６ｘ ＋ Ｄ２３ｙ ＋ Ｄ３４ ｚ Ｄ３５ｘ ＋ Ｄ３４ｙ ＋ Ｄ３３ ｚ ［０ ０ １ ０ ０ ０］ Ｔ

１０ Ｄ１４ｘ ＋ Ｄ４６ｙ ＋ Ｄ４５ ｚ Ｄ４６ｘ ＋ Ｄ２４ｙ ＋ Ｄ４４ ｚ Ｄ４５ｘ ＋ Ｄ４４ｙ ＋ Ｄ３４ ｚ ［０ ０ ０ １ ０ ０］ Ｔ

１１ Ｄ１５ｘ ＋ Ｄ５６ｙ ＋ Ｄ５５ ｚ Ｄ５６ｘ ＋ Ｄ２５ｙ ＋ Ｄ４５ ｚ Ｄ５５ｘ ＋ Ｄ４５ｙ ＋ Ｄ３５ ｚ ［０ ０ ０ ０ １ ０］ Ｔ

１２ Ｄ１６ｘ ＋ Ｄ６６ｙ ＋ Ｄ５６ ｚ Ｄ６６ｘ ＋ Ｄ２６ｙ ＋ Ｄ４６ ｚ Ｄ５６ｘ ＋ Ｄ４６ｙ ＋ Ｄ３６ ｚ ［０ ０ ０ ０ ０ １］ Ｔ

２　 二十节点理性单元的构造

有了上面的基本解，则理性单元 Ω 内的位移场可由下式确定：

　 　 ｕ ＝ ∑
ｋ

ｉ ＝ １
ａｉｕｉ， ｖ ＝ ∑

ｋ

ｉ ＝ １
ａｉｖｉ， ｗ ＝ ∑

ｋ

ｉ ＝ １
ａｉｗ ｉ， （３）

式中 ａｉ 为广义位移，ｕｉ，ｖｉ，ｗ ｉ 分别是插值函数即基本解中的位移解，ｋ 是基本解的个数．基本解

的选取应当满足下列 ３ 个条件：１） 基本解按坐标的升序排列； ２） 基本解的个数 ｋ 大于或等于

单元的自由度数； ３） 保证插值多项式的完备性．根据分析可知，在保证完备性的要求下，基本
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解的个数 ｋ 和基本解多项式的阶数 ｎ 之间有关系：ｋ ＝ ３（ｎ ＋ １） ２ ．

图 １　 空间二十节点块体单元

Ｆｉｇ．１　 Ａ ２０⁃ｎｏｄｅ ｂｒｉｃｋ ｅｌｅｍｅｎｔ

本文研究如图 １ 所示的空间二十节点块体单

元，１～８ 号节点位于单元的顶点处，９ ～ ２０ 号节点

位于单元的棱中点．单元共有 ６０ 个自由度，所以

基本解的阶数应取 ｎ ＝ ４， 共需要 ７５ 个基本解．对
应的应力场为

　 　

σ ｘ ＝ ∑
７５

ｉ ＝ １
ａｉσ ｘｉ， σ ｙ ＝ ∑

７５

ｉ ＝ １
ａｉσ ｙｉ，

σ ｚ ＝ ∑
７５

ｉ ＝ １
ａｉσ ｚｉ， σ ｙｚ ＝ ∑

７５

ｉ ＝ １
ａｉσ ｙｚｉ，

σ ｚｘ ＝ ∑
７５

ｉ ＝ １
ａｉσ ｚｘｉ， σ ｘｙ ＝ ∑

７５

ｉ ＝ １
ａｉσ ｘｙｉ ．

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

（４）

使用最小势能原理，单元变形能为

　 　 Ｕｅ ＝
１
２ ∫ΩσＴＤσｄＶ ＝ １

２
ａＴＲａ ＝ １

２
ｇＴａ， （５）

ａ ＝ ［ａ１ ａ２ … ａ７５］ Ｔ，Ｒ 称为广义刚度阵，它是一个对称阵，联系着广义位移向量 ａ 和广义

内力向量 ｇ， 即

　 　 ｇ ＝ Ｒａ， （６）
Ｒ 的分块形式如下：

　 　 Ｒ ＝

０６×６ ０６×６ ０６×６３

０６×６ Ｒ１１ Ｒ１２

０６３×６ ＲＴ
１２ Ｒ２２

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

， （７）

其中， Ｖ为单元体积，主对角元分块阵 ０６×６ 对应于刚体位移解，Ｒ１１ 对应于均匀应力场，Ｒ２２ 对应

于一阶及以上应力场．上式中非 ０ 分块阵的元素可通过式（５）的积分得到，其中特殊的有

　 　 Ｒ１１ ＝ ＶＤ ． （８）
这里略去了其它分块阵的具体表达式．

记二十节点块体单元节点位移向量为 ｄ，它是６０维的列向量．显然，其维数小于 ｋ（ｋ ＝ ７５），
不匹配．可以采用两种方法来解决这一问题．第 １ 种方法是按照一定的规律，删去 ４ 阶基本解中

任意的 １５ 个，即只使用 ６０ 个基本解，使得 Ｔ 阵成为方阵，能够进行接下来的运算，称这样的单

元为 ＲＤ２０．对于 ＲＤ２０ 单元，节点位移向量 ｄ 与广义位移向量 ａ 之间的转换关系为

　 　 ｄ ＝ Ｔａ， （９）
其中 Ｔ 为 ６０×６０ 的转换矩阵．将上式代入式（５），可给出用节点位移向量 ｄ 表示的单元变形能

密度为

　 　 Ｕｅ ＝
１
２

ｄＴＫｄ， （１０）

其中对应节点位移向量 ｄ 的单元刚度阵为

　 　 Ｋ ＝ Ｔ －ＴＲＴ －１； （１１）
而对应的节点力向量为

　 　 ｆ ＝ Ｋｄ ＝ Ｔ －Ｔｇ ． （１２）
但这种处理方法，由于选择的基本解不完备，可能使得单元具有方向性．
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第 ２ 种方法是进行单元级别的内部凝聚，在单元形心处增加 １ 个多余节点，在单元 ６ 个面

中较大的 ４ 个面上各增加一个面心节点，即成为增广单元，其节点自由度数为 ７５．将增广后的

二十五节点单元的节点位移向量表示为

　 　 ｄｃ ＝
ｄ
ｄｍ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
， （１３）

其中 ｄｍ 是增加的内部节点位移向量，是 １５ 维的列向量．增广后的单元节点自由度数正好等于

ｋ， 称这样的单元为 ＲＱ２０．对于 ＲＱ２０ 单元，需要将上面式（９） ～ （１２）中的节点位移向量 ｄ 替换

为增广节点位移向量 ｄｃ，相应地，转换矩阵 Ｔ 和单元刚度阵 Ｋ 也要替换为 Ｔｃ 和 Ｋｃ， 它们都是

７５×７５ 的矩阵．
对于以上两种单元 ＲＤ２０ 和 ＲＱ２０，由于插值函数在单元边界上是非线性的，因此它们是

无法通过分片实验的，需要对其进行修正．

３　 分片实验与修正

本文采用文献［６］所提供的方法对单元进行修正，使其通过单元分片实验的要求．由于操

作的类似性，以下过程均以 ＲＱ２０ 单元的维数作为标准．对于 ＲＤ２０ 单元，只要将相应的维数变

化即可．下面的分析中，除非有明显差异，对上节提到的 Ｔ 与 Ｔｃ，Ｋ 与 Ｋｃ 不再做区分．
单元分片实验的第 １ 项要求是，当节点位移为刚体位移时单元内部不产生应力．设节点位

移为刚体位移，根据单元的位移插值函数（３），显然可以得到 ａｉ ≠ ０（ ｉ ＝ １，２，…，６），ａ ｊ ＝ ０（ ｊ ＝
７，８，…，７５） ．因此单元的应力插值函数自然地为 ０，即对刚度阵 Ｋ， 分片实验的第 １ 项要求是

通过的．
单元分片实验的第 ２ 项要求是，当单元上施加一均匀应力场 σ时，其对应的单元边界面力

集约到节点上所形成的节点力向量 ｆ （ｔ）应当与通过式（１２） 得到的单元节点力向量 ｆ相同．但由

于式（１３） 中存在逆阵，因此本文采用其等价形式，即要求节点力向量 ｆ （ｔ）通过转换矩阵得到的

广义节点力向量 ｇ（ｔ） ＝ ＴＴｆ （ｔ）与通过式（６） 得到的单元节点力向量 ｇ 相同．
为了使下面行文简单，将转换阵 Ｔ 按列分块为

　 　 Ｔ ＝ ［Ｔ０ Ｔ１ Ｔ２］， （１４）
其中 Ｔ０，Ｔ１ 和 Ｔ２ 的列数分别为 ６，６ 和 ６３．

对于表 １ 中 ６ 种均匀应力场，均各自对应一个广义位移向量，将这 ６ 个广义位移向量按列

排列，表达为矩阵：
　 　 Ａ ＝ ［０６×６ Ｉ６×６ ０６×６３］ Ｔ， （１５）

它是一个 ７５×６ 矩阵．它们对应的广义力向量的矩阵形式为

　 　 Ｇ ＝ ＲＡ ＝ ［０６×６ Ｒ１１ Ｒ１２］ Ｔ， （１６）
即 Ｒ 阵的第 ７ 到 １２ 列．

另一方面，由于施加给单元的是均匀应力场，则单元的位移场是线性的，那么单元的边界

也是保持为线性的，因此可以按照线性插值的方式将单元的边界力集约到单元的节点上，得到

单元的集约节点力向量 ｆ （ｔ），记 ６ 种均匀应力场对应的集约节点力向量的矩阵形式为 Ｆ（ｔ），它
是一个 ７５ × ６ 矩阵．通过转换矩阵 Ｔ 就可以得到集约后广义力向量组合成的矩阵：

　 　 Ｇ（ｔ） ＝ ＴＴＦ（ｔ） ＝

ＴＴ
０Ｆ（ｔ）

ＴＴ
１Ｆ（ｔ）

ＴＴ
２Ｆ（ｔ）

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

， （１７）
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其中第 １ 到 ６ 行对应于刚体位移，第 ７ 到 １２ 行对应于线性位移，可验证有

　 　 ＴＴ
０Ｆ（ｔ） ＝ ０６×６， ＴＴ

１Ｆ（ｔ） ＝ ＤＶ ＝ Ｒ１１ ． （１８）
因此可知 Ｇ和 Ｇ（ｔ） 前 １２ 列是相等的．但这两个向量从第 １３ 列以后其元素值一般是不相同的，
这是由于二阶及其以上的位移插值函数在单元边界上无法保证单元协调造成的．

由于当前的单元不满足分片实验的第 ２ 个条件，因此需要修正．要使单元通过分片实验的

第 ２ 项要求，显然应该要求 Ｇ ＝ Ｇ（ｔ） ．为此应该修改变换矩阵 Ｔ， 使其满足

　 　 ＲＴ
１２ ＝ ＴＴ

２Ｆ（ｔ）， （１９）
即需要修改转换矩阵 Ｔ 的第 １３ 到 ７５ 列向量．修改方式是在原有的向量上叠加 Ｔ１，即修改后的

Ｔ２ 为

　 　 Ｔ′２ ＝ Ｔ２ ＋ Ｔ１Ｘ， （２０）
式中 Ｘ 是 ６×６３ 待定系数矩阵．将式（２０）代入式（１９），整理后可得

　 　 ＶＤＸ ＝ ＲＴ
１２ － ＴＴ

２Ｆ（ｔ） ． （２１）
求解上式，确定待定系数阵 Ｘ 后再代入式（１９），即可得修正的转换阵为

　 　 Ｔ ＝ ［Ｔ０ Ｔ１ Ｔ′２］ ． （２２）

将上式代入式（１２）即可得到修正后的单元刚度阵 Ｋ， 即

　 　 Ｋ ＝ Ｔ －ＴＲＴ －１， （２３）
它已经通过了单元分片实验的所有要求．

对于 ＲＤ２０ 单元，修正后的单元刚度阵 Ｋ就是最终的单元刚度阵．对于 ＲＱ２０ 单元，最后要

做的工作是消去多余的位移向量 ｄｍ，本文采用内部节点凝聚的方法来处理．为此将修正后的

增广单元刚度阵 Ｋｃ 按式（１３）进行相应分块，则单元变形能密度可改写为

　 　 Ｕｅ ＝
１
２

ｄＴ

ｄＴ
ｍ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

Ｔ Ｋ１１ Ｋ１２

ＫＴ
１２ Ｋ２２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

ｄ
ｄｍ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
． （２４）

取 ｄｍ 使 Ｕｅ 最小，得到

　 　 ｄｍ ＝ － Ｋ －１
２２ ＫＴ

１２ｄ ． （２５）
将上式回代到式（２３），消去 ｄｍ 得

　 　 Ｕｅ ＝
１
２

ｄＴＫ
－
ｄ， （２６）

其中

　 　 Ｋ
－
＝ Ｋ１１ － Ｋ１２Ｋ

－１
２２ ＫＴ

１２， （２７）

Ｋ
－
就是对应二十节点块体单元 ＲＱ２０ 的单元刚度阵．

单元节点力向量的生成与刚度阵组装、求解思路与传统有限元类似，不再赘述．求得节点

位移后，再利用式（９）可给出单元的广义位移向量 ａ， 从而得到问题的位移场与应力场．

４　 数 值 算 例

算例 １　 三维 Ｃｏｏｋ 悬臂梁．Ｃｏｏｋ 梁是由 Ｃｏｏｋ 在 １９８７ 年提出的经典考题，主要用于考查

在网格较粗情况下单元的计算精度．考虑如图 ２ 所示的变截面悬臂梁，厚度为 １ ｍ，其余几何尺

寸如图所示，单位为 ｍ，坐标系为右手坐标系，端部受纵向纯弯曲荷载 Ｑ ＝ １ ｋＮ作用．各向同性
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的物理参数为弹性模量 Ｅ ＝ １ × １０１１ Ｐａ，Ｐｏｉｓｓｏｎ 比 μ ＝ ０．３３， 而各向异性的物理参数为

　 　 Ｃ ＝

２
０．３ ２．２ ｓｙｍ
０．３ ０．２５ ２．４
０．０２ ０．０１ ０ １
０．０２ ０．０１ ０ ０ １．１
０．０２ ０．０１ ０ ０ ０ ０．９

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

× １０１１ Ｐａ ． （２８）

图 ２　 Ｃｏｏｋ 梁模型

Ｆｉｇ．２　 Ｔｈｅ Ｃｏｏｋ ｂｅａｍ ｍｏｄｅｌ

计算 Ａ 点纵向位移和 Ｂ 点的 Ｍｉｓｅｓ 应力，以 ＡＮ⁃
ＳＹＳ 划分 １０ ０４０ 个单元的解作为参考解．结果如

表 ２．其中 ＲＱ２０ 和 ＲＤ２０ 是本文提出的两种理性

单元，Ｑ２０ 是进行了减缩积分的 ２０ 点等参元，括
号内表示的是相对误差．从计算结果看，随着网格

的加密，３ 种单元的计算精度均有所提高．在相同

网格下，与进行了减缩积分的 Ｑ２０ 单元相比，本
文算法无需进行减缩积分，仍具有较高的精度，同
时位移场和应力场精度相似，而 Ｑ２０ 单元的应力

场精度要比位移场差一些．这是因为本文算法是

在位移场和应力场上同时插值，而等参元 Ｑ２０ 是

只在位移场上插值造成的．
表 ２　 算例 １ 的计算结果

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｔｈｅ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｅｘａｍｐｌｅ １

ｅｌｅｍｅｎｔ

ｔｙｐｅ
ｍｅｓｈ

ｉｓｏｔｒｏｐｉｃ
ｗＡ ／ ｍ σＢ ／ ＭＰａ

ａｎｉｓｏｔｒｏｐｉｃ
ｗＡ ／ ｍ σＢ ／ ＭＰａ

ＡＮＳＹＳ ｒｅｓｕｌｔ ０．１６４ ８ １ ６２７．２２ ０．０７３ ９２ １ ６２７．９８

ＲＱ２０

４×４×２ ０．１５８ ７（３．６８９ ０％） １ ５６４．７５（３．８３８ ９％） ０．０７１ １９（３．６６４ ０％） １ ５６７．９１（３．６８９ ７％）

６×６×３ ０．１５９ ６（３．１２７ ３％） １ ５７４．７０（３．１２７ ４％） ０．０７１ ６０（３．１１２ ０％） １ ５７５．２５（３．２３８ ６％）

８×８×４ ０．１６１ １（２．２７２ ２％） １ ５８８．５９（２．３７３ ５％） ０．０７２ ０６（２．４９０ ２％） １ ５８７．４２（２．４９１ ３％）

１０×１０×５ ０．１６２ ３（１．５０１ ０％） １ ６００．５５（１．６３８ ４％） ０．０７２ ８７（１．３９３ ３％） １ ６０５．２９（１．３９３ ５％）

ＲＤ２０

４×４×２ ０．１５８ ２（３．９９４ ８％） １ ５６１．８５（４．０１６ ９％） ０．０７０ ８３（４．１４７ ５％） １ ５６０．３２（４．１５５ ７％）

６×６×３ ０．１５９ ４（３．２７４ ６％） １ ５７１．８８（３．４００ ７％） ０．０７１ ４４（３．３２８ ７％） １ ５７３．１７（３．３６６ ９％）

８×８×４ ０．１６０ ３（２．７５１ ３％） １ ５８１．２５（２．８２４ ９％） ０．０７１ ８５（２．７７２ ３％） １ ５８１．６５（２．８４５ ８％）

１０×１０×５ ０．１６２ ４（１．４２５９％） １ ６０２．５１（１．５１８ ５％） ０．０７２ ８３（１．４４５ ２％） １ ６０３．８０（１．４８５ ０％）

Ｑ２０

４×４×２ ０．１５１ ０（８．３７８ ２％） １ ４５８．８４（１０．３４７ ６％） ０．０６７ ４６（８．７０６ ９％） １ ４４０．９９（１１．４８５ ９％）

６×６×３ ０．１５２ ７（７．３４２ ７％） １ ４７３．１９（９．４６５ ３％） ０．０６８ ２５（７．６４７ １％） １ ４４９．２８（１０．９７６ ７％）

８×８×４ ０．１５５ ０（５．９５５ ３％） １ ４８１．７７（８．９３８ ７％） ０．０６９ １７（６．４００ ３％） １ ４７０．８４（９．６５２ ７％）

１０×１０×５ ０．１５８ １（４．０３６ ４％） １ ５０９．５７（７．２２９ ８％） ０．０７０ ５４（４．５４４ ３％） １ ４９２．５９（８．３１６ ３％）

　 　 算例 ２　 细长三维悬臂梁的计算．在常规的等参单元中，长宽比较大的细长单元，其计算

精度往往很低，只能通过在纵向上增加网格密度来提高计算效率．考虑细长梁的长度 ｌ ＝ ２０ ｍ，
高 ｈ ＝ １ ｍ，宽 ｂ ＝ １ ｍ，一端固定，在长度方向上均匀地划分为 ｎ个网格．在不同的网格密度下考

查末端界面中心点在 ｚ向弯曲荷载下 ｘ方向位移 ｕｅｎｄ 与 ＡＮＳＹＳ 解（划分 ５４０ 个单元）的相对误
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差，以考查算法对细长单元的适应性．物理参数由方程（２８）给出．图 ３ 给出了不同的网格密度

下使用 ＲＱ２０ 单元和 ＲＤ２０ 单元计算得到的末端界面中心点位移的相对误差．算例表明，在 ｎ ＝
４ 的情况下，即单元长宽比在 １ ∶ ５ 的情况下，这两种单元仍然具有较好的计算精度．相反，在 ｎ
＝ ４的情况下，应用 Ｑ２０ 等参单元给出的计算结果完全不可靠，误差高达 ９０％．这说明了在细长

单元的情况下，理性有限元的计算精度仍然可以得到保证．

图 ３　 ｕｅｎｄ 的相对误差

Ｆｉｇ．３　 Ｔｈｅ ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒ ｏｆ ｕｅｎｄ

５　 结　 　 论

作为一种依赖于微分控制方程基本解的有限元法，理性有限元法的插值函数具有明确的

物理意义，其单元的构造是在物理域内直接列式，并在单元级别考虑分片实验的要求进行修

正．本文通过理性推导，给出了空间一般各向异性理性有限元的构造框架，并具体实现了二十

节点理性块体单元的构造．数值算例表明，本文所给出的理性单元具有较高的求解精度和良好

的数值稳定性，并对网格畸变有很好的适应性，是相关问题数值分析的一种有效求解方法．本
文的工作将理性有限元法进一步推广至空间各向异性问题．

事实上，本文的方法至少还可以向以下两个方向扩展，一是构造更具有针对性的单元，如
薄 ／厚板单元和壳体单元等，二是从更弱化形式的多变量变分原理如 ＨＲ 变分原理和胡⁃鹫变

分原理出发，推导相应形式的理性单元．这些将在余下的工作中进一步开展．
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