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摘要：　 提出将“时间间隔”替换“空间距离”作为径向基函数的自变量，利用径向基函数逼近的思

想，结合加权余量配点法，用于结构动力响应的数值分析．并且针对结构动力学的特点，发展了位

移、速度、加速度联合插值的径向基函数表达式，提出了精密计算的概念和标准．根据实际算例表

明，该方法对比传统的 Ｎｅｗｍａｒｋ 法、 Ｗｉｌｓｏｎ⁃θ 法、Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ（龙格⁃库塔）法，在求解强刚性动力学

方程，结构瞬态段的动力响应方面具有明显的优势，其计算精度与精细时程积分法相当．该方法与

计算效率相关的动力特征矩阵，以及问题的自由度无关，因此针对大规模问题具有很好的适用性，
是构建结构动力响应计算方法的新途径．
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引　 　 言

结构动力响应分析一直是学术界和工程界非常关心的课题，自从 ２０ 世纪 ７０ 年代初以来，
其数值计算方法已广泛应用于工程实践．但这些方法的建立主要基于两个假设［１］：

１） 不是刻意要求在任何时刻满足结构动力方程，而是在离散的时间间隔点上满足结构动

力方程；
２） 在时间间隔 Δｔ 内，加速度、速度、位移反应按某种假定的规律变化．
直接积分方法，如差分方法（中心差分法，Ｈｏｕｂｏｌｔ 法），线性加速度法及改进的线性加速

度法（ Ｗｉｌｓｏｎ⁃θ 法，Ｎｅｗｍａｒｋ 法，Ｈｉｌｂｅｒｔ 法），由于理论上的假设存在着明显的弊端，因此这些

方法一般只具有一阶精度或二阶精度，精度不高（结构动力瞬态反应段的计算误差很大，其原

因就在于加速度真实的变化根本不满足线性规律），尤其在高频阶段更是精度较低；另外，这
些方法均具有算法阻尼，这种算法阻尼难以有效地控制，从而使计算结果产生较大的误差．对
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于结构动力的非线性反应，还存在所谓“切线刚度”或“割线刚度”带来的误差，即使用有迭代

的切线刚度，时间间隔内的解答也不是准确的，因为结构动力方程不是在时间间隔内所有瞬时

时刻都得到满足［２］ ．
鉴于传统数值计算方法的缺陷，我国的钟万勰院士在 １９９４ 年提出精细时程积分法，由于

其具有很高的计算精度和计算效率，这种新的逐步积分法引起了学术界的广泛关注．与精细积

分相比，以往的逐步积分都是差分类的近似，谈不到计算机上的精确解之说．精细积分虽也有

近似，但其误差已在计算机浮点数表示精度之外，所以说在合理的步长 η范围内精细积分是不

会发生稳定性和刚性问题的．需要指出的是：
１） 以上结论是在常系数微分方程，指数矩阵的范围之内的．以精细积分为基础，用于变系

数方程，非线性动力方程等作数值计算，当然还要引进某种近似，例如摄动法等．由于这些近

似，仍会产生一些问题，尚需继续实践探讨．
２） 对于实际工程中的大型结构，由于自由度数目多，而指数矩阵一般是满阵，导致其存储

量及计算工作量大量增长，限制了精细积分法的应用．为了解决指数矩阵尺度太大带来的问

题，钟万勰院士提出了子域精细积分法，既可利用精细积分法无条件稳定、精度高的优点，又有

带宽小的好处．但对于具体的动力学问题，子域如何选取并无一般的经验可循，实际应用不太

方便．
从目前工程应用的情况来看，精细积分法还不能完全取代传统的逐步积分法．能否找到一

种结构动力响应分析的新方法，它既克服了传统数值计算方法理论上的不足，又具有较高的计

算精度（不低于精细积分法），而且对于非线性动力反应、大型结构的计算又较精细积分法具

有更广泛的适用性，这无疑是国内外相关研究领域的学者心目中理想的方法．

１　 径向基函数方法介绍与算法思路

径向基函数［３］（ｒａｄｉａｌ ｂａｓｉｓ ｆｕｎｃｔｉｏｎ， ＲＢＦ）是处理多元问题的一种有效方法．其实质是通

过定义在［０，＋∞ ）上的一元函数 ϕ与 Ｒｄ 上的 Ｅｕｃｌｉｄ（欧几里德） 范数‖·‖２ 来表示 ｄ元函数

ϕ ＝ ϕ（Ｒ ｉ），其中以点 ｘ到节点 ｘｉ 的距离为自变量，Ｒ ｉ ＝‖ｘ － ｘｉ‖２ ．ＲＢＦ 具有形式简单、各向同

性等优点，数学界已对其进行了大量的研究，成功地运用于多变量插值中．
人们欣赏径向基函数不仅因为它强烈的应用背景，而且因为它的重要优点：其表示与计算

均非常简单（由一个给定的一元函数表示）．另外，径向基函数子空间具有强大的逼近功能：径
向基函数可以逼近几乎所有的函数．由于径向基函数的突出优点，某些从事应用数学研究的学

者将它与加权余量法［４］相结合，发展出一种微分方程数值解的新方法———无网格法［５］ ．这种方

法已经在弹塑性静力学、气动弹性力学、流体力学中开始应用，并取得了良好的效果．但是，从
目前国内外应用径向基函数求解微分方程的范围来看，他们都是为了解决微分方程边值问题

（空间问题），其主要原因在于径向基函数定义“空间距离”（或与之相关的“２”范数）作为自变

量，并未涉及到时间参数．不过笔者认为时间坐标与空间坐标在代数意义上并无本质区别，径
向基函数既然能够逼近空间函数，那么同样也能够逼近时间函数，这就为求解微分方程初值问

题（时间问题）奠定了理论基础．例如，求解时间区域 Ω 用 Ｎ 个节点 ｔＩ（其中：Ｉ ＝ １，２，…，Ｎ） 离

散，位移函数 ｕ（ ｔ） 在区域Ω里边近似的函数 ｕｈ（ ｔ） 可以用各节点 ｔＩ 为中心的径向基函数ϕＩ（ ｔ）
表示为

　 　 ｕｈ（ ｔ） ＝ ∑
Ｎ

ｊ ＝ １
ａ ｊϕ ｊ（ ｔ） ＝ ΦＴ（ ｔ）ａ， （１）
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式中， ａ ｊ 是待定系数，其中 ａ ＝ ［ａ１， ａ２， …， ａＮ］ Ｔ；Φ（ ｔ） ＝ ［ ϕ１（ ｔ）， ϕ２（ ｔ）， …， ϕＮ（ ｔ）］ Ｔ ．式（１）
有 Ｎ 个未知数，规定近似函数 ｕｈ（ ｔ） 在节点 ｔＩ 处的取值与函数 ｕ（ ｔ） 在相同节点处得到的值 ｕＩ

相等，即 ｕｈ（ ｔＩ） ＝ ｕＩ，可以得到 Ｎ 个线性方程组：
　 　 Ａａ ＝ ｕ， （２）

式中
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， ｕ ＝ ［ｕ１，ｕ２，…，ｕＮ］ Ｔ ．

由式（２）解出系数矩阵 ａ， 将其代入式（１）可得

　 　 ｕｈ（ ｔ） ＝ ΦＴ（ ｔ）Ａ －１ｕ ＝ Ｎ（ ｔ）ｕ ． （３）
定义 Ａ 为动力特征矩阵，Ｎ（ ｔ） 为时间特征函数（类似于有限元中的形函数） ．由于 ｕｈ（ ｔ）

是解析表达式，故对其求一阶导数、二阶导数、三阶导数就可推出速度、加速度、急动度的表达

式．（注：急动度的概念已在混沌理论、非线性动力学、机械设计、高层建筑抗风抗震设计等领域

得到应用，传统的数值分析方法都不能计算出急动度．）然后将其代入动力平衡方程，再结合加

权余量配点法，在区域 Ω内形成Ｎ个代数方程组（线性或非线性），根据初始条件就可求解出 ｕ
＝ ［ｕ１， ｕ２， …， ｕＮ］ Ｔ ．在计算过程中，对时间间隔 Δｔ 内加速度、荷载的变化规律无须作出任何

假设（精细积分法在求解非齐次方程时，必须对时间间隔内的荷载变化规律作出某种线性或

非线性假设），所以比较传统的数值计算方法，径向基函数逼近的方法在理论上更加完善，而
且动力特征矩阵 Ａ 仅与时间区域 Ω 有关，却与自由度无关，这就意味着计算大型结构时，它又

比精细积分法具有更广泛的适用性．如果计算历时过长，那么动力特征矩阵Ａ就较大，Ａ －１ 计算

精度就成了计算速度、最后求解精度的关键所在［６］ ．
为了保持 Ａ －１ 具有较高的计算精度，本文提出了精密计算的概念和标准：设 Ａ 为 ｎ 阶矩

阵，Ｂ为Ａ的逆矩阵（计算机上的解），Ｅ为 ｎ 阶单位阵 ，运用 Ｆｒｏｂｅｎｉｕｓ（弗罗贝尼乌斯）范数： Ｆ
＝ （‖Ａ·Ｂ － Ｅ‖Ｆｒｏ ＋ ‖Ｂ·Ａ － Ｅ‖Ｆｒｏ） ／ ２，令矩阵求逆的相对误差 η ＝ Ｆ ／ ｎ，若 η ＜ ０．００１ 即为

精密计算．通过数值实验发现，如 ｎ ＜ ３００，选择适当的奇异值截断，则 Ｂ 一般都能达到精密计

算的要求，以 Δｔ ＝ ０．０２ ｓ 为例，计算历时 ｔ ≤ ６ ｓ ．
借鉴弹塑性静力学的区域分解法，将计算时程分为若干区段，以前一段计算终点的位移、

速度、加速度作为后一段计算的初始条件，然后把每段的方程组联立起来，其系数阵为带状稀

疏矩阵，这也有利于大型、长历时问题的求解．因为每一段动力特征矩阵 Ａ 并不大，所以求逆的

精度很高，计算速度也较快．当面对实际工程情况，时间间隔 Δｔ 与计算分段还可以根据需要灵

活调整．

２　 结构动力学方程算法实施

以单自由度有阻尼体系对任意荷载的反应为例，本文方法在结构动力学中实施过程如下：
１） 建立动力平衡方程： ｍｕ ＋ ｃｕ ＋ ｋｕ ＝ ｐ（ ｔ） ．
２） 确定计算历时 ｔ 和时间间隔 Δｔ，以及配点数目 ｌ ＝ ｔ ／ Δｔ ＋ １．
３） 选择合适的紧支柱正定径向基函数［７］ϕ（ ｒ），ｒ ＝ （ ｔ － ｔＩ） ／ ｄＩ，其中 ｔＩ 为各配点处的时刻，

５３５基于径向基函数逼近的结构动力响应计算方法



ｔ 为任意时刻，ｄＩ 为各配点的支撑域半径（本文建议以配点处时刻为中心，覆盖整个计算区

间），当 ｒ ≥ １ 时，ϕ（ ｒ） ＝ ０．
４） 根据各配点时刻计算 ｌ 阶动力特征矩阵 Ａ，并求其 Ａ －１ ＝ Ｂ ．
５） 建立任意时刻 ｔ位移的径向基函数表达式：ｕ（ ｔ） ＝ ΦＴ（ ｔ）Ｂｕ ＝Ｎ（ ｔ）ｕ，其中 ｕ ＝ ［ｕ１， ｕ２，

…， ｕｌ］ Ｔ， 表示各配点时刻的位移值．
６） 对任意时刻 ｔ 位移的径向基函数表达式求一阶导数、二阶导数、三阶导数，就分别推出

任意时刻 ｔ 的速度、加速度、急动度的表达式．
７） 将各配点时刻位移、速度、加速度的径向基函数表达式、外荷载的值代入动力平衡方

程，建立 ｌ 个方程的线性方程组（注：如果是非线性结构体系，将构成非线性方程组），未知数向

量为 ｕ ＝ ［ｕ１， ｕ２， …， ｕｌ］ Ｔ ．
８） 求解方程组，得到各配点时刻的位移值 ｕ ＝ ［ｕ１， ｕ２， …， ｕｌ］ Ｔ，将其代入相应的径向基

函数表达式，就得到了任意时刻 ｔ 位移、速度、加速度、急动度的解．
此处需要说明的是：
１） 因为考虑满足初始条件，所以第 １ 个方程通常被初始条件代替．
２） 对于多自由度结构体系，每个自由度将按以上的步骤建立方程组，然后把每个方程组

联立起来整体求解，其中动力特征矩阵 Ａ 仍然是 ｌ 阶满阵，最后方程组的系数阵 Ｃ 为 ｐ 阶方阵

（注：ｐ ＝ ｌ × ｍ，ｍ是自由度，根据多自由度结构动力平衡方程组的特点，Ｃ为带状稀疏矩阵），未
知数向量为 ｕ ＝ ［ｕ１， ｕ２， …， ｕｌ ×ｍ］ Ｔ， 求解之后就得到每个自由度各配点时刻的位移值．

３　 算 例 分 析

３．１　 算例 １
在算例 １［８］中考虑微分方程组的数值解，计算到 ｔ ＝ ２０ ｓ，则

　 　
ｕ１ ＝ － ２ ０００ｕ１ ＋ ９９９．７５ｕ２ ＋ １ ０００．２５，
ｕ２ ＝ ｕ１ － ｕ２，
ｕ１（０） ＝ ０， ｕ２（０） ＝ － ２ ．
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ïï

求得其特征矩阵的本征值 λ １ ＝ － ２ ０００．５，λ ２ ＝ － ０．５．从计算结果上看，本征值相差如此大，
是强刚性方程．其刚性比是 ４ ００１，远大于 １０．对这个方程用 ４ 阶 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 法计算，根据计算

稳定性要求，时间步长最大只能取 ０．００１ ３８，计算到 ｔ ＝ ２０ ｓ 需 １４ ４９３ 步．步数很多，计算量很

大，还有误差积累．然而用精细积分法计算，不论在该时间段内划分多少段，总得 ｕ１（２０） ＝
０ ９９９ ９３１ ９，ｕ２（２０） ＝ ０．９９９ ８６３ ８，结果直逼解析解，非常精密．如果运用径向基函数逼近的配

点法，取到 ｔ ＝ ２５ ｓ（根据笔者的经验，对于微分方程初值问题的求解，一般取要求计算历时为

实际计算历时的 ７０％ ～ ８０％ 比较合适），时间间隔 Δｔ ＝ ０．２ ｓ，配点数 ｌ ＝ １２６，选用我国学者提

出的紧支柱正定径向基函数［７］：ϕ（ ｒ） ＝ （１ － ｒ） ５（１ ＋ ５ｒ ＋ ９ｒ２ ＋ ５ｒ３ ＋ ｒ４），插值表达式为式（１），
计算效果如图 １ 所示．

从图 １ 中可以看出，数值解与解析解吻合得很好，
　 　 ｕ１（２０） ＝ ０．９９９ ９３１ ７， ｕ２（２０） ＝ ０．９９９ ８６３ ５，

其结果与精细积分法求解非常接近（注： η ＝ ２．８５ × １０ －７， 属于精密计算）．由此可见，应用径向

基函数逼近的思想求解微分方程初值问题，不仅实践上是可行的，而且效果上也不输于精细积

分法．

６３５ 徐　 绩　 青　 　 　 李　 正　 良　 　 　 吴　 林　 键



３．２　 算例 ２
算例 ２［９］中的单层平面刚架（如图 ２ 所示）受简谐地面激励，柱距 １２ ｍ，层高 ｈ ＝ ６ ｍ，钢柱

为箱形截面，尺寸为 ４６０×４６０×１ ｍｍ３，集中质量 Ｍ ＝ ７２ ０００ ｋｇ，阻尼比 ξ ＝ ０．０２，框架柱的侧向

刚度：ｋ ／ ２ ＝ １２ＥＩ ／ ｈ３，地面运动加速度 ｕｇ ＝ ｇ０ｓｉｎ（θｔ），ｇ０ ＝ ０．１ × ９．８ ｍ ／ ｓ２，θ ＝ ４π ｓ －１ ．初始条件

为 Ｘ（０） ＝ Ｘ（０） ＝ ０， 动力平衡方程为

　 　 ｕ ＋ ２ξω ｎｕ ＋ ω ２
ｎｕ ＝ － ｕｇ， （４）

式中， ω ｎ ＝ ２π ／ Ｔ，Ｔ 为结构自振周期．

图 １　 基于径向基函数的计算结果 图 ２　 单层平面刚架结构示意图

Ｆｉｇ．１　 Ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ ｒｅｓｕｌｔｓ ｂａｓｅｄ ｏｎ ＲＢＦ Ｆｉｇ．２　 Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｏｆ ａ ｓｉｎｇｌｅ⁃ｓｔｏｒｅｙ

ｐｌａｎｅ ｒｉｇｉｄ ｆｒａｍｅ

针对结构动力反应的计算特点，加速度（位移的二阶导数）已成为主要的计算目标，而常

规配点法的最大缺陷在于高阶导数会出现严重的数值振荡．为了有效地控制数值振荡，本文借

鉴弹塑性静力学的处理方法，提出了位移、速度、加速度联合插值的径向基函数表达式：

　 　 ｕｈ（ ｔ） ＝ ∑
Ｎ

ｊ ＝ １
ａ ｊϕ ｊ（ ｔ） ＋ ｂ１

ｄϕ１（ ｔ）
ｄｔ

＋ ｂ２

ｄ２ϕ１（ ｔ）
ｄｔ２

． （５）

式（５）与式（１）相比，增加了初始时刻径向基函数的一阶导数、二阶导数的线性组合，所以

式（２）的 ｕ ＝ ［ｕ１， ｕ２， …， ｕＮ， ｖ１， ｖ２］ Ｔ，其中 ｖ１， ｖ２ 是附加未知量，配点法与此相对应，不但要

满足结构动力平衡方程，而且还必须满足初始时刻的位移、速度、加速度，这样才能很好地消除

数值振荡的影响，获得满意的结果．
本例单层平面刚架的自振周期 Ｔ ＝ ０．３５５ ｓ，取Δｔ ＝ ０．０２ ｓ，计算历时 ｔ ＝ ３ ｓ，应用 ＡＮＳＹＳ 软

件计算得到的自振周期为 Ｔ ＝ ０．３５６ ｓ，说明 ＡＮＳＹＳ 建模是正确的．精细积分法、解析解、ＡＮＳＹＳ
的计算结果（瞬态反应阶段）如表 １．

表 １　 柱顶位移反应峰值（简谐激励）

Ｔａｂｌｅ １　 Ｐｅａｋ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ａｔ ｔｈｅ ｃｏｌｕｍｎ ｔｏｐ ｗｉｔｈｉｎ ｔｈｅ ｔｒａｎｓｉｅｎｔ ｐｈａｓｅ（ｈａｒｍｏｎｉｃ ｅｘｃｉｔａｔｉｏｎ）

ｐｒｅｃｉｓｅ ｉｎｔｅｇｒａｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄ ＡＮＳＹＳ ｍｅｔｈｏｄ ａｎａｌｙｔｉｃ ｓｏｌｕｔｉｏｎ

ｐｅａｋ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｕ ／ ｍ －０．００９ ７２０ －０．０１０ １３ －０．００９ ７７５

ａｐｐｅａｒｅｄ ｔｉｍｅ ｔ ／ ｓ ０．６２ ０．６４ ０．６２

　 　 在瞬态反应阶段， ＡＮＳＹＳ 的计算误差不仅有反应峰值， 而且还有相位， 这是传统数值计

算方法的固有缺陷造成的．如果运用径向基函数逼近的配点法， 取到 ｔ ＝ １５ ｓ， 时间间隔 Δｔ ＝

７３５基于径向基函数逼近的结构动力响应计算方法



０ ０２ ｓ， 配点数 ｌ ＝ ７５１， 选用算例１的紧支柱正定径向基函数， 插值表达式为式（５） ．由此可得

η ＝ ０．０１０ ７，故不满足精密计算的标准．若采用区域分解法，将计算历时分为两个区段（ ｔ１ ＝ ６ ｓ，
ｔ２ ＝ ６ ｓ），第一段 ６ ｓ 末的位移、速度、加速度作为后一段计算的初始条件，然后把两段的方程组

联立起来解．因为每一段的动力特征矩阵 Ａ 不大，所以求逆的精度很高：η ＝ ８．８２ × １０ －４，达到

了精密计算的要求．在实际工程计算中，如果每一区段的计算历时、Δｔ 都相同，那么动力特征矩

阵Ａ就是常量，求逆矩阵运算只需一次，不但精度很高，而且无论总的计算历时有多长，计算效

率也是很高的．计算效果如图 ３ 所示．

图 ３　 柱顶位移反应 图 ４　 ３ 层剪切型框架结构

Ｆｉｇ．３　 Ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ａｔ ｔｈｅ ｃｏｌｕｍｎ ｔｏｐ Ｆｉｇ．４　 Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｏｆ ｔｈｒｅｅ⁃ｓｔｏｒｅｙ ｓｈｅａｒ ｆｒａｍｅ

从图 ３ 可以看出，柱顶位移反应峰值 ｕ（０．６２） ＝ － ０．００９ ８２３ ｍ，其结果与解析解相差无几．
３．３　 算例 ３

算例 ３［５］如图 ４ 所示的 ３ 层剪切型框架结构．已知各楼层的质量（包括柱子的质量）自上

到下分别为 ｍ１ ＝ １．８ × １０５ ｋｇ，ｍ２ ＝ ｍ３ ＝ ２．７ × １０５ ｋｇ，各层的侧向刚度分别为 ｋ１ ＝ ９．８ × １０７

Ｎ ／ ｍ， ｋ２ ＝ １．９６ × １０８ Ｎ ／ ｍ，ｋ３ ＝ ２．４５ × １０８ Ｎ ／ ｍ ．假定结构阻尼为 Ｒａｙｌｅｉｇｈ 阻尼，前两阶振型阻

尼比 ξ １ ＝ ξ ２ ＝ ０．０５．如果系统的初始条件为（ｕ（ ｔ） ＝ ０， ｕ（ ｔ） ＝ ０）， 分别应用中心差分法、Ｎｅｗ⁃
ｍａｒｋ 法、 Ｗｉｌｓｏｎ⁃θ 法、精细积分法和径向基函数配点法计算框架结构在水平地震时的加速度

ｕｇ（ ｔ） ＝ ｃｏｓ ｔ 作用下的动力反应（图 ５ 为解析解）．

图 ５　 ３ 自由度系统的位移反应 图 ６　 顶层位移反应

Ｆｉｇ．５　 Ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｏｆ ｔｈｅ ３⁃ＤＯＦ ｓｙｓｔｅｍ Ｆｉｇ．６　 Ｒｏｏｆ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｒｅｓｐｏｎｓｅ

８３５ 徐　 绩　 青　 　 　 李　 正　 良　 　 　 吴　 林　 键



选用算例 １ 的紧支柱正定径向基函数，插值表达式为式（５），取到 ｔ ＝ １５ ｓ，由此可得计算

效果如图 ６ 所示．而顶层位移反应的解析解与数值解结果如表 ２ 所示．
表 ２　 顶层位移反应的解析解与数值解（单位： ｍ）

Ｔａｂｌｅ ２　 Ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ａｎｄ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｒｏｏｆ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｒｅｓｐｏｎｓｅ（ｕｎｉｔ： ｍ）

　 ｔ ＝ １ ｓ ｔ ＝ ２ ｓ ｔ ＝ ５ ｓ ｔ ＝ １０ ｓ ｔ ＝ １２ ｓ

ａｎａｌｙｔｉｃ ｓｏｌｕｔｉｏｎ　 　 　 　 　 　 　 －０．００１ ２９ ０．００２ ６５１ －０．００２ １３ ０．００５ ９１７ －０．００６ ０２０ ０

ｃｅｎｔｒａｌ ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ ｍｅｔｈｏｄ
Δｔ ＝ ０．０２ ｓ －０．００２ １４０ ６ ０．００２ １２２ ２ －０．００２ ０６８ ６ ０．００５ ９１０ ８ －０．００６ ０４７ ４

Δｔ ＝ ０．０１ ｓ －０．００１ ６８８ ２ ０．００２ ４１９ １ －０．００２ ０７２ ４ ０．００５ ９５０ ６ －０．００６ １９１ ９

Ｎｅｗｍａｒｋ ｍｅｔｈｏｄ
Δｔ ＝ ０．０２ ｓ －０．０００ ３８１ ３８ ０．００３ ３９０ ２ －０．００２ １９２ １ ０．００５ ９９８ ０ －０．００５ ９７４ ８

Δｔ ＝ ０．０１ ｓ －０．０００ ８９２ ７３ ０．００２ ９４０ ３ －０．００２ １０１ １ ０．００５ ９９１ ８ －０．００５ ９７３ ８

Ｗｉｌｓｏｎ⁃θ ｍｅｔｈｏｄ
Δｔ ＝ ０．０２ ｓ －０．０００ ０５２ ５５ ０．００４ ０６３ ６ －０．００２ ２４７ ９ ０．００６ ００７ ７ －０．００５ ９７３ ５

Δｔ ＝ ０．０１ ｓ －０．０００ ５５４ ０８ ０．００３ ２１５ ６ －０．００２ １４９ ６ ０．００５ ９９４ ６ －０．００５ ９７４ ６

ｐｒｅｃｉｓｅ ｉｎｔｅｇｒａｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄ
Δｔ ＝ ０．０２ ｓ －０．００１ ３３０ ２ ０．００２ ６２７ ３ －０．００２ ０４７ １ ０．００５ ９８９ ９ －０．００５ ９７２ ８

Δｔ ＝ ０．０１ ｓ －０．００１ ３３０ ２ ０．００２ ６２７ ３ －０．００２ ０４７ ２ ０．００５ ９９０ ０ －０．００５ ９７２ ９

ｔｈｅ ｐｒｅｓｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄ
Δｔ ＝ ０．０５ ｓ －０．００１ ２７４ １ ０．００２ ６５４ ４ －０．００２ ０５１ ７ ０．００５ ９９０ １ －０．００５ ９７３ １

Δｔ ＝ ０．０２ ｓ －０．００１ ３２８ １ ０．００２ ６２８ ５ －０．００２ ０４７ ３ ０．００５ ９９０ ２ －０．００５ ９７２ ８

　 　 从表 ２ 可知（注：在 Ｎｅｗｍａｒｋ 法，取 γ ＝ ０．５，β ＝ ０．２５；在 Ｗｉｌｓｏｎ⁃θ 法，取 θ ＝ １．４；在精细积

分法，取 Ｎ ＝ ２０）， 传统算法的时间步长越小时，其数值解越接近解析解；它们的计算误差在瞬

态反应衰减段内要比稳态反应阶段大一些，这是因为传统数值方法固有的理论缺陷．相比之

下，精细积分法具有较大的计算优势．从径向基函数配点法的计算方案可以看出， Δｔ ＝ ０．０５ ｓ，
η ＝ ２．９４ × １０ －４；Δｔ ＝ ０．０２ ｓ，η ＝ ０．０１０ ７，它的计算效果与精细积分法相当．需要指出的是：虽然

从理论上讲，配点数目越多，径向基函数的逼近效果越好，但实际计算中要受动力特征矩阵 Ａ
求逆精度的限制；如果配点过密造成 Ａ 过大，而使求逆精度明显降低，就会导致最终的计算精

度反而下降．因此要进一步提高计算精度，就必须将计算历时分段处理，瞬态反应阶段配点密

集一些，保证每段动力特征矩阵的求逆精度满足精密计算的要求．总之，必须考虑配点密度和

动力特征矩阵求逆精度两者的综合影响，才能取得最好的计算效果．

４　 结　 　 论

通过以上的算例表明，本文方法相比传统的数值计算方法：
１） 在求解强刚性动力学方程，结构瞬态段的动力反应方面，理论上更加完善，具有明显的

优势，其计算精度与精细时程积分法不相上下；
２） 对于多自由度问题，每个自由度对应的动力矩阵 Ａ 与时间步数相关，可适用于多种类

型的动力学问题；
３） 在有关急动度的计算方面，本文方法具有优势．
综上所述，本文方法依托径向基函数强大的逼近能力，并结合加权余量法，有希望发展成

为结构动力响应计算的通用方法．
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１４５基于径向基函数逼近的结构动力响应计算方法


