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摘要：　 将时间有限元方法引入到柔性多体系统的数值计算中，研究了旋转柔性叶片系统的刚⁃柔
耦合响应问题．首先，基于非线性梁理论，建立了旋转柔性叶片系统的中心刚体⁃柔性梁模型，构造

柔性叶片系统考虑一次近似耦合的 Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数；其次，采用假设模态方法对空间坐标进行离散，
建立系统的时间有限元格式；最后，通过数值实验，分析了柔性叶片的动力学响应．该方法直接构造

了系统的离散积分格式，并自动保证了该格式是保辛的，因而具有较高的数值精度和稳定性．数值

结果表明：时间有限元可以有效地求解旋转柔性叶片系统内低频大范围运动与高频弹性振动之间

的刚⁃柔耦合问题．
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引　 　 言

现代旋转机械的转速越来越快，叶片越来越长，柔性越来越大，对系统运行精度的要求也

越来越高．传统的刚体系统动力学方法和采用小变形假设的建模方法越来越显现出其局限性．
柔性叶片在工作的过程中，叶片的大范围旋转运动与弹性振动的相互耦合导致叶片的动力学

响应是高度非线性的，属于柔性多体系统动力学的研究范畴［１］ ．
在柔性多体系统动力学中，普遍的做法是将旋转柔性叶片系统简化为中心刚体⁃柔性梁系

统．针对这一系统，国内外学者开展了大量的研究．柔性多体系统的建模方法根据坐标系选取

的不同，可以分为三类［２］：运动⁃弹性动力学（ＫＥＤ）法［３］、浮动坐标法和绝对坐标法．传统的

ＫＥＤ 建模方法将多刚体动力学与结构动力学进行了简单的迭加，由于忽略柔性梁的轴向变形

与横向变形之间的耦合，往往导致计算结果不收敛．１９８７ 年，Ｋａｎｅ 等［４］在用浮动坐标法研究旋

转柔性梁时，提出了“动力刚化”的概念，并指出了传统的 ＫＥＤ 方法的缺陷．杨辉、洪嘉振等［５］
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基于浮动坐标法提出了旋转柔性梁的一次近似耦合模型（ＦＯＡＣ），并从理论上解释了“动力刚

化”现象的物理本质．蔡国平等［６］基于一次近似耦合模型，采用假设模态法对旋转运动柔性梁

的动力特性进行了研究，给出了简化的控制模型．相比于浮动坐标法，绝对节点坐标法起步较

晚．１９９７ 年，Ｓｈａｂａｎａ［７］ 基于非线性有限元理论提出柔性多体系统动力学建模的绝对节点坐标

方法．目前， 绝对节点坐标法已被公认为是多体系统建模理论的一项重要进展．在国内，胡海

岩、田强等［８］将绝对节点坐标法应用于对大型柔性空间结构展开的模拟中，取得了一系列研

究成果．
柔性多体系统的动力学方程通常是无法解析求解的，需要利用数值方法进行求解，传统的

数值方法有 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 方法、Ｎｅｗｍａｒｋ 算法、广义 α⁃ 算法等．Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统的辛几何算法是计

算多体系统动力学中新兴的数值算法．１９８４ 年，Ｆｅｎｇ（冯康） ［９］ 在双微（微分方程和微分流形）
国际会议上首次提出基于辛几何原理计算 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 体系的方法，并指出保守体系的差分格式

应当保辛，开创了 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 力学计算的新方法．王琪等［１０］ 研究了树形多体 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统的隐

式辛算法，发现该算法计算效率高，并可保持长期数值计算的稳定性．此后在计算力学领域，钟
万勰［１１］对辛几何进行了通俗的表述，并将其应用于应用力学领域的数值研究．Ｈｕａｎｇ 等（黄永

安、邓子辰等） ［１２］将辛几何方法引入精细积分算法中，构造了辛精细积分算法，并将其应用于

柔性多体系统之中，取得了很好的计算结果．近年来，钟万勰等［１３⁃１４］ 根据结构力学与最优控制

的模拟理论，提出结构有限元方法同样适用于时间坐标，并指出基于变分原理的时间有限元方

法应当是保辛的．隋永枫等［１５］将时间有限元方法应用于陀螺系统，扩展了时间有限元方法的

应用领域．
本文基于非线性梁理论建立柔性叶片系统的一次近似耦合模型，并采用假设模态方法进

行离散，根据分析结构力学原理构造与系统的动力学方程等效的离散系统的时间有限元格式．
通过数值计算，验证方法的可靠性，并分析柔性叶片的刚⁃柔耦合运动，期望为柔性叶片系统的

分析设计提供有益的参考．

１　 旋转柔性梁的动力学建模

如图 １ 所示，考虑在水平面内定轴旋转的柔性叶片，不计重力的影响，将系统简化为中心

刚体⁃柔性梁系统．设中心刚体的质量为 Ｍ，转动惯量为 ＪＨ；柔性梁的长度为 Ｌ；梁截面面积为

Ａ；截面对中性轴的惯性矩为 Ｉ；材料密度为 ρ；材料弹性模量为 Ｅ；τ 为作用在旋转柔性梁与基

座铰接处的外部驱动力矩；θ 为大范围运动的角位移．
建立惯性坐标系 Ｏ⁃ＸＹ 和固结在梁轴线上的浮动坐标系 ｏ⁃ｘｙ， 将柔性梁的运动分解为浮

动坐标系 ｏ⁃ｘｙ 相对于惯性坐标系 Ｏ⁃ＸＹ 的大范围牵连运动和梁相对于浮动坐标系 ｏ⁃ｘｙ 的变形

运动．
如图 ２ 所示，未发生变形时，柔性梁上任意一点 Ｐ０ 在浮动坐标系 ｏ⁃ｘｙ 中的坐标为（ｘ，０） ．

变形后，该点在惯性坐标系 Ｏ⁃ＸＹ 下的位置矢量为

　 　 ＲＰ ＝ ＯＰ→ ＝ Θ（Ｏｏ→ ＋ ｏＰ０
→ ＋ Ｐ０Ｐ

→）， （１）
其中， Θ为浮动坐标系相对于惯性坐标系的转换矩阵：

　 　 Θ ＝ ｃｏｓ θ － ｓｉｎ θ
ｓｉｎ θ ｃｏｓ θ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ． （２）

考虑柔性梁的轴向和横向变形的耦合，在浮动坐标系中 Ｐ０ 点的位移Ｐ０Ｐ
→

可表示为
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　 　 Ｐ０Ｐ
→ ＝ ｕ

ｖ
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ＝

ｗ１（ｘ，ｔ） ＋ ｗｃ（ｘ，ｔ）
ｗ２（ｘ，ｔ）

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
， （３）

其中， ｗ１ 为梁的轴向变形，ｗ２ 为梁的挠度．ｗｃ 为横向位移引起的轴向位移的一次耦合项，即

　 　 ｗｃ（ｘ，ｔ） ＝ － １
２ ∫

ｘ

０

∂ｗ２（ξ，ｔ）
∂ξ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

ｄξ ． （４）

图 １　 中心刚体⁃柔性梁系统示意图 图 ２　 柔性梁的变形位移描述

Ｆｉｇ．１　 Ｔｈｅ ｒｉｇｉｄ ｈｕｂ⁃ｆｌｅｘｉｂｌｅ ｂｅａｍ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ ｓｙｓｔｅｍ Ｆｉｇ．２　 Ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｆｌｅｘｉｂｌｅ ｂｅａｍ

将方程（３）代入方程（１），柔性梁上任意一点 Ｐ 的位置矢量

　 　 ＲＰ ＝ Θ
ｒ０ ＋ ｘ ＋ ｗ１（ｘ，ｔ） ＋ ｗｃ（ｘ，ｔ）

ｗ２（ｘ，ｔ）
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
． （５）

一次耦合项 ｗｃ 的引入使动力刚化现象成为刚体运动与柔性体振动的耦合的自然结果．实
验表明［１６］，一次近似耦合模型能够很好地与实验结果吻合．

ＲＰ 对时间求导数，可以得到 Ｐ 点的速度

　 　 ＲＰ ＝ Θ
ｒ０ ＋ ｘ ＋ ｗ１（ｘ，ｔ） ＋ ｗｃ（ｘ，ｔ）

ｗ２（ｘ，ｔ）
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＋ Θ

ｗ１（ｘ，ｔ） ＋ ｗｃ（ｘ，ｔ）
ｗ２（ｘ，ｔ）

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
， （６）

其中

　 　 Θ ＝ Θθθ， Θθ ＝ ∂Θ
∂θ

＝
－ ｓｉｎ θ － ｃｏｓ θ
ｃｏｓ θ － ｓｉｎ θ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ．

通过方程（１） ～ （６），可以计算得到柔性梁系统的动能：

　 　 Ｔ ＝ １
２

ＪＨθ ２ ＋ １
２

ρＡ ∫Ｌ
０
ＲＴ

Ｐ ＲＰｄｘ ＝

　 　 　 　 １
２

ＪＨθ ２ ＋ １
２

ρＡ ∫Ｌ
０

{ ［（ ｒ０ ＋ ｘ ＋ ｗ１ ＋ ｗｃ） ２ ＋ ｗ２
２］θ ２ － ２ｗ２（ｗ１ ＋ ｗｃ）θ ＋

　 　 　 　 ２（ ｒ０ ＋ ｘ ＋ ｗ１ ＋ ｗｃ）ｗ２θ ＋ （ｗ１ ＋ ｗｃ） ２ ＋ ｗ２
２ } ｄｘ ． （７）

系统的总势能和外力伪势能分别如方程（８）和（９）所述：

　 　 Ｖ ＝ １
２ ∫

Ｌ

０
ＥＡ

∂ｗ１

∂ｘ
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è
ç
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÷

２

ｄｘ ＋ １
２ ∫

Ｌ

０
ＥＩ

∂２ｗ２

∂ｘ２
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ç
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ø
÷

２

ｄｘ， （８）

　 　 ＷＦ ＝ － τ（ ｔ）θ， （９）
其中， τ（ ｔ） 为外力矩随时间变化的函数．

系统的 Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数可表达为

５５３基于时间有限元方法的旋转柔性叶片动力学响应分析



　 　 Ｌ ＝ Ｔ － （Ｖ ＋ ＷＦ） ＝

　 　 　 　 １
２

Ｊθ ２ ＋ １
２

ρＡ ∫Ｌ
０

{ ［（ ｒ０ ＋ ｘ ＋ ｗ１ ＋ ｗｃ） ２ ＋ ｗ２
２］θ ２ － ２ｗ２（ｗ１ ＋ ｗｃ）θ ＋

　 　 　 　 ２（ ｒ０ ＋ ｘ ＋ ｗ１ ＋ ｗｃ）ｗ２θ ＋ （ｗ１ ＋ ｗｃ） ２ ＋ ｗ２
２ } ｄｘ －

　 　 　 　 １
２ ∫
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ｄｘ ＋ τθ ． （１０）

已知方程（１０），可以通过 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 原理构造系统的动力学方程及其边界条件［６］ ．

２　 刚⁃柔耦合系统求解的分析结构力学方法

Ｈａｍｉｌｔｏｎ 力学中，Ｈａｍｉｌｔｏｎ 主函数与系统的动力学方程及边界条件一样，能够完全地决定

系统的运动．在数值算法上，可以通过插值函数近似系统的 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 主函数，并基于分析结构

力学原理求解系统的动力学方程．
２．１　 时间有限元

对于一个 Ｌａｇｒａｎｇｅ 力学系统，假设系统的广义坐标 ｑ ＝ { ｑ１，ｑ２，…，ｑｓ，… } Ｔ， 且 Ｌａｇｒａｎｇｅ
函数为 Ｌ（ｑ，ｑ，ｔ） ．若 ｔ０ 时刻系统的初始条件为（ｑ０，ｑ０） Ｔ，根据运动的存在唯一性，该系统从初

始状态出发的正轨是已知的．若 ｔ１ 时刻系统的末态参数为（ｑ１，ｑ１） Ｔ， 则可以定义如下的 Ｈａｍｉｌ⁃
ｔｏｎ 主函数：

　 　 Ｓ（ｑ０，ｑ１，ｔ０，ｔ１） ＝ ∫ｔ１
ｔ０
Ｌ（ｑ，ｑ，ｔ）ｄｔ ＝ ∫ｔ１

ｔ０
Ｌ（ｑ０，ｑ１，ｔ０，ｔ１）ｄｔ ． （１１）

可以看到 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 主函数就是以初始参数和末态参数为变元表达的沿正轨的作用量函数．
在 ［ ｔ０，ｔ１］ 内，沿正轨对 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 主函数 Ｓ 求变分：

　 　 δＳ（ｑ０，ｑ１，ｔ０，ｔ１） ＝ ∫ｔ１
ｔ０
δＬ（ｑ，ｑ，ｔ）ｄｔ ＝

　 　 　 　 ∫ｔ１
ｔ０

∂Ｌ
∂ｑ{ }

Ｔ

δｑ ＋ ∂Ｌ
∂ｑ{ }

Ｔ

δｑæ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｔ ＝ ∫ｔ１

ｔ０

ｄｐ
ｄｔ{ }

Ｔ

δｑ ＋ ｐＴ ｄ（δｑ）
ｄｔ{ }æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｔ ＝

　 　 　 　 ∫ｔ１
ｔ０

ｄ
ｄｔ

（ｐＴδｑ）ｄｔ ＝ ｐＴ
１δｑ１ － ｐＴ

０δｑ０ ． （１２）

分析可得如下关系：

　 　
ｐ０ ＝ － ∂Ｓ

∂ｑ０
，

ｐ１ ＝ ∂Ｓ
∂ｑ１

．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

（１３）

对该动力学系统在时间域内划分图 ３ 所示的结构化网格．则在时间单元内，有

　 　
ｐｋ ＝

∂Ｓｋ

∂ｑｋ
［ ｔｋ－１，ｔｋ］，

ｐｋ ＝ －
∂Ｓｋ＋１

∂ｑｋ
［ ｔｋ，ｔｋ＋１］，

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（１４）

即

　 　
∂Ｓｋ（ｑｋ－１，ｑｋ，ｔｋ－１，ｔｋ）

∂ｑｉ
ｋ

＋
∂Ｓｋ＋１（ｑｋ，ｑｋ＋１，ｔｋ，ｔｋ＋１）

∂ｑｉ
ｋ

＝ ０
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　 　 （ ｉ ＝ １，２，…，ｓ － １，ｓ，ｓ ＋ １，…） ． （１５）
可以证明，方程（１５）与系统的动力学方程是完全等价的［１３］ ．在 ［ ｔｋ－１，ｔｋ］ 和［ ｔｋ，ｔｋ＋１］ 时间

单元内，通过对系统的状态参量进行插值近似，可以计算得到在该时间单元内系统近似的

Ｈａｍｉｌｔｏｎ 主函数 Ｓｋ 和 Ｓｋ＋１ ．代入方程（１６），即可构造系统的时间有限元离散格式．
在本文中，通过对网格进行时间域上的结构化的剖分，求解时可以不对方程（１６）进行全

域上的统一求解．将方程（１６）看作系统的状态参量的传递关系，可以降低所要求解的方程的阶

次，简化计算．

图 ３　 时间坐标的结构化网格

Ｆｉｇ．３　 Ｔｈｅ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｄ ｇｒｉｄ ｏｆ ｔｉｍｅ⁃ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ

２．２　 旋转柔性梁的假设模态离散及其时间有限元计算格式

在旋转柔性梁的柔度、转速均不太大的前提下，可以通过截断柔性悬臂梁的模态函数来近

似旋转柔性梁的几何变形．图 ２ 中所示的柔性叶片上的任意一点的轴向位移 ｗ１ 和横向位移 ｗ２

可以由模态坐标表达为

　 　
ｗ１（ｘ，ｔ） ＝ ∑

ｍ

ｉ ＝ １
ϕｉ（ｘ）α ｉ（ ｔ），

ｗ２（ｘ，ｔ） ＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
ψ ｉ（ｘ）β ｉ（ ｔ），

ì

î

í

ï
ï

ïï

（１６）

其中， ϕｉ（ｘ） 和ψ ｉ（ｘ） 分别为柔性悬臂梁的轴向和横向振动的模态函数， α ｉ（ ｔ） 和 β ｉ（ ｔ） 分别为

与 ϕｉ（ｘ） 和 ψ ｉ（ｘ） 对应的模态坐标．ｍ 和 ｎ 分别为柔性悬臂梁轴向和横向振动模态的截断阶次．
将方程（１６）代入方程（４），可得

　 　 ｗｃ（ｘ，ｔ） ＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ ０
∑

ｎ

ｊ ＝ ０
κ ｉｊβ ｉβ ｊ， κ ｉｊ ＝ －

１
２ ∫

ｘ

０

∂ψ ｉ

∂ξ
∂ψ ｊ

∂ξ
ｄξ ． （１７）

方程（１０）所描述的 Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数可以表达为

　 　 Ｌ ＝ χ
１θ ２ ＋ ∑

ｍ

ｉ ＝ １

χ ｉ
２α ｉθ ２ ＋ ∑

ｎ

ｉ ＝ １

χ ｉ
３β ｉθ ＋

　 　 　 　 ∑
ｍ

ｉ ＝ １
∑
ｍ

ｊ ＝ １

χ ｉｊ
４（α ｉα ｊθ ２ ＋ α ｉα ｊ） ＋ ∑

ｎ

ｉ ＝ １
∑

ｎ

ｊ ＝ １

χ ｉｊ
５（β ｉβ ｊθ ２ ＋ β ｉβ ｊ） ＋

　 　 　 　 ∑
ｍ

ｉ ＝ １
∑

ｎ

ｊ ＝ １

χ ｉｊ
６（α ｉβ ｊ － α ｉβ ｊ）θ ＋ ∑

ｎ

ｉ ＝ １
∑

ｎ

ｊ ＝ １

χ ｉｊ
７β ｉβ ｊ ＋

　 　 　 　 ∑
ｍ

ｉ ＝ １
∑

ｎ

ｊ ＝ １
∑

ｎ

ｋ ＝ １

χ ｉｊｋ
８ （α ｉβ ｊβ ｋθ ＋ α ｉ（β ｊβ ｋ ＋ β ｊβ ｋ）） ＋
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　 　 　 　 ∑
ｎ

ｉ ＝ １
∑

ｎ

ｊ ＝ １
∑

ｎ

ｋ ＝ １

χ ｉｊｋ
９ （β ｉβ ｊβ ｋ － β ｉβ ｊβ ｋ － β ｉβ ｊβ ｋ）θ ＋

　 　 　 　 ∑
ｎ

ｉ ＝ １
∑

ｎ

ｊ ＝ １
∑

ｎ

ｋ ＝ １
∑

ｎ

ｓ ＝ １

χ ｉｊｋｓ
１０ （β ｉβ ｊβ ｋβ ｓθ ２ ＋ β ｉβ ｊβ ｋβ ｓ ＋ β ｉβ ｊβ ｋβ ｓ ＋ β ｉβ ｊβ ｋβ ｓ ＋ β ｉβ ｊβ ｋβ ｓ） －

　 　 　 　 ∑
ｍ

ｉ ＝ １
∑
ｍ

ｊ ＝ １

χ ｉｊ
１１α ｉα ｊ － ∑

ｎ

ｉ ＝ １
∑

ｎ

ｊ ＝ １

χ ｉｊ
１２β ｉβ ｊ ＋ τθ， （１８）

其中

　 　

χ
１ ＝ １

２
ＪＨ ＋ １

２
ρＡ ∫Ｌ

０
（ ｒ０ ＋ ｘ） ２ｄｘ，

χ ｉ
２ ＝ ρＡ ∫Ｌ

０
（ ｒ０ ＋ ｘ）ϕｉｄｘ，

χ ｉ
３ ＝ ρＡ ∫Ｌ

０
（ ｒ０ ＋ ｘ）ψ ｉｄｘ，

χ ｉｊ
４ ＝ １

２
ρＡ ∫Ｌ

０
ϕｉϕ ｊｄｘ，

χ ｉｊ
５ ＝ １

２
ρＡ ∫Ｌ

０
ψ ｉψ ｊｄｘ，

χ ｉｊ
６ ＝ ρＡ ∫Ｌ

０
ψ ｉϕ ｊｄｘ，

χ ｉｊ
７ ＝ ρＡ ∫Ｌ

０
（ ｒ０ ＋ ｘ）κ ｉｊｄｘ，

χ ｉｊｋ
８ ＝ ρＡ ∫Ｌ

０
ϕｉκ ｊｋｄｘ，

χ ｉｊｋ
９ ＝ ρＡ ∫Ｌ

０
ψ ｉκ ｊｋｄｘ，

χ ｉｊｋｓ
１０ ＝ １

２
ρＡ ∫Ｌ

０
κ ｉｊκ ｋｓｄｘ，

χ ｉｊ
１１ ＝ １

２
ＥＡ ∫Ｌ

０

∂ϕｉ

∂ｘ
∂ϕ ｊ

∂ｘ
ｄｘ，

χ ｉｊ
１２ ＝ １

２
ＥＩ ∫Ｌ

０

∂２ψ ｉ

∂ｘ２

∂２ψ ｊ

∂ｘ２ ｄｘ ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

（１９）

在时间单元内，对系统的状态参量作线性插值，即

　 　

［ ｔｋ－１，ｔｋ］：　 θ ＝ θ ｋ－１ ＋ θ ｋ

２
， α ｉ ＝

α ｋ－１
ｉ ＋ α ｋ

ｉ

２
， β ｉ ＝

β ｋ－１
ｉ ＋ β ｋ

ｉ

２
，

θ ＝ θ ｋ － θ ｋ－１

δ
， α ｉ ＝

α ｋ
ｉ － α ｋ－１

ｉ

δ
， β ｉ ＝

β ｋ
ｉ － β ｋ－１

ｉ

δ
，

［ ｔｋ，ｔｋ＋１］：　 θ ＝ θ ｋ ＋ θ ｋ＋１

２
， α ｉ ＝

α ｋ
ｉ ＋ α ｋ＋１

ｉ

２
， β ｉ ＝

β ｋ
ｉ ＋ β ｋ＋１

ｉ

２
，

θ ＝ θ ｋ＋１ － θ ｋ

δ
， α ｉ ＝

α ｋ＋１
ｉ － α ｋ

ｉ

δ
， β ｉ ＝

β ｋ＋１
ｉ － β ｋ

ｉ

δ
．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ïï

（２０）

δ 为时间步长．将方程（２０）分别代入方程（１８）和方程（１１）中，即得近似的 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 主函数
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Ｓｋ（ｑｋ－１，ｑｋ，ｔｋ－１，ｔｋ） 和 Ｓｋ＋１（ｑｋ，ｑｋ＋１，ｔｋ，ｔｋ＋１），其中取 ｑｋ ＝ { θ ｋ，α ｋ
１，α ｋ

２，…，α ｋ
ｍ，β ｋ

１，β ｋ
２，…，β ｋ

ｎ } Ｔ ．代
入方程（１６），即可构造中心刚体⁃柔性梁系统的时间有限元离散迭代格式，计算过程可由如图

４ 的程序框图实现．

图 ４　 计算程序框图

Ｆｉｇ．４　 Ｐｒｏｇｒａｍ ｆｌｏｗｃｈａｒｔ

３　 数 值 算 例

本文中对柔性叶片大范围运动已知和未知两种工况下的动力响应进行模拟．
３．１　 大范围运动已知条件下的动力学仿真

考虑图 １ 所示的旋转柔性叶片系统，假定叶片从静止开始运动且运动规律如下：

　 　 θ ＝
Ω０

Ｔ
ｔ －

Ω０

２π
ｓｉｎ ２π

Ｔ
ｔæ

è
ç

ö

ø
÷ ， ０ ≤ ｔ ≤ Ｔ，

Ω０， ｔ ＞ Ｔ ．

ì

î

í

ïï

ïï

（２１）

取 Ｔ ＝ １５ ｓ， 并分别取Ω０ ＝ ４ ｒａｄ ／ ｓ和Ω０ ＝ １０ ｒａｄ ／ ｓ进行计算．忽略轮毂的体积和质量， 取叶片

的力学参数为： 体积密度 ρ ＝ ２．６６７ × １０３ ｋｇ ／ ｍ３， 弹性模量 Ｅ ＝ ６．８９５ ２ × １０１０ Ｎ ／ ｍ２， 长度 Ｌ ＝
８ ｍ，横截面积 Ａ ＝ ７．２９６ ８ × １０ －５ ｍ２，截面惯性矩 Ｉ ＝ ８．２１８ ９ × １０ －９ ｍ４ ．

当转速 Ω０ ＝ ４ ｒａｄ ／ ｓ和Ω０ ＝ １０ ｒａｄ ／ ｓ 时，采用时间有限元方法进行模拟时的柔性叶片末端

的变形（轴向变形 ｗ１， 横向变形 ｗ２） 分别如图 ５ 和图 ６ 所示．图中数据点为文献［６］中的计算

结果，实线为本文结果．对比图中结果可以看到，本文的计算结果与参考文献中的结果基本一

致．在转速不至于过大的情况下，时间有限元方法的计算结果是准确可靠的．在低速的情况下，
截取柔性叶片的前 ３ 阶模态的计算结果已足够准确［６］ ．本文进行数值模拟时，分别截取了柔性
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梁轴向振动和横向振动的 １ 阶和前 ３ 阶模态．对比柔性叶片末端的横向变形与轴向变形，叶片

的横向变形占主导地位，轴向变形相对较小．理论上，随着截断模态数的增加，假设模态方法的

结果可以更好地模拟高速运动下柔性叶片的动力学响应．

（ａ） 轴向变形 （ｂ） 横向变形

（ａ） Ｔｈｅ ａｘｉａｌ ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ （ｂ） Ｔｈｅ ｔｒａｎｓｖｅｒｓｅ ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ
图 ５　 柔性叶片末端的变形 （Ω０ ＝ ４ ｒａｄ ／ ｓ）

Ｆｉｇ．５　 Ｔｉｐ ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ｆｌｅｘｉｂｌｅ ｂｌａｄｅ （Ω０ ＝ ４ ｒａｄ ／ ｓ）

（ａ） 轴向变形 （ｂ） 横向变形

（ａ） Ｔｈｅ ａｘｉａｌ ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ （ｂ） Ｔｈｅ ｔｒａｎｓｖｅｒｓｅ ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ
图 ６　 柔性叶片末端的变形 （Ω０ ＝ １０ ｒａｄ ／ ｓ）

Ｆｉｇ．６　 Ｔｉｐ ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ｆｌｅｘｉｂｌｅ ｂｌａｄｅ （Ω０ ＝ １０ ｒａｄ ／ ｓ）

３．２　 大范围运动未知条件下的动力学仿真

假设叶片的参数与 ３．１ 小节相同，并取中心刚体的半径为 ０．１ ｍ，转动惯量为 ３．０ ｋｇ·ｍ２ ．作
用在转轴上的驱动力矩按如下规律变化：

　 　 τ（ ｔ） ＝
ｓｉｎ ２π

Ｔ
ｔæ

è
ç

ö

ø
÷ ， ０ ≤ ｔ ≤ Ｔ，

０， ｔ ＞ Ｔ，

ì

î

í
ïï

ïï
（２２）

即驱动力矩在前 １０ ｓ 中按正弦函数变化，１０ ｓ 以后系统自由运动．计算中取 Ｔ ＝ １０ ｓ ．
图 ７ 和图 ８ 分别给出了柔性叶片末端的横向变形 ｗ２ 和轮毂的大范围运动角位移 θ的时程

变化．对比刚体假设下的模拟结果［１７］ 与图 ５ 中的结果，可以看到轮毂的运动与柔性梁的变形

之间的相互耦合作用使得系统的动力学行为产生了很大的不同．由图 ７ 可以看出，在 １０ ｓ ≤ ｔ
≤１５ ｓ的时间段内，轮毂的角位移在 θ ＝ ０．４１０ ６ ｒａｄ附近作小幅的振动，θ ＝ ０．４１０ ６ ｒａｄ 的结果

与刚体假设下系统最后停止运动的位置是一致的．
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图 ７　 柔性叶片末端的横向变形

Ｆｉｇ．７　 Ｔｒａｎｓｖｅｒｓｅ ｔｉｐ ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｆｌｅｘｉｂｌｅ ｂｌａｄｅ

图 ８　 轮毂的角位移

Ｆｉｇ．８　 Ａｎｇｕｌａｒ⁃ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｏｆ ｔｈｅ ｈｕｂ

４　 结　 　 论

本文基于结构力学与最优控制的模拟关系，利用非线性梁理论建立柔性叶片的一次近似

耦合模型，构造了中心刚体⁃柔性梁系统的时间有限元计算方法．仿真的结果表明，时间有限元

方法能够有效地求解柔性多体系统计算中的刚⁃柔耦合问题．在本文中，时间有限元离散时采

用了结构化的时空网格，在单元内进行了线性插值，而并未使用非结构网格、保辛摄动等有效

手段，因此该时间有限元格式有着极大的改进空间．此外，时间有限元方法还特别适用于解决

刚性微分⁃代数方程时的违约问题［１８］，进行后续的研究是十分有意义的．最后，本文的计算结果

可以为旋转柔性叶片系统的分析设计提供有益的参考．
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ｄｏｍａｉｎ ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ； ｓｙｍｐｌｅｃｔｉｃ ｃｏｎｓｅｒｖａｔｉｏｎ

Ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ ｉｔｅｍ： Ｔｈｅ Ｎａｔｉｏｎａｌ Ｎａｔｕｒａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅ Ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ ｏｆ Ｃｈｉｎａ（１１１７２２３９； １１３７２２５２）

３６３基于时间有限元方法的旋转柔性叶片动力学响应分析


