
文章编号：１０００⁃０８８７（２０１４）０４⁃０３４１⁃１２ ⓒ 应用数学和力学编委会，ＩＳＳＮ １０００⁃０８８７

刚⁃柔体动力学方程的保辛摄动迭代法
∗

吴　 锋，　 高　 强，　 钟万勰

（大连理工大学 工程力学系； 工业装备结构分析国家重点实验室， 辽宁 大连 １１６０２４）

（我刊编委钟万勰来稿）

摘要：　 针对刚⁃柔体动力学方程，提出保辛摄动迭代算法．该方法把刚⁃柔体动力学方程的低频运

动和高频振动分开处理，用保辛摄动的思想来处理低、高频耦合作用，从而可以采用较大时间步长

进行数值积分，即可给出满意的数值结果，很好地解决了刚性积分问题．数值算例表明该方法是可

行的．
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引　 　 言

刚⁃柔体动力学方程与多刚体动力学方程的不同在于考虑部分部件的弹性变形，此时的动

力学积分是一个挑战［１］ ．因为一般来说，机构运动是低频的，而部件的弹性振动是高频的．两种

运动混合在一起积分，容易发生不同时间尺度的问题．其数值表现是刚性，积分若干步后，会因

为数值病态而失真．这是刚⁃柔体动力学方程数值积分必须面对的问题，也被认为是多体系统

动力学中的难题之一．针对刚性积分问题，如果用显式算法，则由于数值稳定的限制，往往要求

小时间步长，因此目前多用隐式算法如 Ｎｅｗｍａｒｋ 方法［２］、 Ｗｉｌｓｏｎ⁃θ 法［３］、Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 方法［４］

等．但是这些方法对于刚⁃柔体动力学方程，未必有效．文献［５］曾利用一个考虑弹性变形的单

摆问题对这些方法做过比较研究，研究结果表明，当刚性程度过大（高低频率之比大于 １ ０００）
时，无论是 Ｎｅｗｍａｒｋ 方法还是 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 法计算结果均发散．考虑刚⁃柔体动力学方程的另一

个问题就是约束违约问题，目前一个流行的方法是基于违约修正的方法，如文献［６⁃７］．违约修

正主要解决的是约束违约的问题，而并没有涉及到刚性积分的问题．文献［８⁃９］曾提出利用精

细积分法计算刚⁃柔体动力学方程，并指出精细积分法对于高频中快变变量的积分十分有利，
优于 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 法．

如果从大范围整体运动看，大范围运动是掌控全局的，最重要的，属于低频运动．部件的弹

性振动虽然参加了整体的运动，但仅是局部起作用，其振动频率远高于整体运动的低频率．如
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果将低、高频区分开来看，大范围低频运动属于多刚体动力学范畴，其研究相对较多，比如文献

［１０］针对约束体系的微分⁃代数方程（ＤＡＥ）提出一种新的 ＤＡＥ 积分方法，可以精确地满足约

束方程，而无需进行约束修正．实际上关于局部高频弹性振动的研究更加成熟，比如模态叠

加［３， １１］等．不过由于杆件本身在运动，它的弹性振动理论是在非惯性坐标内，说明大范围运动

与弹性振动之间有相互作用，因此还需要考虑这种相互作用，也即低、高频耦合作用．实际上这

种耦合作用相比而言属于小量，可用摄动法处理之．不过，传统的摄动法总是采用 Ｔａｙｌｏｒ 级数

展开［１２］，与 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 体系的保辛没有关系，也没有正则变换、保辛之说，因此常出现计算结果

发散的现象［１３］ ．对于刚⁃柔体动力学方程来说，如果利用传统摄动法，其计算格式复杂，而且同

样会出现计算发散现象．辛对称是动力学理论的核心．对于刚⁃柔体动力学方程的摄动法也应抓

住辛对称的核心，正则变换就自动满足了保辛的性质．所以动力学摄动，也应在正则变换的基

础上讲述．文献［１３⁃１６］系统地阐述了保辛摄动方法，并指出保辛摄动具有长时间仿真的优点．
基于这些认识，本文提出针对刚⁃柔体动力学方程的保辛摄动迭代方法，该方法把刚⁃柔体动力

学方程的大范围运动和局部弹性振动分开处理，用 ＤＡＥ 积分处理大范围运动，而用摄动的思

想处理两者之间的耦合项．

１　 保辛摄动迭代

本文的研究对象是刚⁃柔体动力学方程，处理其中的低频大范围运动和局部高频弹性振

动．本文的侧重点不在于研究刚⁃柔体动力学模型，而在分析刚⁃柔体动力学方程．因此文中只是

以一个简单的二维刚⁃柔杆系模型为例，阐述利用本文方法进行刚柔体动力学方程分析的过

程．为方便论述，本文只考虑杆的弯曲变形（这一变形也常常是最主要的），假定各杆长度不变．
但需要说明的是，本文方法同样可以处理更加复杂模型的刚⁃柔体动力学方程．

假设一个二维的刚⁃柔杆系，共有 Ｎ 个杆，其中第 ｉ 杆的长度为 Ｌｉ，其线密度为 ρｉ，第 ｉ 杆如

图 １ 所示．

图 １　 第 ｉ 杆模型

Ｆｉｇ．１　 Ｍｏｄｅｌ ｏｆ ｔｈｅ ｉ⁃ｔｈ ｒｏｄ

图 １ 中 （Ｏ，Ｘ，Ｙ） 为绝对坐标，（ｏｉ，ｘｉ，ｙｉ） 为第 ｉ 杆的相对坐标，（Ｘ ｉ，Ｌ，Ｙｉ，Ｌ） 和（Ｘ ｉ，Ｒ，Ｙｉ，Ｒ）
分别为杆两端的绝对坐标，（Ｘ ｉ，Ｙｉ） 为不考虑弹性变形时，杆中某点的绝对坐标．图中虚线表杆

的弹性变形，ｗ ｉ 为弹性杆的弹性相对位移．刚⁃柔体动力学方程，虽然有代数方程的约束，仍可

用变分原理描述．对于第 ｉ 杆，其势能为

　 　 Ｖｉ ＝ ∫Ｌｉ
０

１
２

Ｅ ｉＩｉ（ｗ″ｉ） ２ｄｘｉ ＋ ∫Ｌｉ
０
ｆｉＹｉｄｘｉ， （１）
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其中 Ｅ ｉＩｉ 为梁的弯曲刚度， ｆｉ 为该杆所受重力，ｗ″ｉ ＝ ∂２ｗ ｉ ／ ∂ｘ２
ｉ ．上式描述的是考虑弹性变形的

Ｅｕｌｅｒ（欧拉）梁，为柔杆．如果某杆件的弹性变形不考虑，则为刚性杆．其与柔杆不同在于，刚杆

无需考虑杆件本身的弹性势能，仅考虑其外力势能．由于杆弹性相对变形比杆的牵连运动小得

多，因此在外力势的计算中忽略．再分析杆动能：

　 　 Ｔｉ ＝ ∫Ｌｉ
０

１
２

ρｉｖＴ
ｉ，ａｖｉ，ａｄｘｉ， （２）

　 　 ｖＴ
ｉ，ａｖｉ，ａ ＝ ｖＴ

ｉ，ｔｖｉ，ｔ ＋ ２ｖＴ
ｉ，ｔｖｉ，ｒ ＋ ｖＴ

ｉ，ｒｖｉ，ｒ， （３）
其中， ｖｉ，ｒ，ｖｉ，ｔ 分别是相对坐标下的弹性相对速度和牵连速度． ｖＴ

ｉ，ｒｖｉ，ｒ 是相对坐标内振动的动

能，与牵连速度无关，属高频局部振动；ｖＴ
ｉ，ｔｖｉ，ｔ 则是牵连速度提供的动能，在 ＤＡＥ 积分时，已经

考虑了，是低频非线性运动；余下的交叉项 ２ｖＴ
ｉ，ｔｖｉ，ｒ 是高、低频结合，代表高频与低频的耦合作

用．非线性系统的时间积分，只能用逐步积分法，就如 ＤＡＥ 积分那样．毕竟大范围运动是掌控全

局的，最重要．局部振动属于高频振动，可以用精细积分等手段处理．实际上在一个低频周期之

中，高频位移已经剧烈变动，将低、高频区分开，让它们壁垒分明，而低、高频之间的耦合项则用

摄动法处理之，也即有

　 　 ｖＴ
ｉ，ａｖｉ，ａ ＝ ｖＴ

ｉ，ｔｖｉ，ｔ ＋ ｖＴ
ｉ，ｒｖｉ，ｒ ＋ ２εｖＴ

ｉ，ｔｖｉ，ｒ ． （４）
如果 ε ＝ ０，此时，局部弹性振动与整体的 ＤＡＥ 方程求解完全分离，得到的一个是局部振

动，另一个是刚体的整体运动．实际情况是 ε ＝ １，２ｖＴ
ｉ，ｔｖｉ，ｒ 部分恰是高、低频率的耦合项，相互作

用很小，用摄动法处理是很有效的．
在相对坐标系下， ｖｉ，ｒ，ｖｉ，ｔ 分别可以表示为

　 　 ｖＴ
ｉ，ｒ ＝ （０ ｗ ｉ）， ｖＴ

ｉ，ｔ ＝ （Ｘ ｉ Ｙｉ）ＴＴ
ｉ ， （５）

其中

　 　 Ｘ ｉ ＝ Ｎｉ，ＬＸ ｉ，Ｌ ＋ Ｎｉ，ＲＸ ｉ，Ｒ， Ｙｉ ＝ Ｎｉ，ＬＹｉ，Ｌ ＋ Ｎｉ，ＲＹｉ，Ｒ， （６）

　 　 Ｎｉ，Ｌ ＝
Ｌｉ － ｘｉ

Ｌｉ
， Ｎｉ，Ｒ ＝

ｘｉ

Ｌｉ
， （７）

　 　 Ｔ ｉ ＝
ｃｏｓ θ ｉ ｓｉｎ θ ｉ

－ ｓｉｎ θ ｉ ｃｏｓ θ ｉ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
，

ｃｏｓ θ ｉ ＝ ｃＴ
ｉ ｑｉ， ｃＴ

ｉ ＝ （ － Ｌ －１
ｉ ０ Ｌ －１

ｉ ０），

ｓｉｎ θ ｉ ＝ ｓＴｉ ｑｉ， ｓＴｉ ＝ （０ － Ｌ －１
ｉ ０ Ｌ －１

ｉ ） ．{ （８）

为叙述方便，可以令

　 　

Ｎ ＝ （Ｎｉ，Ｌ Ｎｉ，Ｒ）， ｑＴ
ｉ ＝ （Ｘ ｉ，Ｌ Ｙｉ，Ｌ Ｘ ｉ，Ｒ Ｙｉ，Ｒ），

Ｄｘ ＝
１ ０ ０ ０
０ ０ １ ０

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ， Ｄｙ ＝

０ １ ０ ０
０ ０ ０ １

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ， Ｂｉ ＝

ＮＤｘ

ＮＤｙ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
，

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（９）

则 ｖｉ，ｔ 可以写成：
　 　 ｖｉ，ｔ ＝ Ｔ ｉＢｉｑｉ ． （１０）
如果把式（３）代入式（２）得
　 　 Ｔｉ ＝ Ｔｉ，ｔ ＋ Ｔｉ，ｔｒ ＋ Ｔｉ，ｒ， （１１）

其中

　 　 Ｔｉ，ｔ ＝
１
２ ∫

Ｌｉ

０
ρ ｉｖＴ

ｉ，ｔｖｉ，ｔｄｘｉ， Ｔｉ，ｔｒ ＝ ∫Ｌｉ
０
ρ ｉｖＴ

ｉ，ｔｖｉ，ｒｄｘｉ， Ｔｉ，ｒ ＝
１
２ ∫

Ｌｉ

０
ρ ｉｖＴ

ｉ，ｒｖｉ，ｒｄｘｉ ． （１２）

根据假定，各杆要求长度不变，从而有如下形式的约束方程：
　 　 ｇｉ ＝ ｑＴ

ｉ Ａｉｑｉ － Ｌ２
ｉ ＝ ０， （１３）
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其中

　 　 Ａｉ ＝
Ｉ２ － Ｉ２
－ Ｉ２ Ｉ２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
， ｑＴ

ｉ ＝ （Ｘ ｉ，Ｌ Ｙｉ，Ｌ Ｘ ｉ，Ｒ Ｙｉ，Ｒ）， （１４）

上式中 Ｉ２ 是 ２ 阶单位矩阵．对于相对位移 ｗ ｉ， 可采用各种插值函数或者梁的振型函数来表达：
　 　 ｗ ｉ ＝ Φｉ（ｘｉ）ａｉ， （１５）

其中 Φｉ（ｘｉ） 为近似函数， ａｉ 为待定系数．把公式（５）、（１０）和（１５）代入动能表达式（１２），可得

第 ｉ 杆的动能：

　 　 Ｔｉ，ｔ ＝
１
２

ｑＴ
ｉ Ｍｔ，ｉｑｉ， Ｔｉ，ｔｒ ＝ ａＴ

ｉ Ｗｙ，ｉｑｉ － ａＴ
ｉ Ｗｘ，ｉｑｉ， Ｔｉ，ｒ ＝

１
２

ａＴ
ｉ Ｍｒ，ｉａｉ， （１６）

　 　
Ｍｔ，ｉ ＝ ∫Ｌｉ

０
ρ ｉＢＴ

ｉ Ｂｉｄｘｉ， Ｍｒ，ｉ ＝ ∫Ｌｉ
０
ρ ｉΦＴ

ｉ Φｉｄｘｉ，

Ｗｘ，ｉ ＝ ｓＴｉ ｑｉ ∫Ｌｉ
０
ρ ｉΦＴ

ｉ ＮｉＤｘｄｘｉ， Ｗｙ，ｉ ＝ ｃＴ
ｉ ｑｉ ∫Ｌｉ

０
ρ ｉΦＴ

ｉ ＮｉＤｙｄｘｉ ．

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（１７）

把式（１５）代入势能表达式（１）可得到第 ｉ 杆的势能：

　 　 Ｖｉ ＝
１
２

ａＴ
ｉ Ｋｒ，ｉａｉ ＋ ｑＴ

ｉ Ｆｉ， （１８）

其中

　 　 Ｋｒ，ｉ ＝ ∫Ｌｉ
０
Ｅ ｉＩｉΦ″ｉ ＴΦ″ｉｄｘｉ， Ｆｉ ＝ ∫Ｌｉ

０
ｆｉＤＴ

ｙＮＴｄｘｉ ． （１９）

令

　 　 ｑＴ ＝ （Ｘ１ Ｙ１ Ｘ２ Ｙ２ …）， ｑｉ ＝ Ｅｉｑ， （２０）

　 　
Ｔ ＝ １

２
ｑＴＭｔｑ ＋ １

２
ａＴＭｒａ ＋ ａＴＷＹ（ｑ）ｑ － ａＴＷＸ（ｑ）ｑ，

Ｖ ＝ １
２

ａＴＫｒａ ＋ ｑＴＦ，

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（２１）

上式中， ｑ为整个杆系所有节点位移所组成的位移向量，Ｅｉ 表示 ｑｉ 在 ｑ中的位置，Ｍｔ 为总杆系

的牵连速度所对应的质量矩阵，相当于把杆系看作是刚体时的质量矩阵．类似于有限元，Ｍｔ 可

以由 Ｍｔ，ｉ 按自由度排列拼装而成．Ｍｒ 和 Ｋｒ 则可以看作是杆系弹性振动的质量和刚度矩阵，ＷＸ

和 ＷＹ 则是描述耦合项的矩阵，这些矩阵都可以由单杆相应矩阵按自由度排列拼装而成．Ｆ 是

总杆系的外力荷载．当有动能和势能之后，可以建立作用量，然后变分得到系统的运动方程，但
是由于还要考虑约束条件 ｇｉ， 现在通过 Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘子法，得到作用量为

　 　 Ｓ ＝ ∫ｔｅｎｄ
０

(Ｔ － Ｖ ＋ ∑
Ｎ

ｉ ＝ １
λ ｉ（ｑＴ

ｉ Ａｉｑｉ － Ｌ２
ｉ ） )ｄｔ ． （２２）

为叙述方便，令

　 　 ∑
Ｎ

ｉ ＝ １
λ ｉｑＴ

ｉ Ａｉｑｉ ＝ ｑＴＡ（λ）ｑ ． （２３）

把式（２３）代入式（２２）有

　 　 Ｓ ＝ ∫ｔｅｎｄ
０

( １
２

ｑＴＭｔｑ ＋ １
２

ａＴＭｒａ ＋ ａＴＷＹ（ｑ）ｑ － ａＴＷＸ（ｑ）ｑ －

　 　 　 　 １
２

ａＴＫｒａ － ｑＴＦ ＋ ｑＴＡ（λ）ｑ － ∑
Ｎ

ｉ ＝ １
λ ｉＬ２

ｉ )ｄｔ ． （２４）
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对上式变分，可得

　 　
－ Ｍｔｑ ＋ ２Ａ（λ）ｑ ＋ Ｆｑ － Ｆ ＝ ０，

ｇｉ ＝ ｑＴ
ｉ Ａｉｑｉ － Ｌ２

ｉ ＝ ０，{ （２５）

　 　 － Ｍｒａ － Ｋｒａ ＋ Ｆａ ＝ ０， （２６）
其中

　 　
Ｆａ ＝

ｄ（ＷＸｑ）
ｄｔ

－
ｄ（ＷＹｑ）

ｄｔ
，

Ｆｑ ＝ ａＴ ∂ＷＹ

∂ｑ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｑ － ａＴ ∂ＷＸ

∂ｑ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｑ ＋

ｄ（ＷＴ
Ｘａ）

ｄｔ
－

ｄ（ＷＴ
Ｙａ）

ｄｔ
．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（２７）

式（２５）描述的是大范围运动部分的方程，属于 ＤＡＥ 积分的范畴，而式（２６）描述的是弹性

变形方程，其中 Ｆｑ 和 Ｆａ 是两个体系的耦合量，是小量，属于摄动部分．因此，在一个时间步

（ ｔｋ－１，ｔｋ） 内可以利用保辛摄动迭代来求解，首先求解基本的非摄动的部分：

　 　
－ Ｍｔｑ（０） ＋ ２Ａ（λ０）ｑ（０） － Ｆ ＝ ０，

（ｑ（０）
ｉ ） ＴＡｉｑ（０）

ｉ － Ｌ２
ｉ ＝ ０，{ （２８）

ｑ（０） 相当于 ε ＝ ０ 时杆系 ＤＡＥ 积分的解，此时不考虑弹性变形．得到 ｑ（０） 后代入Ｆａ（ｑ（０）） 中，把
Ｆａ（ｑ（０）） 作为外荷载代入式（２６）求解：

　 　 － Ｍｒａ（１） － Ｋｒａ（１） ＋ Ｆａ（ｑ（１）） ＝ ０． （２９）
ａ（１） 的求解相当于是一次线性计算， 可以利用精细积分精确求解， 此时荷载项 Ｆａ（ｑ（０）） 中已

经考虑了部分耦合项作用， 把 ｑ（０） 和 ａ（１） 代入 Ｆｑ 和 Ｆａ， 作为外荷载，可以接着进行高阶摄动

的计算：

　 　
－ Ｍｔｑ（ｎ） ＋ ２Ａ（λ（ｎ））ｑ（ｎ） ＋ Ｆｑ（ｑ（ｎ－１）） － Ｆ ＝ ０，

（ｑ（ｎ）
ｉ ） ＴＡｉｑ（ｎ）

ｉ ＝ Ｌ２
ｉ ，

{ （３０）

　 　 － Ｍｒａ（ｎ＋１） － Ｋｒａ（ｎ＋１） ＋ Ｆａ（ｑ（ｎ）） ＝ ０． （３１）
实际进行计算时，在一个时间步 （ ｔｋ－１，ｔｋ） 内，Ｆｑ 和 Ｆａ 可以取为常数，取两个时间节点上

的平均值计算．当相邻两次迭代后变量之间的相对差小于允许值时，可以结束迭代，进入下一

时间步计算．计算时，方程由两部分所组成，即 ＤＡＥ 部分式（３０）和部件弹性振动部分式（３１）．
式（３１）的计算可以采用精细积分方法计算，而式（３０）是 ＤＡＥ 方程，本文采用文献［１０］中的方

法计算．从计算格式上讲，本文方法与传统摄动格式完全不同，而是保辛摄动的一种实现．首
先，本文方法是基于摄动法的思想，把高低频运动的耦合项视作摄动项来处理．这种处理方式

显然不同于传统摄动的思想，而且这种摄动用传统方法处理起来也十分复杂．其次，本文方法

是一种乘法摄动．如果是一个线性问题，那么两次迭代之间可化为矩阵相乘，可以很明显地看

出是乘法摄动．然而对于带约束的刚⁃柔体动力学方程，则并不能明显地看出是乘法摄动．但实

际上在本文方法中，相邻两次迭代之间是映射的乘法，每迭代一次相当于做一次正则变换，且
每次迭代均采用保辛方法计算，因此本文方法称为保辛摄动迭代法．

２　 算　 　 例

算例 １　 计算如图 ２ 所示双摆结构．图中 Ｌ１ ＝ Ｌ２ ＝ １ ｍ，第 １ 杆的线密度 ρ １ ＝ １２．５９２ ｋｇ ／ ｍ ．
第 ２ 杆为钢材，密度为 ７．８７ × １０３ ｋｇ ／ ｍ３，弹性模量 Ｅ ＝ ２．０６ × １０１１ Ｐａ，其截面为 ０．０４ × ０．０４ ｍ２

的方形．图 ２ 中，两个小球的质量分别为：ｍ１ ＝ １０ ｋｇ 和 ｍ２ ＝ ２０ ｋｇ， 重力加速度取 １０ ｍ ／ ｓ２ ．
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初始位移为

　 　 （Ｘ１，Ｙ１） ＝ （１．０，０）， ｍ； （Ｘ２，Ｙ２） ＝ （１．０，１．０）， ｍ ． （３２）
初始速度为

　 　 （Ｘ１，Ｙ１） ＝ （０，０）， ｍ ／ ｓ； （Ｘ２，Ｙ２） ＝ （０，０）， ｍ ／ ｓ ． （３３）
本算例的两个约束分别为

　 　 Ｘ２
１ ＋ Ｙ２

１ ＝ Ｌ２
１， （Ｘ１ － Ｘ２） ２ ＋ （Ｙ１ － Ｙ２） ２ ＝ Ｌ２

２ ． （３４）
杆 ２ 视为弹性杆，杆 １ 视为刚性杆．计算弹性杆的弹性变形时，选用 ３ 个梁振动模态计算．

时间积分 １００ ｓ， 时间步长为 ０．００４ ｓ， 弹性杆采用的 ３ 个模态圆频率分别为：（５８３．１， ２ ３３２．３，
５ ２４７．６）， ｒａｄ ／ ｓ ．而整个摆振动一周大约费时 ５．４ ｓ， 其圆频率约为：１．１６ ｒａｄ ／ ｓ ．计算结果见图

３～图 ８．

图 ２　 二摆模型

Ｆｉｇ．２　 Ｍｏｄｅｌ ｏｆ ｔｈｅ ｄｏｕｂｌｅ ｐｅｎｄｕｌｕｍ

图 ３ 给出的是不同时刻摆的形状，其中，弹性

杆的相对位移放大 ５ ０００ 倍．图 ４ 给出了两个质量

块的运动轨迹．其中图 ４（ａ）描述的是第 １ 个质量

块的运动轨迹，可以看到是一个半圆．图 ５ 描述了

能量的相对误差 Ｅｅ ．其中，能量指的是动能与势

能之和，也即为 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 函数值．因为本算例是保

守系统，Ｈａｍｉｌｔｏｎ 函数值应不随时间变化而变化．
根据初始时刻的位移和速度计算得到初始时刻的

Ｈａｍｉｌｔｏｎ 函数值为－２６２．９６０ Ｊ，以此为参考解，计
算各个时间格点上 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 函数值与此参考解的

相对误差，绘于图 ５．图 ６ 给出了约束的相对误差，
其纵坐标 Ｅｃ 表示约束的相对误差，描述在计算过

程中，各节点的坐标随时间变化时，满足约束方程

（３４）的情况．图 ７ 绘制了一个质点坐标随时间变化的时程响应曲线；图 ８ 绘制了弹性杆中点的

弹性相对位移时程曲线．从图 ４～６ 可见，保辛摄动方法得到的能量相对误差很小，约束也充分

满足．

（ａ） ｔ ＝ ０ ｓ （ｂ） ｔ ＝ ３０ ｓ （ｃ） ｔ ＝ ６０ ｓ （ｄ） ｔ ＝ １００ ｓ
图 ３　 不同时刻摆的变形（只有动画才能看清）

Ｆｉｇ．３　 Ｔｈｅ ｄｏｕｂｌｅ ｐｅｎｄｕｌｕｍ’ｓ ｓｈａｐｅｓ ａｔ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｍｏｍｅｎｔｓ

需要注意的是，本算例中低、高频率相差 ５００ 多倍．频率相差大，表明时间积分的刚性高．
直接进行时程积分，有很大的问题．保辛摄动迭代算法，运用了祖冲之方法论，只要将时间步长

取得小些，收敛已经可以满意．
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（ａ） 第 １ 个质点的轨迹 （ｂ） 第 ２ 个质点的轨迹

（ａ） Ｔｒａｊｅｃｔｏｒｙ ｏｆ ｔｈｅ １ｓｔ ｍａｓｓ ｐｏｉｎｔ （ｂ） Ｔｒａｊｅｃｔｏｒｙ ｏｆ ｔｈｅ ２ｎｄ ｍａｓｓ ｐｏｉｎｔ
图 ４　 质点的轨迹

Ｆｉｇ．４　 Ｔｒａｊｅｃｔｏｒｉｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｍａｓｓ ｐｏｉｎｔｓ

图 ５　 能量的相对误差

Ｆｉｇ．５　 Ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒ ｏｆ ｅｎｇｅｒｙ

（ａ） 第 １ 个约束 （ｂ）第 ２ 个约束

（ａ） Ｔｈｅ １ｓｔ ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔ （ｂ） Ｔｈｅ ２ｎｄ ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔ
图 ６　 约束的相对误差

Ｆｉｇ．６　 Ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒｓ ｏｆ ｔｈｅ ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｓ

０．００４ ｓ 的时间步长对于（５８３．１， ２ ３３２．３， ５ ２４７．６）， ｒａｄ ／ ｓ 的 ３ 个局部振动频率，单步已经
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是（２．３３２ ４， ９．３２９ ２， ２０．９）， ｒａｄ 了，表明时间步长大，因 ６．２８ ｒａｄ 就是 １ 周了．所以，弹性振动

部分的解，空间坐标用模态展开，而时间方向用精细积分计算，即所谓半分析法，可得到合理的

结果．

（ａ） Ｘ１ 的时程曲线 （ｂ） Ｙ１ 的时程曲线

（ａ） Ｔｉｍｅ ｈｉｓｔｏｒｙ ｃｕｒｖｅ ｏｆ Ｘ１ （ｂ） Ｔｉｍｅ ｈｉｓｔｏｒｙ ｃｕｒｖｅ ｏｆ Ｙ１

（ｃ） Ｘ２ 的时程曲线 （ｄ） Ｙ２ 的时程曲线

（ｃ） Ｔｉｍｅ ｈｉｓｔｏｒｙ ｃｕｒｖｅ ｏｆ Ｘ２ （ｄ） Ｔｉｍｅ ｈｉｓｔｏｒｙ ｃｕｒｖｅ ｏｆ Ｙ２

图 ７　 质点的时程曲线

Ｆｉｇ．７　 Ｔｉｍｅ ｈｉｓｔｏｒｙ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｍａｓｓ ｐｏｉｎｔｓ’ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓ

图 ８　 弹性杆中点相对位移时程曲线

Ｆｉｇ．８　 Ｔｉｍｅ ｈｉｓｔｏｒｙ ｃｕｒｖｅ ｏｆ ｒｅｌａｔｉｖｅ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ａｔ ｔｈｅ ｍｉｄｐｏｉｎｔ ｏｆ ｔｈｅ ｅｌａｓｔｉｃ ｒｏｄ

算例 ２　 计算如图 ９ 所示的模型，由 ３ 杆组成，其中 Ｌ１ ＝ １ ｍ，Ｌ２ ＝ ２ ｍ，Ｌ３ ＝ １０ ｍ ．第 ２ 根

杆为截面面积 ０．１ × ０．１ ｍ２ 的钢杆，密度为 ７．８７ × １０３ ｋｇ ／ ｍ３，弹性模量为 Ｅ ＝ ２．０６ × １０１１ Ｐａ ．
在第 ２ 根杆 ０．４Ｌ２ 处有一个 ｍ ＝ １０ ｋｇ 的质量块，因此把第 ２ 根杆视为弹性杆，而其余两杆看作

是刚杆，其线密度均为 １５ ｋｇ ／ ｍ ．模型中，两个节点的坐标分别为 （Ｘ１，Ｙ１） 和（Ｘ２，Ｙ２）， 初始时

坐标为

　 　 （Ｘ１，Ｙ１） ＝ （１，０）， ｍ， （Ｘ２，Ｙ２） ＝ （３，０）， ｍ ． （３５）
本算例共考虑 ３ 个约束方程，分别为

　 　
Ｘ２

１ ＋ Ｙ２
１ ＝ Ｌ２

１， （Ｘ１ － Ｘ２） ２ ＋ （Ｙ１ － Ｙ２） ２ ＝ Ｌ２
２，

（Ｘ２ － ３） ２ ＋ （Ｙ２ ＋ １０） ２ ＝ Ｌ２
３ ．

{ （３６）
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图 ９　 算例 ２ 模型

Ｆｉｇ．９　 Ｍｏｄｅｌ ｏｆ ｅｘａｍｐｌｅ ２

图 １０　 能量的相对误差 图 １１　 约束的相对误差

Ｆｉｇ．１０　 Ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒ ｏｆ ｅｎｇｅｒｙ Ｆｉｇ．１１　 Ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒ ｏｆ ｔｈｅ ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｓ

不考虑重力作用，第 １ 杆的初始角速度为 ω ＝ π ｒａｄ ／ ｓ， 积分的时间步长为 ０．０１ ｓ，共积分

５０ ｓ ．中间弹性杆采用 ３ 个模态计算，（１ ３１８， ５ ７０５， １３ ０１７）， ｒａｄ ／ ｓ，而整个结构振动一周大

约费时 ２．６５ ｓ，其圆频率约为 ２．３７ ｒａｄ ／ ｓ ．计算结果见图 １０ ～ １４，其中图 １０ 描述了能量的相对

误差 Ｅｅ，这里，能量指的是动能与势能之和，也即为 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 函数值．本算例是保守系统，Ｈａｍ⁃
ｉｌｔｏｎ 函数值应不随时间变化而变化，根据初始时刻的位移和速度计算得到初始时刻的 Ｈａｍｉｌ⁃
ｔｏｎ 函数值为 ４４１．６６５ Ｊ ．以此为参考解，计算各个时间格点上 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 函数值与此参考解的相

对误差 Ｅｅ，绘于图 １０．图 １１ 给出的是各时间格点上，３ 个约束方程相对误差中的最大相对误差

Ｅｃ ．图 １０ ～ １１ 表明利用本文提出的保辛摄动迭代算法计算得到的能量相对误差很小，能量守

恒和几何约束都满足得很好．图 １２ 绘制了各节点坐标随时间变化的时程响应曲线；图 １３ 绘制

了弹性杆上质量块的弹性相对位移时程曲线；图 １４ 绘制的是弹性杆上质量块的运动轨迹．图
１５ 给出了不同时刻计算模型的形状，其中弹性杆相对位移放大 １０ ０００ 倍．在本算例中，低、高
频率相差 １ ０００ 多倍，时间积分的刚性高．直接进行时程积分，有很大问题．采用保辛摄动迭代

法，计算结果很好．
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（ａ） Ｘ１ 的时程曲线 （ｂ） Ｙ１ 的时程曲线

（ａ） Ｔｉｍｅ ｈｉｓｔｏｒｙ ｃｕｒｖｅ ｏｆ Ｘ１ （ｂ） Ｔｉｍｅ ｈｉｓｔｏｒｙ ｃｕｒｖｅ ｏｆ Ｙ１

（ｃ） Ｘ２ 的时程曲线 （ｄ） Ｙ２ 的时程曲线

（ｃ） Ｔｉｍｅ ｈｉｓｔｏｒｙ ｃｕｒｖｅ ｏｆ Ｘ２ （ｄ） Ｔｉｍｅ ｈｉｓｔｏｒｙ ｃｕｒｖｅ ｏｆ Ｙ２

图 １２　 节点的位移时程曲线

Ｆｉｇ．１２　 Ｔｉｍｅ ｈｉｓｔｏｒｙ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｎｏｄｅｓ

图 １３　 质点的相对位移 图 １４　 质点的运动轨迹

Ｆｉｇ．１３　 Ｒｅｌａｔｉｖｅ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｏｆ ｔｈｅ ｍａｓｓ ｐｏｉｎｔ Ｆｉｇ．１４　 Ｔｒａｊｅｃｔｏｒｙ ｏｆ ｔｈｅ ｍａｓｓ ｐｏｉｎｔ

（ａ） ｔ ＝ １５ ｓ （ｂ） ｔ ＝ ２５ ｓ （ｃ） ｔ ＝ ３５ ｓ （ｄ） ｔ ＝ ４５ ｓ
图 １５　 不同时刻的形状（只有动画才能看清）
Ｆｉｇ．１５　 Ｔｈｅ Ｓｙｓｔｅｍ’ｓ ｓｈａｐｅｓ ａｔ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｍｏｍｅｎｔｓ
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３　 结　 　 论

针对刚⁃柔体动力学方程，本文提出保辛摄动迭代法，该方法把刚⁃柔体动力学方程的大范

围运动和局部弹性振动分开处理，用 ＤＡＥ 积分处理大范围运动，而用摄动的思想处理两者之

间的耦合项．数值算例表明，本文方法的计算结果能够精确满足约束，同时能量守恒相对误差

也可满意，可以采用较大的时间步长进行积分，很好地克服了刚⁃柔体动力学方程的刚性积分

问题．在后续工作中，还将进一步考虑保辛⁃守恒积分等有效手段．
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Ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ ｉｔｅｍ： Ｔｈｅ Ｎａｔｉｏｎａｌ Ｂａｓｉｃ Ｒｅｓｅａｒｃｈ Ｐｒｏｇｒａｍ ｏｆ Ｃｈｉｎａ （ ９７３ Ｐｒｏｇｒａｍ ）

（２００９ＣＢ９１８５０１）

２５３ 吴　 　 锋　 　 　 高　 　 强　 　 　 钟　 万　 勰


