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摘要：　 对格子 Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ 方法求解含第三类边界条件的扩散方程进行了理论和数值研究，构造了

一种新的基于 ｂｏｕｎｃｅ⁃ｂａｃｋ 的边界处理数值格式，用来处理复杂边界问题．借助渐近分析，证明了新

方法的数值相容性．用数值算例从不同角度分析了算法的精度和稳定性等，与已有算法相比，新方

法在精度、稳定性和效率方面均有较大提高．最后通过一个复杂边界反应扩散的示例演示了新方法

应用于复杂多孔介质内多物理化学输运模拟的可行性和有效性．
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引　 　 言

微尺度流动与传热传质是当前力学与热物理研究的前沿，也有重要的实际应用背景［１⁃２］ ．
微尺度输运的最大特点是界面作用主导，同时可能耦合多种物理化学的复杂过程，包括：流体

流动、离子扩散、电势作用以及化学反应等，从而使得动力学的控制方程以复杂的方式相互耦

合，具有极大的非线性．在某些重要应用中，例如碳埋藏、页岩气开采以及防腐抑垢中化学反应

起关键作用［３⁃６］，反应后会造成不规则的几何边界，且边界会随着化学反应的进行不断变化，使
得若采用传统的有限差分、有限元等方法来求解非常困难，不仅计算量大，还会造成算法的不

稳定．近些年来研究者们开始从传统数值方法转向新方法，例如格子 Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ 方法（ＬＢＭ）．
ＬＢＭ 简单的演化模型和灵活的边界处理适合求解这种多物理化学过程耦合且边界不规则的

问题［７⁃１１］ ．随着格子 Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ 相关方法及理论的发展，以及它在求解多相流动及多孔介质输

运问题上［１２⁃１６］的成功，很多的研究者将 ＬＢＭ 视作分析多物理化学的输运过程微观机理的更好

途径［１７⁃１８］ ．
本文主要针对使用格子 Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ 方法求解含第三类边界条件的扩散方程进行了系统研

究，构造了一种新的基于 ｂｏｕｎｃｅ⁃ｂａｃｋ 思想的边界处理数值格式，用来处理复杂边界．接着借助
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数学工具渐近分析，证明了新方法的数值相容性．最后通过多个算例，从不同角度分别讨论了

算法的精度和稳定性等．同已有的算法比较，新方法在精度、稳定性和效率方面均有较大的提

高．最后通过一个稍复杂边界反应扩散的算例演示，证明了新方法应用于复杂多孔介质内多物

理化学输运模拟的可行性和有效性．

１　 数学描述及数值格式

１．１　 数学方程

考察二维求解域 Ω ⊂ Ｒ２ 上关于浓度 Ｃ（ ｔ，ｘ） 的含源项的扩散方程：

　 　 ∂Ｃ
∂ｔ

＝ Ｄ Ñ
２Ｃ ＋ Ｓ（ ｔ，ｘ，Ｃ），　 　 （ ｔ，ｘ） ∈ ［０，Ｔ］ × Ω， （１）

其中， Ｄ 是扩散系数，源项 Ｓ 可以依赖于时间 ｔ、空间坐标 ｘ 以及当地浓度 Ｃ ．给定初始条件：
　 　 Ｃ（０，ｘ） ＝ Ｃ０（ｘ） ． （２）
在边界 ∂Ω 上，给定第三类边界条件：

　 　 α１Ｃ ＋ α２
∂Ｃ
∂ｎ

＝ α３， （３）

其中 α１，α２ 和 α３ 是关于 ｔ 和 ｘ 的函数，ｎ 是指向域外的单位法向量．
１．２　 数值格式

用如下的格子演化格式可以求解扩散方程（１）：

　 　 ｇｉ（ ｔ ＋ δ ｔ， ｘ ＋ ｅｉδ ｔ） ＝ ｇｉ（ ｔ，ｘ） ＋ １
τ
（ｇｅｑ

ｉ （ ｔ，ｘ） － ｇｉ（ ｔ，ｘ）） ＋ δ ｔω ｉＳ（ ｔ，ｘ，Ｃ）， （４）

其中平衡态分布函数 ｇｅｑ
ｉ 如下给出：

　 　 ｇｅｑ
ｉ ＝ ｇ∗

ｉ Ｃ， （５）
宏观量 Ｃ 的运算为

　 　 Ｃ ＝ ∑
５

ｉ ＝ １
ｇｉ， （６）

ｅｉ 表示格子速度，δ ｔ 表示时间步长，τ 表示弛豫时间．对于二维五速度（Ｄ２Ｑ５）格子系统，系数 ω ｉ

和 ｇ∗
ｉ 满足如下等式：

　 　 ω ｉ ＝ ｇ∗
ｉ ＝

１ ／ ３，　 　 ｉ ＝ １，
１ ／ ６，　 　 ｉ ＝ ２，３，４，５ ．{ （７）

１．３　 计算流程

计算框架可以分为以下几个步骤：
ａ） 分布函数初始化

ｔ ＝ ０ 时刻的分布函数的初值设置为

　 　 ｇｉ（０，ｘ） ＝ ｇｉｎｉｔ
ｉ （０，ｘ）， （８）

其中

　 　 ｇｉｎｉｔ
ｉ （０，ｘ） ＝ ｇ∗

ｉ Ｃ０（ｘ） － ｈτｇ∗
ｉ （ｃｉ·Ñ）Ｃ０（ｘ）， （９）

ｈ 表示格子长度．
ｂ） 碰撞过程

用 ｇｉ（ ｔ，ｘ） 表示碰撞后的分布函数：
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　 　 ｇｉ（ ｔ，ｘ） ＝ ｇｉ（ ｔ，ｘ） ＋ １
τ
（ｇｅｑ

ｉ － ｇｉ） ＋ δ ｔω ｉＳ ． （１０）

ｃ） 迁移过程

对于每个给定的空间坐标 ｘ，若 ｘ － ｅｉδ ｔ 处于求解域内部，则
　 　 ｇｉ（ ｔ ＋ δ ｔ，ｘ） ＝ ｇｉ（ ｔ，ｘ － ｅｉδ ｔ）； （１１）

若 ｘ － ｅｉδ ｔ 处于求解域外部，则，

　 　 ｇｉ（ ｔ ＋ δ ｔ，ｘ） ＝
－ α１ｈ ＋

α２

τ － １ ／ ２

α１ｈ ＋
α２

τ － １ ／ ２

ｇ ｉ－（ ｔ，ｘ） ＋
２ｇ∗

ｉ α３ｈ

α１ｈ ＋
α２

τ － １ ／ ２

． （１２）

ｄ） 计算宏观量

用更新之后的分布函数计算宏观量：

　 　 Ｃ（ ｔ ＋ δ ｔ，ｘ） ＝ ∑
５

ｉ ＝ １
ｇｉ（ ｔ ＋ δ ｔ，ｘ） ． （１３）

ｅ） 若 ｔ ＋ δ ｔ ＝ Ｔ， 或达到稳态，则计算终止．否则重复步骤 ｂ） ～ ｄ）．
１．４　 相容性分析

用扩散尺度来分析方程（４），令时间步长 δ ｔ ＝ ａｈ２，ｈ 表示格子长度，ａ 为一个常数，可以在

给定空间步长的情形下调节时间步长．于是方程（４）变为如下方程：

　 　 ｇｉ（ ｔ ＋ ａｈ２，ｘ ＋ ｃｉｈ） ＝ ｇｉ（ ｔ，ｘ） ＋ １
τ
（ｇｅｑ

ｉ － ｇｉ） ＋ ａｈ２ω ｉＳ， （１４）

其中 ｃｉ 为归一化之后的格子速度．方程（１４） 中 ｇｉ（ ｔ，ｘ；ｈ） 的渐近级数展开为

　 　 ｇｉ（ ｔ，ｘ；ｈ） ～ ｇ（０）
ｉ （ ｔ，ｘ） ＋ ∑

∞

ｋ ＝ １
ｈｋｇ（ｋ）

ｉ （ ｔ，ｘ） ． （１５）

同理， Ｃ（ ｔ，ｘ；ｈ） 的渐近展开为

　 　 Ｃ（ ｔ，ｘ；ｈ） ～ Ｃ（０）（ ｔ，ｘ） ＋ ∑
∞

ｋ ＝ １
ｈｋＣ（ｋ）（ ｔ，ｘ） ． （１６）

将渐近级数（１５）和（１６）代入方程（１４）并进行 Ｔａｙｌｏｒ（泰勒）展开：

　 　 ∑
∞

ｋ ＝ ０
ｈｋ∑

∞

ｓ ＝ ０
Ｄｉ，ｓｇ（ｋ－ｓ）

ｉ － ∑
∞

ｋ ＝ ０
ｈｋｇ（ｋ）

ｉ ＝ １
τ (∑

∞

ｋ ＝ ０
ｈｋｇ∗

ｉ Ｃ（ｋ） － ∑
∞

ｋ ＝ ０
ｈｋｇ（ｋ）

ｉ ) ＋ ａｈ２ω ｉＳ， （１７）

其中算子 Ｄｉ，ｓ 为

　 　 Ｄｉ，ｓ ＝ ∑
２ｐ＋ｑ ＝ ｓ

（ａ∂ｔ） ｐ （ｃｉ·Ñ） ｑ

ｐ！ ｑ！
， （１８）

ｐ 和 ｑ 均为非负整数．
匹配方程（１７）两边的系数．令弛豫时间 τ 为

　 　 τ ＝ ３ａＤ ＋ １
２

．

可以证明如下方程：

　 　 ∂Ｃ（０）

∂ｔ
＝ Ｄ Ñ

２Ｃ（０） ＋ Ｓ，

即 Ｃ 渐近级数中的零阶项 Ｃ（０） 满足宏观方程．
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对边界条件进行渐近分析，即对于每个指标 ｉ，定义指标 ｉ－，使得 ｃ ｉ－ ＝ － ｃｉ， 则

　 　 ｇｉ ｔ ＋ ａｈ２，ｘＢ ＋ ｃｉ
ｈ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

　 　 　 　
－ α１ｈ ＋

α２

τ － １ ／ ２

α１ｈ ＋
α２

τ － １ ／ ２

ｇ ｉ－ ｔ，ｘＢ － ｃ ｉ－
ｈ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

２ｇ∗
ｉ α３ｈ

α１ｈ ＋
α２

τ － １ ／ ２

． （１９）

可以证明

　 　 α１Ｃ（０） ＋ α２
∂Ｃ（０）

∂ｎ
＝ α３， （２０）

即，边界条件的相容性得证．

２　 数值结果与讨论

２．１　 Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ 方程算例

选取有解析解的算例来验证新算法的精度和稳定性，并与已有算法进行对比．考察求解域

Ω ＝ ［０，１］ × ［０，１］ 上的 Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ 方程：
　 　 Ñ

２Ｃ ＝ λ ２Ｃ， （２１）
其边界条件为

　 　 Ｃ（ｘ，ｙ） ｜ ｙ ＝ ０ ＝ ｅｘｐ（ － γｘ）， Ｃ（ｘ，ｙ） ｜ ｙ ＝ １ ＝ ０，

　 　 γＣ ＋ ∂Ｃ
∂ｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｘ ＝ ０
＝ ０， γＣ ＋ ∂Ｃ

∂ｘ
æ

è
ç

ö

ø
÷

ｘ ＝ １
＝ ０．

此时，方程解析解为

　 　 Ｃ（ｘ，ｙ） ＝ ｅｘｐ（ － γｘ） ｓｉｎｈ μ（１ － ｙ）
ｓｉｎｈ μ

， （２２）

其中　 　 μ ＝ λ ２ － γ ２ ．
图 １ 显示了格子数为 ２００ 时在 ｙ ＝ ０．３４７ ５ 处解析解与数值解的对比，结果表明数值解和

解析解吻合得非常好．

图 １　 数值解与解析解对比

Ｆｉｇ．１　 Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｒｅｓｕｌｔｓ ｃｏｍｐａｒｅｄ ｗｉｔｈ ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ｒｅｓｕｌｔｓ

图 ２（ａ）显示了格子数 Ｎ ＝ ４０，８０，１２０，１６０，２００ 时的绝对误差，横纵坐标轴均采用了对数
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坐标．可以看出，当格子数增大时，绝对误差减小．误差曲线斜率为 ２，可以得知此算法的收敛阶

数为 ２．
Ｋａｎｇ 等在 ２００７ 年提出了一种处理第三类边界条件的方法［１０］，先用分布函数的一阶矩近

似法向导数项，转化为第一类边界条件后再用 ｎｏｎ⁃ｓｌｉｐ 方法．图 ２（ｂ） 中对比了格子数 Ｎ ＝ ４０，
８０，１２０，１６０，２００ 时新算法和已有算法的相对误差变化．图中纵轴采用了对数坐标．结果表明，
新算法的相对误差明显小于已有算法．当 Ｎ ＝ ４０ 时，已有算法的相对误差是新算法的 ８２．４ 倍，
而当 Ｎ ＝ ２００ 时， 已有算法的相对误差是新算法的 ９１０．０ 倍．新算法大大提高了计算精度和收

敛速度．

（ａ） 绝对误差 （ｂ） 相对误差与已有算法对比

（ａ） Ａｂｓｏｌｕｔｅ ｅｒｒｏｒ （ｂ） Ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒ

图 ２　 误差随空间步长变化的关系

Ｆｉｇ．２　 Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｅｒｒｏｒｓ ｖｓ． ｌａｔｔｉｃｅ ｎｕｍｂｅｒ

２．２　 复杂算例演示

在通过简单算例验证了本文新算法及程序的正确性之后，笔者对一个在化工及地质中常

见的多孔介质内反应扩散问题的复杂算例作初步研究，以演示新算例的适用性．考虑长直管道

内，不规则放置有若干障碍物，障碍物表面有催化剂，发生如下简化的化学反应［１０，１９］：
　 　 Ａ ⇔ Ａ（ｓ）， （２３）

其中 Ａ 为一种溶剂，Ａ（ｓ）为固态物质．若管道内物质流动缓慢，可不考虑对流效应，则溶剂 Ａ 的

浓度满足扩散方程．反应发生在固体表面．Ｃ 表示溶剂 Ａ 的浓度，若只考虑一阶动力学的反应，
则在表面的边界条件为

　 　 － Ｄ ∂Ｃ
∂ｎ

＝ ｋｒ（Ｃ － Ｃ（ｅｑ））， （２４）

其中 Ｃ（ｅｑ） 为表面的平衡浓度，ｋｒ 为反应速率系数，Ｄ 为扩散系数．
如图 ３ 所示，管道长度为 Ｌ，入口处给定高浓度 Ｃ ｉｎ， 由于管道长宽比足够大，出口处可达

到充分发展条件．管道上边界和下边界均给定零通量边界条件．此处引入一个重要参数

Ｄａｍｋöｈｌｅｒ 数 （Ｄａ）， 定义为

　 　 Ｄａ ＝
ｋｒＬ
Ｄ

， （２５）

此时 Ｄａ 表征了反应对扩散的相对强度．
取计算域为长宽比为 １０ ∶ １ 的长直管．图 ４ 中从上到下依次表示了 ｔ ＝ ０．５，２，５，２０ 时刻的
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浓度场（４ 张图中颜色浓度标识一致），左侧和右侧 ４ 张图分别对应 Ｄａ ＝ ０．４８ 和 Ｄａ ＝ ４．８ 时的

情形．从数值结果来看，随着时间的演化，溶剂逐渐由高浓度的管道入口向低浓度的管道内扩

散．另外由于障碍物表面催化反应发生，在其表面可以清晰看到溶剂的浓度梯度．由图 ４ 的左

右对比可以看出，当 Ｄａ 比较小的时候，由于扩散效应比较强，导致管道内整体浓度比较高．复
杂边界的算例表明，数值模拟的结果基本和物理规律符合，并且能成功模拟非稳态过程．

图 ３　 数值算例示意图

Ｆｉｇ．３　 Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｏｆ ｔｈｅ ｒｅａｃｔｉｖｅ ｄｉｆｆｕｓｉｏｎ ｉｎ ｐｏｒｏｕｓ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ

（ａ） ｔ ＝ ０．５， Ｄａ ＝ ０．４８ （ｂ） ｔ ＝ ０．５， Ｄａ ＝ ４．８

（ｃ） ｔ ＝ ２， Ｄａ ＝ ０．４８ （ｄ） ｔ ＝ ２， Ｄａ ＝ ４．８

（ｅ） ｔ ＝ ５， Ｄａ ＝ ０．４８ （ｆ） ｔ ＝ ５， Ｄａ ＝ ４．８

（ｇ） ｔ ＝ ２０， Ｄａ ＝ ０．４８ （ｈ） ｔ ＝ ２０， Ｄａ ＝ ４．８

图 ４　 不同 Ｄａ 下的浓度场演化过程

Ｆｉｇ．４　 Ｔｈｅ ｅｖｏｌｕｔｉｏｎａｒｙ ｐｒｏｃｅｓｓ ｏｆ ｃｏｎｃｅｎｔｒａｔｉｏｎ ｆｉｅｌｄｓ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ Ｄａ

３　 结　 　 论

本文对采用格子 Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ 方法求解含第三类边界条件的扩散方程问题，构造了一种新

的基于 ｂｏｕｎｃｅ⁃ｂａｃｋ 的边界处理格式，可以用来处理复杂边界．使用渐近分析方法，理论上证明

了算法的相容性（包括方程的相容性和边界条件的相容性）．在验证了方法的正确性之后，与前

人已有算法进行了对比，从精度、稳定性和效率三方面来看，新算法明显优于前人已有的算法．
通过复杂边界算例演示，证明了新算法有望成功应用于含化学反应的复杂渗流模拟与分析，并
为今后的工程应用提供支持．

０１３ 黄 俊 涛　 　 　 张　 　 力　 　 　 雍 稳 安　 　 　 王 沫 然
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ａｓｙｍｐｔｏｔｉｃ ａｎａｌｙｓｉｓ， ｔｈｅ ｃｏｍｐａｔｉｂｉｌｉｔｙ ｏｆ ｔｈｅ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｍｅｔｈｏｄ ｗａｓ ｐｒｏｖｅｄ． Ｔｈｅ ａｃｃｕｒａｃｙ ａｎｄ
ｓｔａｂｉｌｉｔｙ ｏｆ ｔｈｅ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ｗｅｒｅ ｄｉｓｃｕｓｓｅｄ ｖｉａ ｓｅｖｅｒａｌ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｅｘａｍｐｌｅｓ． Ｃｏｍｐａｒｅｄ ｗｉｔｈ ｔｈｅ
ｐｒｅｖｉｏｕｓ ｗｏｒｋ， ｔｈｉｓ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ａｐｐｒｏａｃｈ ｍａｋｅｓ ａ ｓｉｇｎｉｆｉｃａｎｔ ｉｍｐｒｏｖｅｍｅｎｔ ｉｎ ｔｈｅ ａｓｐｅｃｔｓ ｏｆ ａｃ⁃
ｃｕｒａｃｙ， ｓｔａｂｉｌｉｔｙ ａｎｄ ｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙ． Ｆｉｎａｌｌｙ， ｔｈｒｏｕｇｈ ｔｈｅ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｅｘａｍｐｌｅ ｏｆ ａ ｒｅａｃｔｉｏｎ⁃ｄｉｆｆｕｓｉｏｎ
ｐｒｏｂｌｅｍ ｗｉｔｈ ｃｏｍｐｌｅｘ ｂｏｕｎｄａｒｙ， ｆｅａｓｉｂｉｌｉｔｙ ａｎｄ ｅｆｆｅｃｔｉｖｅｎｅｓｓ ｏｆ ｔｈｅ ｐｒｅｓｅｎｔｅｄ ｍｅｔｈｏｄ ａｒｅ
ｐｒｏｖｅｄ ｉｎ ｔｈｅ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｍｕｌｔｉ⁃ｐｈｙｓｉｃａｌ ａｎｄ ｃｈｅｍｉｃａｌ ｔｒａｎｓｐｏｒｔ ｐｒｏｃｅｓｓ ｉｎ ｐｏｒｏｕｓ ｍｅｄｉ⁃
ｕｍ．

Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ： ｌａｔｔｉｃｅ Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ ｍｅｔｈｏｄ； ｄｉｆｆｕｓｉｏｎ ｅｑｕａｔｉｏｎ； ｔｈｉｒｄ⁃ｔｙｐｅ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ； ａｓ⁃
ｙｍｐｔｏｔｉｃ ａｎａｌｙｓｉｓ； ｃｏｍｐｌｅｘ ｂｏｕｎｄａｒｙ

Ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ ｉｔｅｍ： Ｔｈｅ Ｎａｔｉｏｎａｌ Ｎａｔｕｒａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅ Ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ ｏｆ Ｃｈｉｎａ（５１１７６０８９）； Ｔｈｅ Ｎａｔｉｏｎａｌ
Ｂａｓｉｃ Ｒｅｓｅａｒｃｈ Ｐｒｏｇｒａｍ ｏｆ Ｃｈｉｎａ （９７３ Ｐｒｏｇｒａｍ）（２０１３ＣＢ２２８３０１）

２１３ 黄 俊 涛　 　 　 张　 　 力　 　 　 雍 稳 安　 　 　 王 沫 然


