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摘要：　 首先运用广义函数建立了轴向力作用下含任意不连续点的弹性基础 Ｅｕｌｅｒ（欧拉）梁的自

由振动的统一微分方程．不连续点的影响由广义函数（Ｄｉｒａｃ ｄｅｌｔａ 函数）引入梁的振动方程．微分方

程运用 Ｌａｐｌａｃｅ 变换方法求解；与传统方法不同的是，该文方法求得的模态函数为整个不连续梁的

一般解．由于模态函数的统一化以及连续条件的退化，特征值的求解得到了极大地简化．最后，以
梁⁃质量块模型和轴向力作用下弹性基础裂纹梁模型为例验证了该文方法的正确性与有效性．
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引　 　 言

随着现代土木和机械工程结构的大型化与复杂化，不连续梁式结构得到越来越多的应用；
同时，结构发生破坏也会使结构产生不连续的工况．对这些不连续梁进行振动分析，对保证结

构完整性和安全性具有越来越重要的意义．
常见的不连续梁求解的数值方法有有限元法［１⁃２］、微分求积法［３］、Ａｄｏｍｉａｎ 分解法［４⁃７］ 等．

含不连续点的梁振动分析解析方法，较早期也是最常用的振动模型分析方法称为离散子结构

法［８］ ．这种分析方法将梁从不连续点处离散，每一段子梁均为连续梁并满足连续梁的运动微分

方程；求解每段连续子梁后利用连续条件和边界条件组装成超越方程组，然后求解特征方程．
对于一个含 ｎ 个不连续点的梁， 每段子梁的位移函数均包括 ４ 个未知常数， 特征值的求解依

赖于解一个 ４（ｎ ＋ １） 阶的特征矩阵．Ｓｈｉｆｒｉｎ 等［９］提出光滑函数方法将特征值矩阵的阶数降为

（ｎ ＋ １）， 然而该方法仅适用于裂纹这一种不连续点，且计算难度仍然受裂纹数量的影响．由
Ｋｈｉｅｍ 和 Ｌｉｅｎ［１０］提出的基于传递矩阵的方法，建立每段子梁左右两端状态变量之间的关系，
然后运用子梁序列的传递矩阵将整个梁左右边界进行联系，进而将特征矩阵的阶数降为 ４ 阶．
Ｌｉ［１１⁃１２］提出一种新颖的、利用梁的线性无关特解逐段构造每一段子梁的基本解，每一段子梁的

模态形状表达可以通过前一段的表达式用递归方法得出．Ｂｉｎｉｃｉ［１３］随后将这一方法扩展到受轴

向力作用下的梁．
上述方法或计算较为复杂（如离散子空间法），或仅仅适用一种特定的不连续点类型（如

光滑函数法）；并且当含有多个不连续点时，模态解析表达式相当复杂［１４］ ．因此，一种求解模态
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简单并能包含任意不连续点的分析方法显得尤为重要．近来，Ｙａｖａｒｉ 等［１５⁃１６］ 运用分布理论研究

了含多个不连续点的梁的静响应，结论显示，广义函数可以为不连续函数提供一种有效的处理

方法．整个不连续梁的静位移响应可以用一个统一的位移函数表述，并对包括外力、变抗弯刚

度、横向位移、弹性铰接等多种类型不连续点进行了研究．Ｗａｎｇ 等［１７⁃１８］将分布理论运用到振动

分析中，通过在每个不连续点引入一个基本的模态位移函数，使整个梁的位移模态函数可以通

过递归方法得到一个统一的表达式．本文在文献［１７］的基础上，首先利用 Ｈｅａｖｉｓｉｄｅ 函数和 Ｄｉ⁃
ｒａｃ 函数引入不连续点的影响；进一步运用分布理论在广义函数空间内建立 Ｗｉｎｋｌｅｒ 弹性基础

上轴向力作用下含任意不连续点均匀 Ｅｕｌｅｒ 梁的微分方程；然后运用 Ｌａｐｌａｃｅ 变换方法求解微

分方程．由于广义函数的引入，梁的模态函数可以通过一个一般解的形式表示．最后通过数值

模拟和对比，验证了方法的有效性．

１　 理 论 模 型

１．１　 轴向力作用下含多个不连续点的弹性基础梁

考虑一任意边界条件下支撑在刚度为 ｋ 的 Ｗｉｎｋｌｅｒ 基础上的等截面梁，含 ｎ 个不连续点，
其两端受轴向力 Ｐ 作用，如图 １ 所示．

图 １　 含不连续点的轴向力作用下的弹性基础 Ｅｕｌｅｒ 梁
Ｆｉｇ．１　 Ａｎ ｅｌａｓｔｉｃ ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ Ｅｕｌｅｒ ｂｅａｍ ｗｉｔｈ ｍｕｌｔｉｐｌｅ ｄｉｓｃｏｎｔｉｎｕｉｔｉｅｓ ｓｕｂｊｅｃｔ ｔｏ ａｘｉａｌ ｌｏａｄ

由文献［３］可知图 １ 中的连续梁微分方程可写为

　 　 Ｗ （４）（ｘ，ｔ） ＋ Ｐ
ＥＩ

Ｗ （２）（ｘ，ｔ） ＋ ρＡ
ＥＩ

Ｗ（ｘ，ｔ） ＋ ｋ
ＥＩ

Ｗ（ｘ，ｔ） ＝ ０， （１）

式中， Ｗ（ｘ，ｔ） 为梁横向位移，Ｐ 为轴向力，Ｅ 为弹性模量，Ｉ 为梁截面惯性矩，Ａ 为梁横截面面

积，ρ 为密度，ｋ 为 Ｗｉｎｋｌｅｒ 弹性基础系数．对于第 ｉ 个不连续点，该不连续位置两侧梁的微分方

程可表示为

　 　 Ｗ （４）
ｍ （ｘ，ｔ） ＋ Ｐ

ＥＩ
Ｗ （２）

ｍ （ｘ，ｔ） ＋ ρＡ
ＥＩ

Ｗｍ（ｘ，ｔ） ＋ ｋ
ＥＩ

Ｗｍ（ｘ，ｔ） ＝ ０， （２）

式中，当 ｍ ＝ ｉ 时为不连续点左侧梁，当 ｍ ＝ ｉ ＋ １ 时为不连续点右侧梁．
根据分布理论［１５］，梁横向位移可表示为

　 　 Ｗ（ｘ，ｔ） ＝ Ｗ１（ｘ，ｔ） ＋ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
ΔＷ（ｘｉ，ｔ）Ｈ（ｘ － ｘｉ）， （３）

式中， Ｈ（ｘ － ｘｉ） 为 Ｈｅａｖｉｓｉｄｅ 函数，且有

　 　 ΔＷ（ｘｉ，ｔ） ＝ Ｗｉ ＋１（ｘｉ，ｔ） － Ｗｉ（ｘｉ，ｔ） ． （４）
对式（３）两端分别以位移 ｘ 为变量求 ４ 次偏导，可得
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　 　 Ｗ （４）（ｘ，ｔ） ＝ Ｗ （４）
１ （ｘ，ｔ） ＋

　 　 　 　 ∑
ｎ

ｉ ＝ １
(ΔＷ （４）（ｘｉ，ｔ）Ｈ（ｘ － ｘｉ） ＋ ∑

３

ｓ ＝ ０
ΔＷ （ ｓ）（ｘｉ，ｔ）δ（３－ｓ）（ｘ － ｘｉ） )， （５）

式中，δ 为 Ｄｉｒａｃ 函数．
把式（２）代入式（３）化简后可得

　 　 Ｗ （４）
１ （ｘ，ｔ） ＋ ∑

ｎ

ｉ ＝ １
ΔＷ （４）（ｘｉ，ｔ）Ｈ（ｘ － ｘｉ） ＝

　 　 　 　 － Ｐ
ＥＩ

Ｗ （２）（ｘ，ｔ） － ρＡ
ＥＩ

Ｗ（ｘ，ｔ） － ｋ
ＥＩ

Ｗ（ｘ，ｔ） ． （６）

进一步把式（６）代入式（５）右端，则式（５）可重新表示为

　 　 Ｗ （４）（ｘ，ｔ） ＋ Ｐ
ＥＩ

Ｗ （２）（ｘ，ｔ） ＋ ρＡ
ＥＩ

Ｗ（ｘ，ｔ） ＋ ｋ
ＥＩ

Ｗ（ｘ，ｔ） ＝

　 　 　 　 ∑
ｎ

ｉ ＝ １
∑

３

ｓ ＝ ０
ΔＷ （ ｓ）（ｘｉ，ｔ）δ（３－ｓ）（ｘ － ｘｉ） ． （７）

式（７）即为轴向力作用下含 ｎ 个不连续点的弹性基础 Ｅｕｌｅｒ 梁的自由振动方程．
根据振动分析理论［１９］可知， Ｗ（ｘ，ｔ） 可写为如下分离变量形式：
　 　 Ｗ（ｘ，ｔ） ＝ Ｗ（ｘ）ｅｊωｔ， （８）

式中，ｊ ＝ －１ ， ω 为圆频率，Ｗ（ｘ） 为梁的模态函数．
把式（８）代入式（７），进行变量分离，并表示为无量纲形式：

　 　 Ｗ （４）（ｘ） ＋ γＷ （２）（ｘ） － β４Ｗ（ｘ） ＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
∑

３

ｓ ＝ ０
ΔＷ （ ｓ）（ｘｉ，ｔ）δ（３－ｓ）（ｘ － ｘｉ）， （９）

式中， γ ＝ Ｐ ／ ＥＩ 为无量纲轴向力；β４ ＝ （ρＡω２ － ｋ） ／ ＥＩ ．
注意到式（９）为一个 ４ 阶常微分方程，且包含有广义函数 δ，直接求解有一定困难．文献

［７］指出，通过 Ｌａｐｌａｃｅ 变换可将求解高阶微分方程问题转化为求解变量为 ｓ 的代数方程，并能

很好地处理广义函数．
首先对式（９）进行 Ｌａｐｌａｃｅ 变换，得

　 　 Ｗ（ ｓ） ＝ ｓ３ ＋ γｓ
ｓ４ ＋ γｓ２ － β４ Ｗ（０） ＋ ｓ２ ＋ γ

ｓ４ ＋ γｓ２ － β４ Ｗ
（１）（０） ＋ ｓ

ｓ４ ＋ γｓ２ － β４ Ｗ
（２）（０） ＋

　 　 　 　 １
ｓ４ ＋ γｓ２ － β４ Ｗ

（３）（０） ＋ ∑
ｎ

ｉ ＝ １

ｓ３ｅ －ｓｘｉ

ｓ４ ＋ γｓ２ － β４ ΔＷ（ｘｉ） ＋ ｓ２ｅ －ｓｘｉ

ｓ４ ＋ γｓ２ － β４ ΔＷ （１）（ｘｉ） ＋

　 　 　 　 ｓｅ －ｓｘｉ

ｓ４ ＋ γｓ２ － β４ ΔＷ （２）（ｘｉ） ＋ ｅ －ｓｘｉ

ｓ４ ＋ γｓ２ － β４ ΔＷ （３）（ｘｉ） ． （１０）

然后再对式（１０）进行 Ｌａｐｌａｃｅ 逆变换，即可得到式（９）的解 Ｗ（ｘ）：
　 　 Ｗ（ｘ） ＝ （Ｓ０（ｘ） ＋ γＳ２（ｘ））Ｗ（０） ＋ （Ｓ１（ｘ） ＋ γＳ３（ｘ））Ｗ ′（０） ＋

　 　 　 　 Ｓ２（ｘ）Ｗ ″（０） ＋ Ｓ３（ｘ）Ｗ ‴（０） ＋ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
∑

３

ｓ ＝ ０
（Ｓｓ（ｘ － ｘｉ）ΔＷ （ ｓ）（ｘｉ））Ｈ（ｘ － ｘｉ）， （１１）

式中

　 　 Ｓ３（ｘ） ＝ Ｌ －１ １
ｓ４ ＋ γｓ２ － β４

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ∑

４

ｉ ＝ １

ｅｘｐ（ ｚｉｘ）
２ｚｉ（２ｚ２ｉ ＋ γ）

，

　 　 Ｓ２（ｘ） ＝ Ｌ －１ ｓ
ｓ４ ＋ γｓ２ － β４

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ∑

４

ｉ ＝ １

ｅｘｐ（ ｚｉｘ）
２（２ｚ２ｉ ＋ γ）

，
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　 　 Ｓ１（ｘ） ＝ Ｌ －１ ｓ２

ｓ４ ＋ γｓ２ － β４
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ∑

４

ｉ ＝ １

ｚｉｅｘｐ（ ｚｉｘ）
２（２ｚ２ｉ ＋ γ）

，

　 　 Ｓ０（ｘ） ＝ Ｌ －１ ｓ３

ｓ４ ＋ γｓ２ － β４
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ∑

４

ｉ ＝ １

ｚ２ｉ ｅｘｐ（ ｚｉｘ）
２（２ｚ２ｉ ＋ γ）

，

　 　 ｚ１ ＝ － ｚ２ ＝ ４β４ ＋ γ２

２
－ γ

２
，

　 　 ｚ３ ＝ － ｚ４ ＝ － ４β４ ＋ γ２

２
－ γ

２
．

１．２　 不连续点与边界条件分析

由式（１１）可知，梁模态函数表达式 Ｗ（ｘ） 中包含 ４ｎ ＋ ５ 个未知数，其中Ｗ （ ｊ）（０） 由边界条

件决定， 而 ΔＷ（ ｊ）（ｘｉ） 由梁所包含的不连续点决定． 根据振动分析理论可知， ΔＷ（ｘｉ），
ΔＷ（１）（ｘｉ），ΔＷ （２）（ｘｉ），ΔＷ （３）（ｘｉ） 分别表示梁在 ｘｉ 处的位移、转角、弯矩、剪力．因此，式（１１）适
用于任意边界条件下包含任意类型的不连续点（或不同类型不连续点的组合）的梁的自由振

动分析．
１．２．１　 不连续点

一般来说，结构包含的不连续点可分为两类： １）附加不连续点，如附加质量等； ２）内部不

连续点，如裂纹或内部弹性链接等．上述两类不连续点均可通过梁协调条件表示．为简便起见，
本文在以下的计算中只给出附加质量块和裂纹两种不连续情况（如表 １ 所示）．但是需要指出

的是，本文方法适用于任意类型不连续点， 如裂纹、 附加质量块、 多跨梁弹性（或刚性）支撑

点等．
表 １ 中， ｘｉ 为不连续点位置；α ＝ Ｍ ／ ρＡＬ表示无量纲附加质量；λ４ ＝ ρＡω２ ／ ＥＩ为无量纲固有

频率；Ｊ为质量块转动惯量， Ｊ ＝ Ｍｒ２，ｒ为质量块重心到梁中性层距离；θ为裂纹简化成的弹簧的

无量纲柔度，θ ＝ ５．０３４ ６ｈＧ（ζ），其中 ζ ＝ ｈｃ ／ ｈ表示裂纹的无量纲相对深度，ｈ为梁的厚度，ｈｃ 为

裂纹深度，
　 　 Ｇ（ζ） ＝ １．８６２ ４ζ２ － ３．９５ζ３ ＋ １６．３７ζ４ － ３４．２２６ζ５ ＋ ７６．８１ζ６ －
　 　 　 　 １２６．９ζ７ ＋ １７２ζ８ － １４３．９７ζ９ ＋ ６６．５６ζ１０ ．

表 １　 质量块和裂纹连续条件

Ｔａｂｌｅ １　 Ｔｈｅ ｃｏｍｐａｔｉｂｉｌｉｔｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ ｏｆ ｍａｓｓ ａｎｄ ｃｒａｃｋ

　 ｔｈｅ ｃｌａｓｓｉｃａｌ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ ｔｈｅ ｐｒｅｓｅｎｔｅｄ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ

ｐｏｉｎｔ ｍａｓｓ
（ｍｏｍｅｎｔ ｏｆ ｉｎｅｒｔｉａ
ｄｕｅ ｔｏ ｅｃｃｅｎｔｒｉｃｉｔｙ）

Ｗｉ（ｘｉ） ＝ Ｗｉ＋１（ｘｉ） ΔＷ（ｘｉ） ＝ ０

Ｗ ′
ｉ （ｘｉ） ＝ Ｗ ′

ｉ＋１（ｘｉ） ΔＷ ′（ｘｉ） ＝ ０

ＥＩＷ ″
ｉ （ｘｉ，ｔ） ＋ ＪＷ′

ｉ（ｘｉ，ｔ） ＝ ＥＩＷ ″
ｉ＋１（ｘｉ，ｔ） ΔＷ ″（ｘｉ） ＝ －

Ｊω２Ｗ ′（ｘｉ）
ＥＩ

Ｗ ‴
ｉ （ｘｉ） ＋ αλ４Ｗｉ（ｘｉ） ＝ Ｗ ‴

ｉ＋１（ｘｉ） ΔＷ ‴（ｘｉ） ＝ Ｍω２

ＥＩ
Ｗ（ｘｉ）

ｃｒａｃｋ

Ｗｉ（ｘｉ） ＝ Ｗｉ＋１（ｘｉ）

Ｗ ′
ｉ （ｘｉ） ＋ θＷ ″

ｉ （ｘｉ） ＝ Ｗ ′
ｉ＋１（ｘｉ）

Ｗ ″
ｉ （ｘｉ） ＝ Ｗ ″

ｉ＋１（ｘｉ）

Ｗ ‴
ｉ （ｘｉ） ＝ Ｗ ‴

ｉ＋１（ｘｉ）

ΔＷ（ｘｉ） ＝ ０

ΔＷ ′（ｘｉ） ＝ θＷ ″（ｘｉ）

ΔＷ ″（ｘｉ） ＝ ０

ΔＷ ‴（ｘｉ） ＝ ０

１．２．２　 边界条件

图 １ 所示任意边界条件可写为如下形式：
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Ｗ ‴（０） ＝ －

ｋ１

ＥＩ
Ｗ（０） ＋ γＷ ′（０）， Ｗ ″（０） ＝

ｋ３

ＥＩ
Ｗ ′（０），

Ｗ ‴（Ｌ） ＝
ｋ２

ＥＩ
Ｗ（Ｌ） － γＷ ′（Ｌ）， Ｗ ″（Ｌ） ＝ －

ｋ４

ＥＩ
Ｗ ′（Ｌ） ．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

（１２）

１．３　 特征值与模态求解

如前文所述，含 ｎ个不连续点的梁位移函数表达式（１１） 中包含 ４ｎ ＋ ５个未知数．将边界条

件和连续条件代入式（１１），即可得到 ４ｎ ＋ ４ 个方程组成的线性方程组：

　 　
ａ１１（ω） … ａ１ξ（ω）

︙ ⋱ ︙
ａξ１（ω） … ａξξ（ω）

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

［Ｗ （ ｓ）（χ１） … Ｗ （ ｓ）（χ ｉ） … Ｗ （ ｓ）（χξ）］ Ｔ ＝ ０， （１３）

式中 ξ ＝ ４ｎ ＋ ４； χ
ｉ 为边界和不连续点位置．

式（１３）是一个齐次代数方程组， 且系数中包含有梁的固有频率 ω ．式（１３） 存在解的条件为

系数矩阵行列式为 ０， 由此可解出梁的固有频率 ω， 将频率 ω代回式（１３） 即可解得Ｗ （ｓ）（χｉ） ．将
解得的 ω 和 Ｗ（ ｓ）（χ ｉ） 代回式（１１） 即可得不连续梁模态函数 Ｗ（ｘ） ．

需要指出的是，对于某些不连续点类型，方程组系数矩阵阶数远小于 ４ｎ ＋ ４．以含 ｎ个不连

续点为例，若其中含 ｐ 个质量块，ｑ 个裂纹，ｐ ＋ ｑ ＝ ｎ；由于连续条件中 ΔＷ（ ｊ）（ｘｉ） 相当一部分为

０，其系数矩阵阶数则缩减为 ２ｐ ＋ ｑ ＋ ４；若边界条件为经典边界，则系数矩阵阶数进一步缩减

为 ２ｐ ＋ ｑ ＋ ２．

２　 数 值 模 拟

为了验证本文方法的有效性和准确性，本节选取经典的不连续梁模型进行数值模拟．
２．１　 算例 １

含有附加质量块的梁的振动分析已经被广泛的研究，Ｍａｉｚ 等［２０］所建立的振动分析模型中

考虑了质量块转动惯量，使分析结果更加精确．图 ２ 为含两个附加质量块的固支梁模型．图中

梁长度为 Ｌ，两质量块大小与位置分别为 Ｍ１，Ｍ２ 及 ｘ１，ｘ２ ．

图 ２　 含两质量块固支梁

Ｆｉｇ．２　 Ａ ｃｌａｍｐｅｄ⁃ｃｌａｍｐｅｄ ｂｅａｍ ｗｉｔｈ ２ ｍａｓｓｅｓ

由式（１１）及表 １ 中质量块连续条件可知，图 ２ 中梁的横向位移函数可写为

　 　 Ｗ（ｘ） ＝ Ｓ２（ｘ）Ｗ ″（０） ＋ Ｓ３（ｘ）Ｗ ‴（０） ＋

　 　 　 　 ∑
２

ｉ ＝ １
Ｓ３（ｘ － ｘｉ）

Ｍω２

ＥＩ
Ｗ（ｘｉ） － Ｓ２（ｘ － ｘｉ）

Ｊω２Ｗ ′（ｘｉ）
ＥＩ

æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｈ（ｘ － ｘｉ） ． （１４）

由式（１４）及边界条件即可得出梁振动的特征值矩阵（推导过程见附录）：

５８基于广义函数空间的不连续梁振动分析



　 　 Ａ
－
＝

ａ１１（ω） … ａ１６（ω）
︙ ⋱ ︙

ａ６１（ω） … ａ６６（ω）

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

． （１５）

求解 Ａ
－

＝ ０ 即可解得固有频率，进一步可求得模态形状．为便于比较，将固有频率无量纲

化并设置与文献［１９］ 相同的参数，即质量块偏心距：Ｃ ｉ ＝ ｒｉ ／ Ｌ；质量块位置：η ｉ ＝ ｘｉ ／ Ｌ； 质量块

比：α ｉ ＝ Ｍｉ ／ ρＡＬ ．
表 ２ 表示在不同附加质量和偏心距下，两端固支梁的前 ５ 阶固有频率．图 ３ 与图 ４ 表示不

同质量块和偏心距时的第 ２、３ 阶模态形状．从表 ２ 可以发现，本文的计算结果与文献［１９］完全

吻合．这就验证了本文方法的正确性．
表 ２　 含两质量块固支梁前 ５ 阶无量纲固有频率

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｆｉｒｓｔ ５ ｎｏｎ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｅｉｇｅｎ ｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｃｌａｍｐｅｄ⁃ｃｌａｍｐｅｄ ｂｅａｍ ｗｉｔｈ
２ ｍａｓｓｅｓ ｏｆ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｕｎｉｆｏｒｍ ｍａｇｎｉｔｕｄｅｓ ａｎｄ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｕｎｉｆｏｒｍ ｅｃｃｅｎｔｒｉｃｉｔｉｅｓ

　
η１ ＝ ０．２５； η２ ＝ ０．５

Ｃ１ ＝ Ｃ２ ＝ ０ Ｃ１ ＝ Ｃ２ ＝ ０．０２５ Ｃ１ ＝ Ｃ２ ＝ ０．０５ Ｃ１ ＝ Ｃ２ ＝ ０．０７５ Ｃ１ ＝ Ｃ２ ＝ ０．１

α１ ＝ α２ ＝ ０

４．７３０ ０
７．８５３ ２
１０．９９５ ６
１４．１３７ １
１７．２７８ ８

α１ ＝ α２ ＝ ０．２５

４．０６８ １
７．０３９ ９
９．６５９ ８
１４．００８ １
１６．３１７ ８

４．０６６ ０
７．０１９ ７
９．６３９ ５
１３．５８０ ２
１５．９４９ ８

４．０５９ ７
６．９５７ ４
９．５６７ ２
１２．４４９ ７
１４．６１４ ８

４．０４９ ３
６．８４９ １
９．４０２ ０
１１．３１９ ２
１２．７７５ ５

４．０３４ ７
６．６９１ ８
９．０８８ ８
１０．６０１ ３
１１．４１８ ８

α１ ＝ α２ ＝ ０．５

３．７０２ ７
６．４８１ ４
９．２６８ ３
１３．９６９ ３
１６．０８７ ６

３．７００ ０
６．４５８ ３
９．２１７ ５
１３．１１２ ２
１５．３４７ ９

３．６９２ ２
６．３８５ ５
９．０２１ ８
１１．３９０ １
１２．９７０ ３

３．６７９ １
６．２５３ ９
８．５８７ １
１０．２５２ ５
１１．１１２ ５

３．６６０ ６（３．６６０ ６）
６．０５７ ５（６．０５７ ５）
８．０２６ ９（８．０２６ ９）
９．４４１ ０（９．４４１ ０）

１０．２９８ ２（１０．２９８ ２）

α１ ＝ α２ ＝ ０．７５

３．４５８ ０
６．０７７ ２
９．０９５ ６
１３．９５０ ２
１５．９８３ ６

３．４５５ ２
６．０５４ ３
９．０１０ ６
１２．６９５ ４
１４．８４７ １

３．４４６ ８
５．９８１ ０
８．６６５ ３
１０．７２６ ８
１１．９７１ １

３．４３２ ８
５．８４５ １
８．００５ ５
９．５６１ ８
１０．４４５ ６

３．４１３ １
５．６３８ ０
７．３６８ ９
８．６１４ ９
１０．０１３ ９

α１ ＝ α２ ＝ １

３．２７７ ２
５．７６９ ３
９．０００ ３
１３．９３８ ８
１５．９２４ ３

３．２７４ ４
５．７４７ ２
８．８７９ １
１２．３２８ ９
１４．３７７ ３

３．２６５ ８
５．６７５ ５
８．３７５ ０
１０．２６５ ２
１１．３１９ ５

３．２５１ ５
５．５４０ ３
７．５６６ ０
９．００４ ９
１０．１５５ ６

３．２３１ ４（３．２３１ ４）
５．３３１ ２（５．３３１ ２）
６．９１１ １（６．９１１ １）
８．０４７ ５（８．０４７ ５）
９．８７８ ４（９．８７８ ４）

　 　 注　 括号内为文献［１９］结果．

　 　 Ｎｏｔｅ　 Ｔｈｅ ｂｒａｃｋｅｔｅｄ ｖａｌｕｅｓ ａｒｅ ｇｉｖｅｎ ｉｎ ｒｅｆｅｒｅｎｃｅ ［１９］ ．

由表 ２ 可以进一步发现，随着质量块转动惯量增大，前 ５ 阶固有频率均减小且高阶频率的

变化率更大．由图 ３ 和图 ４ 可以看出，由于转动惯量的影响，第 ３ 阶模态形状变化比第 ２ 阶模
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态形状更大．由此可以得出与文献［１９］一致的结论：质量块转动惯量对梁高阶模态影响大于对

低阶模态的影响．

（ａ） 第 ２ 阶模态 （ｂ） 第 ３ 阶模态

（ａ） Ｔｈｅ ２ｎｄ ｍｏｄｅ （ｂ） Ｔｈｅ ３ｒｄ ｍｏｄｅ
图 ３　 含两质量块的固支梁第 ２、３ 阶模态形状 （Ｃ１ ＝ Ｃ２ ＝ ０．１）

Ｆｉｇ．３　 Ｔｈｅ ２ｎｄ ａｎｄ ３ｒｄ ｍｏｄｅ ｓｈａｐｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｃｌａｍｐｅｄ⁃ｃｌａｍｐｅｄ ｂｅａｍ ｗｉｔｈ ２ ｍａｓｓｅｓ ｏｆ
ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｕｎｉｆｏｒｍ ｅｃｃｅｎｔｒｉｃｉｔｉｅｓ （Ｃ１ ＝ Ｃ２ ＝ ０．１）

（ａ） 第 ２ 阶模态 （ｂ） 第 ３ 阶模态

（ａ） Ｔｈｅ ２ｎｄ ｍｏｄｅ （ｂ） Ｔｈｅ ３ｒｄ ｍｏｄｅ
图 ４　 含两质量块的固支梁第 ２、３ 阶模态形状 （α１ ＝ α２ ＝ １）

Ｆｉｇ．４　 Ｔｈｅ ２ｎｄ ａｎｄ ３ｒｄ ｍｏｄｅ ｓｈａｐｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｃｌａｍｐｅｄ⁃ｃｌａｍｐｅｄ ｂｅａｍ ｗｉｔｈ ２
ｍａｓｓｅｓ ｏｆ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｕｎｉｆｏｒｍ ｍａｇｎｉｔｕｄｅｓ （α１ ＝ α２ ＝ １）

２．２　 算例 ２
由于固有频率有良好的抗噪性且易于实验测得，因而基于固有频率的损伤检测方法长期

受到广泛地关注．然而，需要考虑所有对频率的影响因素以得出更精确的损伤信息，例如桥墩

所受轴向力，铁轨的弹性支撑等．因此，近年来较为复杂的损伤模型受到越来越多地关注［３，１３］ ．
本文讨论在轴向力作用下弹性基础多裂纹悬臂梁模型，如图 ４ 所示．图中 ｘｉ（ ｉ ＝ １，２，３） 分别为

各个裂纹的位置，Ｐ 为轴向力，ｋ 为 Ｗｉｎｋｌｅｒ 弹性基础刚度．
由于轴向力的存在，裂纹处除表 １ 中所示的转角不连续外还有轴向力引起的剪力不连续：
　 　 ΔＷ ‴（ｘｉ） ＝ － γΔＷ ′（ｘｉ）， （１６）

因此图 ５ 中所示裂纹梁位移函数可表示为

　 　 Ｗ（ｘ） ＝ Ｓ２（ｘ）Ｗ ″（０） ＋ Ｓ３（ｘ）Ｗ ‴（０） ＋

　 　 　 　 ∑
２

ｉ ＝ １
（Ｓ１（ｘ － ｘｉ）ΔＷ ′（ｘｉ） ＋ Ｓ３（ｘ － ｘｉ）ΔＷ ‴（ｘｉ））Ｈ（ｘ － ｘｉ） ． （１７）

由式（１７）及表 １ 中裂纹连续条件可知，图 ５ 中所示裂纹梁位移函数可写为

７８基于广义函数空间的不连续梁振动分析



　 　 Ｗ（ｘ） ＝ Ｓ２（ｘ）Ｗ ″（０） ＋ Ｓ３（ｘ）Ｗ ‴（０） ＋

　 　 　 　 ∑
２

ｉ ＝ １
［（Ｓ１（ｘ － ｘｉ） － γＳ３（ｘ － ｘｉ））θ ｉＷ ″（ｘｉ）］Ｈ（ｘ － ｘｉ） ． （１８）

通过类似于算例 １ 的计算过程，可以得到梁的频率矩阵，进一步可解得固有频率以及相应

的模态形状．

图 ５　 轴向力作用下弹性基础三裂纹悬臂梁

Ｆｉｇ．５　 Ａｎ ｅｌａｓｔｉｃ ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ ｂｅａｍ ｗｉｔｈ ３ ｃｒａｃｋｓ ｓｕｂｊｅｃｔ ｔｏ ａｘｉａｌ ｌｏａｄ

（ａ） 第 １ 阶模态 （ｂ） 第 ２ 阶模态

（ａ） Ｔｈｅ １ｓｔ ｍｏｄｅ （ｂ） Ｔｈｅ ２ｎｄ ｍｏｄｅ
图 ６　 轴向力和裂纹位置对第 １、２ 阶固有频率的影响

（η１ ＝ ０．１５， η２ ＝ ０．３５， ζ １ ＝ ζ ２ ＝ ζ ３ ＝ ０．３， κ ＝ １）

Ｆｉｇ．６　 Ｔｈｅ １ｓｔ ａｎｄ ２ｎｄ ｅｉｇｅｎ ｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｅｌａｓｔｉｃ ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ
ｂｅａｍ ｗｉｔｈ ３ ｃｒａｃｋｓ ｖｓ． ａｘｉａｌ ｃｒａｃｋ ｌｏｃａｔｉｏｎ η３ ｕｎｄｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ａｘｉａｌ ｌｏａｄｓ

（η１ ＝ ０．１５， η２ ＝ ０．３５， ζ １ ＝ ζ ２ ＝ ζ ３ ＝ ０．３， κ ＝ １）

图 ６ 表示轴向力和裂纹位置对损伤梁第 １、２ 阶固有频率的影响．图中 ω １ 和 ω ２ 分别为损

伤梁第１、２阶固有频率，ω １０ 和ω ２０ 为无损梁第１、２阶固有频率（其中ω １０ ＝ （１．８７５ ／ Ｌ） ２ ＥＩ ／ ρＡ ，

ω ２０ ＝ （４．６９４ ／ Ｌ） ２ ＥＩ ／ ρＡ ；κ 为无量纲弹性刚度，κ ＝ ｋ ／ ＥＩ ．从图 ６ 可以发现，当无量纲轴向力 γ
从－０．２ 变化至 ０．２ 时，第 １ 和第 ２ 阶固有频率的变化率分别为 ４％和 ２％．由此可得出结论：梁
受压力作用时，固有频率随着压力增大而减小；梁受拉力作用时，固有频率随着拉力增大而增

大；且轴向力对较低阶频率影响大于对较高阶频率的影响．
图 ７ 给出了弹性基础和裂纹深度对梁前两阶固有频率的影响．图 ７ 中，当无量纲弹性刚度

κ 从 ０ 增加到 １．５ 时，梁的第 １ 阶固有频率约增大 ７２％，而第 ２ 阶固有频率只增大 ２． ５％．此外，
第 １、２ 阶固有频率随着裂纹深度增加，均呈减小趋势．由此可得出结论：弹性基础的存在会使

梁固有频率增大，且频率变化率随着弹性基础刚度增大而增大；弹性基础对低阶频率影响大于

８８ 陈　 小　 超　 　 　 毛　 崎　 波　 　 　 薛　 晓　 理



对高阶频率影响．

（ａ） 第 １ 阶模态 （ｂ） 第 ２ 阶模态

（ａ） Ｔｈｅ １ｓｔ ｍｏｄｅ （ｂ） Ｔｈｅ ２ｎｄ ｍｏｄｅ
图 ７　 弹性基础刚度和裂纹深度对第 １、２ 阶固有频率影响

（η１ ＝ ０．１５， η２ ＝ ０．３５， η３ ＝ ０． ５， ζ １ ＝ ζ ２ ＝ ζ ３ ＝ ζ， Ｐ ＝ ０）

Ｆｉｇ．７　 Ｔｈｅ １ｓｔ ａｎｄ ２ｎｄ ｅｉｇｅｎ ｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｅｌａｓｔｉｃ ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ ｂｅａｍ
ｗｉｔｈ ３ ｃｒａｃｋｓ ｖｓ． ｃｒａｃｋ ｄｅｐｔｈ ζ ａｔ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ ｍｏｄｕｌｉ
（η１ ＝ ０．１５， η２ ＝ ０．３５， η３ ＝ ０． ５， ζ １ ＝ ζ ２ ＝ ζ ３ ＝ ζ， Ｐ ＝ ０）

３　 结　 　 论

本文建立了广义函数空间内的轴向力作用下弹性基础不连续 Ｅｕｌｅｒ⁃Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ（欧拉伯努

利）梁微分方程；由于使用 Ｈｅａｖｉｓｉｄｅ 函数和 Ｄｉｒａｃ 函数以引入不连续点的影响，梁的模态位移

函数得以用一个统一的表达式表示．与传统方法相比较，新的连续条件表达方式可以使特征值

矩阵的求解得以大大简化．算例 １ 研究了附加质量块的转动惯量对梁⁃质量块系统的影响，计
算结果与已有文献的一致即证明了本文方法的准确性．算例 ２ 模拟了轴向力弹性基础裂纹梁

的参数变化，验证了本文方法具有广泛的适用性．

附录　 含两质量块固支梁特征矩阵

将式（１４）重写为

　 　 Ｗ（ｘ） ＝ Ｓ２（ｘ）Ｗ ″（０） ＋ Ｓ３（ｘ）Ｗ ‴（０） ＋

　 　 　 　 ∑
２

ｉ ＝ １
Ｓ３（ｘ － ｘｉ）

Ｍω２

ＥＩ
Ｗ（ｘｉ） － Ｓ２（ｘ － ｘｉ）

Ｊω２Ｗ ′（ｘｉ）
ＥＩ

æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｈ（ｘ － ｘｉ） ． （Ａ１）

固支梁右端边界条件为

　 　 Ｗ（Ｌ） ＝ ０， Ｗ ′（Ｌ） ＝ ０． （Ａ２）
把式（Ａ１）代入式（Ａ２）可得

　 　 Ｗ（Ｌ） ＝ Ｓ２（Ｌ）Ｗ ″（０） ＋ Ｓ３（Ｌ）Ｗ ‴（０） ＋

　 　 　 　 ∑
２

ｉ ＝ １
Ｓ３（Ｌ － ｘｉ）

Ｍω２

ＥＩ
Ｗ（ｘｉ） － Ｓ２（Ｌ － ｘｉ）

Ｊω２Ｗ ′（ｘｉ）
ＥＩ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （Ａ３）

　 　 Ｗ ′（Ｌ） ＝ Ｓ′
２（Ｌ）Ｗ ″（０） ＋ Ｓ′

３（Ｌ）Ｗ ‴（０） ＋

　 　 　 　 ∑
２

ｉ ＝ １
Ｓ′

３（Ｌ － ｘｉ）
Ｍω２

ＥＩ
Ｗ（ｘｉ） － Ｓ′

２（Ｌ － ｘｉ）
Ｊω２Ｗ ′（ｘｉ）

ＥＩ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ． （Ａ４）

式（Ａ１）中未知变量 Ｗ（ｘｉ） 和 Ｗ ′（ｘｉ） 可分别表示为

　 　 Ｗ（ｘ１） ＝ Ｓ２（ｘ１）Ｗ ″（０） ＋ Ｓ３（ｘ１）Ｗ ‴（０）， （Ａ５）
　 　 Ｗ（ｘ２） ＝ Ｓ２（ｘ２）Ｗ ″（０） ＋ Ｓ３（ｘ２）Ｗ ‴（０） ＋

９８基于广义函数空间的不连续梁振动分析



　 　 　 　 Ｓ３（ｘ２ － ｘ１）
Ｍω２

ＥＩ
Ｗ（ｘ２） － Ｓ２（ｘ２ － ｘ１）

Ｊω２Ｗ ′（ｘ２）
ＥＩ

， （Ａ６）

　 　 Ｗ ′（ｘ１） ＝ Ｓ′
２（ｘ１）Ｗ ″（０） ＋ Ｓ′

３（ｘ１）Ｗ ‴（０）， （Ａ７）
　 　 Ｗ ′（ｘ２） ＝ Ｓ２（ｘ２） ′Ｗ ″（０） ＋ Ｓ′

３（ｘ２）Ｗ ‴（０） ＋

　 　 　 　 Ｓ′
３（ｘ２ － ｘ１）

Ｍω２

ＥＩ
Ｗ（ｘ２） － Ｓ′

２（ｘ２ － ｘ１）
Ｊω２Ｗ ′（ｘ２）

ＥＩ
． （Ａ８）

把式（Ａ３ ） ～ （ Ａ８）表示为矩阵形式，即可得出梁的特征方程：

　 　 Ａ
－
Ｗ
－

＝ ０， （Ａ９）
式中

　 　 Ａ
－

＝
ａ１１（ω） … ａ１６（ω）

︙ ⋱ ︙
ａ６１（ω） … ａ６６（ω）

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
，

　 　 Ｗ
－

＝ ［Ｗ ″（０） Ｗ ‴（０） Ｗ（ｘ１） Ｗ（ｘ２） Ｗ ′（ｘ１） Ｗ ′（ｘ２）］ Ｔ ．
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