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摘要：　 基于 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 变分原理和 Ｂｒｉｄｇｅｓ 意义下的多辛积分理论，提出了保持无穷维 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系

统稳态解能流通量和动量通量的保结构分析方法．针对复杂的无穷维 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统的多辛对称形

式，首先讨论了其稳态解所满足的对称形式的守恒律问题；随后，以一个典型的无穷维 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系

统———Ｚｕｆｉｒｉａ 方程为例，采用 ｂｏｘ 离散格式，模拟了其稳态解，并验证了算法的保结构性能．研究结

果显示：采用保结构算法能够较好地模拟无穷维 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统的稳态解，并保持了无穷维 Ｈａｍｉｌｔｏｎ
系统稳态解的能流通量和动量通量两个重要力学参量．这一研究结果将为复杂无穷维 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系

统稳态解的数值分析提供新的途径．
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引　 　 言

复杂无限维 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统的数值解一直是数学家和力学家关注的焦点问题之一，特别是

冯康先生针对有限维 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统的数值求解，在 １９８４ 年的双微国际会议上提出基于辛几何

理论的辛算法［１］，为 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 动力学系统的数值求解提出了更高要求，那就是“使得问题原型

的基本特征在离散后尽可能地得到保持，即离散化应该尽可能在问题原型的同一形式框架中

进行”，这就是近年来保结构算法的无穷生命力．鉴于辛算法在研究广义 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统在保结

构算法构造方面的困难，张素英和邓子辰等提出了针对耗散广义 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统的几何积分理

论框架［２］，并应用于有限维 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 动力学系统的保结构分析，得到了某些有限维动力学系

统的诸如混沌和分叉方面的诸多定性性质，完善了辛算法理论体系．
自辛算法提出之后，有限维 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统的保结构算法得到了飞速发展．为了解决保结构

算法在研究无穷维 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统局部几何性质方面的难题，Ｂｒｉｄｇｅｓ［３］ 和 Ｍａｒｓｄｅｎ 等［４］ 从不同
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角度创立了针对无穷维 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统的多辛算法理论体系，并证明了 ｂｏｘ 离散格式、蛙跳离散

格式等常见的数值离散格式均是多辛的．多辛理论体系的建立开辟了新的保结构理论研究领

域，使得保结构研究能够深入到系统的局部，为 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统局部几何性质研究提供了途径．
然而，能够采用多辛算法解决的无穷维 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 体系数值求解问题很有限，关键障碍在于很

多无穷维 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统，特别是耗散系统，根本不存在严格的多辛对称形式．基于此，胡伟鹏和

邓子辰等将应用于保守 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统的多辛算法推广至非保守情形，建立了广义多辛算法理

论体系［５⁃６］，并已应用于大量耗散动力学问题的数值分析过程．
无论是多辛算法还是广义多辛算法，其关注的焦点是系统的解随着时间演化的过程以及

该过程中系统固有几何特性的保持情况．然而，对于许多复杂的无限维 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统，如脉冲

爆震发动机中的脉冲爆震起爆系统，由于在很短时间内系统就达到了稳态，此时再研究系统数

值解随时间演化过程已经意义不大了，而系统能量等物理参量在空间的稳定分布情况成为了

关注的焦点［７⁃８］ ．基于这一背景，本文将主要研究无限维 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统稳态解的保结构分析方

法．文章的内容安排如下：首先从无穷维 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 保守系统的多辛对称形式出发，研究稳态情

形下无穷维 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统的守恒律；随后，以 Ｚｕｆｉｒｉａ 方程为例，采用 ｂｏｘ 离散格式研究 Ｚｕｆｉｒｉａ
方程稳态解的性能，并分析稳态解动量通量的保持情况．

１　 无限维 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 保守系统稳态情形下的对称形式及其守恒律

考虑如下无限维 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 保守系统的多辛对称形式［３］：

　 　 Ｍ∂ｔｚ ＋ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
Ｋｉ∂ｘｉｚ ＝ ÑｚＳ（ｚ），　 　 ｚ ∈ Ｒｄ， （１）

其中， Ｍ， Ｋｉ ∈ Ｒｄ×ｄ 为反对称矩阵；Ｓ：Ｒｄ → Ｒ 是光滑函数，为 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 函数， ｚ 为状态变量．之
所以将形式（１）称为多辛形式，是因为其存在以下的多辛守恒律：

　 　 ∂ｔ（ω） ＋ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
∂ｘｉ（κ ｉ） ＝ ０， （２）

其中， ω ＝ （ＭＵ，Ｖ）， κ ｉ ＝ （（Ｋｉ）Ｕ， Ｖ）（ ｉ ＝ １， ２， …， ｎ）， Ｕ， Ｖ 为与形式（１）相联系的变分方

程的解［３］ ．
多辛对称形式（１）受到广泛关注的一个重要原因是该对称形式能够用于探索无限维

Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统的局部几何性质，其中最重要的局部几何性质包括系统局部能量和系统局部动

量方面的性质．这两方面的局部几何性质以局部能量守恒律和局部动量守恒律表述．
对多辛形式（１）两边与 ∂ｔｚ 求内积，得到局部能量守恒律：

　 　 ∂ｔｅ ＋ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
∂ｘｉ ｆｉ ＝ ０， （３）

其中，能量密度为 ｅ ＝ Ｓ（ｚ） － ｚＴＫ∂ｘｚ ／ ２，能流通量 ｆｉ ＝ ｚＴＫｉ∂ｔｚ ／ ２（ ｉ ＝ １，２，…，ｎ） ．
类似地， 对多辛形式（１）两边与 ∂ｘｍｚ 求内积， 得到 ｘｍ（ｍ ＝ １，２，…，ｎ） 方向的局部动量守

恒律：

　 　 ∂ｔ（ｈｍ） ＋ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
∂ｘｉｇｍｉ ＝ ０， （４）

其中，动量密度为 ｈｍ ＝ ｚＴＭ∂ｘｍｚ ／ ２， 动量通量

　 　 ｇｍｍ ＝ Ｓ（ｚ） － １
２

ｚＴＭ∂ｔｚ － １
２ ∑

ｍ－１

ｉ ＝ １
ｚＴＫｉ∂ｘｉｚ － １

２ ∑
ｎ

ｉ ＝ ｍ＋１
ｚＴＫｉ∂ｘｉｚ，
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　 　 ｇｍｉ ＝
１
２

ｚＴＫｉ∂ｘｍｚ　 　 （ ｉ ＝ １，２，…，ｍ － １，ｍ ＋ １，ｍ ＋ ２，…，ｎ） ．

系统达到稳态后，即
　 　 ∂ｔｚ ＝ ０， （５）

则，多辛形式简化为

　 　 ∑
ｎ

ｉ ＝ １
Ｋｉ∂ｘｉｚ ＝ ÑｚＳ（ｚ），　 　 ｚ ∈ Ｒｄ ． （６）

此时的系统局部能量和局部动量分布稳定，并遵循如下的局部能流通量和动量通量守恒律：

　 　
∑

ｎ

ｉ ＝ １
∂ｘｉ ｆｉ ＝ ０，

∑
ｎ

ｉ ＝ １
∂ｘｉｇｍｉ ＝ ０ ．

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（７）

在分析无限维 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 保守系统稳态解过程中，保持局部能流通量和局部动量通量守恒

律成为判断数值结果有效性的重要方面．

２　 稳态 Ｚｕｆｉｒｉａ 系统的对称形式及其 ｂｏｘ 离散

在研究浅水波 Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ 型方程的过程中，Ｚｕｆｉｒｉａ 提出了 Ｚｕｆｉｒｉａ 方程模型描述某些水波

色散［９⁃１０］：

　 　
∂ｔｈ ＋ ｕ∂ｘｈ ＋ ｈ∂ｘｕ ＋ １

３
∂ｘｘｘｕ ＋ ２

１５
∂ｘｘｘｘｘｕ ＝ ０，

∂ｔｕ ＋ ｕ∂ｘｕ ＋ ∂ｘｈ ＝ ０，

ì

î

í
ïï

ïï
（８）

式中， ｈ 和 ｕ 为波函数．Ｚｕｆｉｒｉａ 方程系统是一个不包含耗散的无限维 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统， 其稳态解

满足

　 　
ｕｈ ＋ ｈ∂ｘｕ ＋ １

３
∂ｘｘｕ ＋ ２

１５
∂ｘｘｘｘｕ ＝ ｑ， ∂ｘｑ ＝ ０，

１
２

ｕ２ ＋ ｈ ＝ ｒ， ∂ｘｒ ＝ ０ ．

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（９）

方程组（９）是一个典型的高阶系统，通过引入状态变量： ｚ ＝ （γ，ϕ，ｗ１，ｕ，ｒ，ｑ，ｖ，ｗ２） Ｔ， 其

中，中间变量定义为

　 　 ∂ｘϕ ＝ ｕ， ∂ｘγ ＝ ｒ － １
２

ｕ２， ｖ ＝ ∂ｘｕ， ｗ１ ＝ － ２
１５

∂ｘｖ， ｗ２ ＝ － １
３

ｖ － ２
１５

∂ｘｘｖ ． （１０）

则稳态解所满足的方程（９）就被降阶为如下形式：

　 　

－ ∂ｘｒ ＝ ∂Ｓ ／ ∂γ ＝ ０， ∂ｘγ ＝ ∂Ｓ ／ ∂ｒ ＝ ｒ － １
２

ｕ２，

－ ∂ｘｑ ＝ ∂Ｓ ／ ∂ϕ ＝ ０， ∂ｘϕ ＝ ∂Ｓ ／ ∂ｑ ＝ ｕ，

－ ∂ｘｖ ＝ ∂Ｓ ／ ∂ｗ１ ＝ １５
２

ｗ１， ∂ｘｗ１ ＝ ∂Ｓ ／ ∂ｖ ＝ ｗ２ ＋ １
３

ｖ，

－ ∂ｘｗ２ ＝ ∂Ｓ ／ ∂ｕ ＝ ｑ － ｒｕ ＋ １
２

ｕ３， ∂ｘｕ ＝ ∂Ｓ ／ ∂ｗ２ ＝ ｖ，

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ïï

（１１）

其中 Ｓ 为 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 函数

４２ 无限维 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统稳态解的保结构算法



　 　 Ｓ（ｚ） ＝ １
２

ｒ２ ＋ ｑｕ ＋ １５
４

ｗ２
１ ＋ ｗ２ｖ ＋ １

６
ｖ２ － １

２
ｒｕ２ ＋ １

８
ｕ４ ． （１２）

至此，稳态解所满足的方程（９）就被写成了对称形式［８］：
　 　 Ｋ∂ｘｚ ＝ ÑＳ（ｚ），　 　 ｚ ∈ Ｒ８， （１３）

其中

　 　 Ｋ ＝

０ ０ ０ ０ － １ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ － １ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０ － １ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ － １
１ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０
０ １ ０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ １ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ １ ０ ０ ０ ０

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

．

对称形式满足的能流通量守恒律为

　 　 ∂ｘ（ ｒ∂ｔγ ＋ ｑ∂ｔϕ ＋ ｖ∂ｔｗ１ ＋ ｗ２∂ｔｕ － γ∂ｔｒ － ϕ∂ｔｑ － ｗ１∂ｔｖ － ｕ∂ｔｗ２） ＝ ０． （１４）
以及动量通量守恒律为

　 　 ∂ｘ ( ｒ２ ＋ ｑｕ ＋ １５
２

ｗ２
１ ＋ ｗ２ｖ ＋ １

３
ｖ２ － ｒｕ２ ＋ １

４
ｕ４ － ｒ∂ｔγ － ｑ∂ｔϕ －

　 　 　 　 ｖ∂ｔｗ１ － ｗ２∂ｔｕ ＋ γ∂ｔｒ ＋ ϕ∂ｔｑ ＋ ｗ１∂ｔｖ ＋ ｕ∂ｔｗ２ ) ＝ ０． （１５）

值得注意的是：以上两个守恒律中包含了状态变量对时间的偏导数，由于本文考虑的是稳

态情形，因此，状态变量对时间的偏导数都为 ０．基于这一结果，能流通量守恒律在实际数值计

算过程中是自然满足的，而动量通量守恒律在实际数值计算过程中简化为

　 　 Δｍ ＝ ∂ｘ ｒ２ ＋ ｑｕ ＋ １５
２

ｗ２
１ ＋ ｗ２ｖ ＋ １

３
ｖ２ － ｒｕ２ ＋ １

４
ｕ４æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ０． （１６）

采用简单的 ｂｏｘ 离散方法离散对称形式（１３），该离散方法已经被证明是保结构离散方

法［３，５］，得到对称形式（１３）的离散形式：
　 　 Ｋ ＋ δ ＋

ｘ ｚｊ ＋ Ｋ － δ －
ｘ ｚｊ ＝ ÑＳ（ｚｊ）， （１７）

其中， δ ＋
ｘ 和 δ －

ｘ 分别是一阶前向差分和一阶后向差分，系数矩阵满足对称关系 ＫＴ
＋ ＝ － Ｋ －， 依据

此关系，得到系数矩阵分别为

　 　 Ｋ ＋ ＝

０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０
１ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０
０ １ ０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ １ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ １ ０ ０ ０ ０

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

， Ｋ － ＝

０ ０ ０ ０ － １ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ － １ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０ － １ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ － １
０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

．

３　 数 值 实 验

本部分将进行相关的数值实验验证构造的差分格式是否能够模拟 Ｚｕｆｉｒｉａ 方程系统的稳
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态解，同时验证该格式是否能够保持动量通量守恒律．取模拟步长 Δｘ ＝ ０．０５，在［－２０，２０］范围

内模拟 Ｚｕｆｉｒｉａ 方程系统的稳态解，边值取为周期性边界：
　 　 ｕ ｘ ＝ ±２０ ＝ １， ｈ ｘ ＝ ±２０ ＝ － １， （１８）

得到 Ｚｕｆｉｒｉａ 方程系统的稳态解如图 １ 所示．如果取相同的边值条件，该稳态解与 Ｚｕｆｉｒｉａ 教授得

到的解析解［９⁃１０］在稳态条件下的值吻合较好，本文得到的数值稳态解与解析解相对误差见表 １．
表 １　 数值解与解析解的相对误差

Ｔａｂｌｅ １　 Ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ａｎｄ ｔｈｅ ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ

ｘ －２０ －１５ －１０ －５ ０ ５ １０ １５ ２０

ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒ
ｕ ／ （％） ０ ０．０１７ １ ０．００１ １ ０．００８ ０ ０．０００ ５ ０．００３ ２ ０．００２ ６ ０．０００ ９ ０

ｈ ／ （％） ０ ０．００９ ５ ０．０００ ２ ０．００１ ８ ０．００３ ７ ０．０００ ２ ０．００８ ９ ０．０００ ３ ０

　 　 为了进一步验证算法的保结构性能，在实验过程中记录每一步的 Δｍ 值，得到Δｍ 的空间分

布情况如图 ２ 所示，图中（Δｍ） ｊ 为第 ｊ 空间步的动量通量误差值．

图 １　 Ｚｕｆｉｒｉａ 意义下的 Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ 方程稳态解模拟结果

Ｆｉｇ．１　 Ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｓｔｅａｄｙ⁃ｓｔａｔｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｔｏ Ｚｕｆｉｒｉａ’ｓ Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ ｔｙｐｅ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ

图 ２　 Ｚｕｆｉｒｉａ 意义下的 Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ 方程稳态解动量通量保持情况

Ｆｉｇ．２　 Ｅｒｒｏｒ ｏｆ ｍｏｍｅｎｔｕｍ ｆｌｕｘ ｉｎ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｓｔｅａｄｙ⁃ｓｔａｔｅ
ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｔｏ Ｚｕｆｉｒｉａ’ｓ Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ ｔｙｐｅ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ

６２ 无限维 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统稳态解的保结构算法



由图 ２ 可知：在整个模拟区间，稳态解的动量通量守恒律在每一空间网格处的误差均在

１０－７数量级，这说明本文构造的 ｂｏｘ 格式能够很好地保持稳态解的动量通量守恒律，即在解到

达稳态之后，系统动量在空间上分布也达到稳态，不再出现动量交换和传递，这与稳态解的几

何性质相符．

４　 结　 　 论

针对无限维 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 保守系统的稳态解，本文提出了一种基于多辛理论的保结构分析方

法．在推导 Ｚｕｆｉｒｉａ 方程系统稳态解所满足的高阶偏微分方程系统的对称形式及其守恒律的基

础上，通过构造其 ｂｏｘ 差分格式模拟 Ｚｕｆｉｒｉａ 方程系统的稳态解．稳态解的模拟结果与 Ｚｕｆｉｒｉａ 教

授得到的理论解（如果取相同的边值条件）吻合较好，同时稳态解的动量通量守恒律得到了很

好地保持，这充分表现了所构造格式的保结构性能．
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Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ： ｉｎｆｉｎｉｔｅ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ Ｈａｍｉｌｔｏｎ ｓｙｓｔｅｍ； ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ⁃ｐｒｅｓｅｒｖｉｎｇ； ｓｔｅａｄｙ⁃ｓｔａｔｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ；
ｍｏｍｅｎｔｕｍ ｆｌｕｘ

Ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ ｉｔｅｍ： Ｔｈｅ Ｎａｔｉｏｎａｌ Ｎａｔｕｒａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅ Ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ ｏｆ Ｃｈｉｎａ （ １１１７２２３９； １１３７２２５２；
１１３７２２５３）

８２ 无限维 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统稳态解的保结构算法


