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几种典型板考虑初始荷载效应的基频近似解
∗
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摘要：　 基于两组板考虑初始荷载效应的动力控制微分方程：一般形式的动力控制微分方程和极

坐标形式的动力控制微分方程，运用 Ｇａｌｅｒｋｉｎ（伽辽金）法求解得到了简支矩形板、固支矩形板、简
支等边三角形板、固支椭圆形板、简支圆形板和固支圆形板 ６ 种典型板考虑初始荷载效应的自由

振动基频（第一阶频率）近似解．通过与相关文献提出的有限元法计算结果对比，验证了公式的正

确性．基频近似解表达式简单明了，物理意义明确，清楚地说明了初始荷载及相关因素对板自由振

动基频的影响，直观地说明了板的初始荷载效应这一概念．计算分析表明：初始荷载的存在增加了

板的弯曲刚度，提高了板的自振频率．这种初始荷载效应对频率的影响主要受初始荷载大小、跨厚

比及边界条件等因素的影响．在计算分析和设计中应考虑并重视这种初始荷载效应对板计算分析

带来的影响．
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引　 　 言

工程结构在初始荷载作用下，都要发生相应的变形，产生初始应力．初始应力将与后续荷

载所产生的变形耦合，使结构的刚度发生变化，影响结构的静、动受力特性，在一些工程问题中

不可忽略．大量学者在这方面进行了相关研究，Ｔａｋａｂａｔａｋｅ 在 １９９０ 年就首次提出了初始恒载效

应的概念［１⁃２］，导出了梁考虑初始恒载效应的静、动力控制微分方程，并对梁的初始恒载效应进

行了研究．周世军等［３⁃５］ 提出了考虑初始恒载效应的有限梁单元；张家玮，周世军等［６⁃８］ 讨论了

初始恒载效应对拱形梁的动、静受力特性的影响．对于薄板结构，Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 等［９］ 早期就注意

到了初始曲率对薄板的静力挠度影响．Ｔａｋａｂａｔａｋｅ［１０］ 导出了板考虑初始恒载效应的动力控制

微分方程，并进行了初始恒载对简支板的自振频率影响分析．在 Ｔａｋａｂａｔａｋｅ 的工作基础上，周
世军［１１⁃１２］提出了可供有限元分析的矩形板单元．周又和［１３］采用 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 法获得了集中力作用

下圆形板固有频率⁃荷载关系曲线．王晋莹等［１４］ 推导了初挠度柔韧圆板的振动方程，运用

Ｇａｌｅｒｋｉｎ 法和 Ｌｉｎｄｓｔｅｄｔ⁃Ｐｏｉｎｃａｒé 摄动法求出非线性周期解，讨论了初挠度对振动基频的影响．
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杜国君等［１５］基于初始挠度的圆板非线性振动方程，运用 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 法得出了时间域的非线性振

动方程，讨论了初挠度对振动形态的影响．上述研究都表明：初始荷载或挠曲将显著地影响结

构后期受荷的动、静受力性能，因此研究初始荷载或变形对结构动、静受力特性的影响，具有重

要意义．
频率是反映结构动力特性的重要参数，而基频（第一阶频率）又显得尤为重要，是工程应

用中最为关心的问题，如：为方便估算结构动力反应，在计算动力荷载系数时，就必须知道结构

的基频．因此，本文对文献［１０］所提出的板考虑初始荷载效应一般形式的动力平衡控制微分方

程进行坐标变换，导出了可用于求解圆形板在初始对称荷载作用下自由振动基频极坐标形式

的动力平衡控制微分方程．以所述一般形式的和极坐标形式的动力控制微分方程为基础，运用

Ｇａｌｅｒｋｉｎ 法解出了简支矩形板、固支矩形板、简支等边三角形板、固支椭圆形板、固支圆形板和

简支圆形板 ６ 种典型板考虑初始荷载效应的基频近似解，并进行了有限元验证及初始荷载和

厚度对板的基频影响分析．

１　 动力平衡控制微分方程

１．１　 一般形式动力平衡控制微分方程

假定板仅承受面外初始荷载，忽略面内轴向力；板在初始面外荷载作用下，产生初始挠度

ｗ－ ，以此变形为后期荷载变形或动力挠度 ｗ 的参考状态；运用板考虑初始荷载效应的应变能表

达和 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 原理，可得板考虑初始荷载效应的一般形式的动力平衡控制微分方程为［１０］

　 　 ρｈｗ ＋ Ｄ（ｗ，ｘｘｘｘ ＋ ２ｗ，ｘｘｙｙ ＋ ｗ，ｙｙｙｙ） －

　 　 　 　 Ｅｈ
２（１ － ν２） { ∂

∂ｘ
{ ［（ｗ－ ，ｘ） ２ ＋ ν（ｗ－ ，ｙ） ２］ｗ，ｘ ＋ （１ － ν）ｗ－ ，ｘｗ

－
，ｙｗ，ｙ } ＋

　 　 　 　 ∂
∂ｙ

{ ［（ｗ－ ，ｙ） ２ ＋ ν（ｗ－ ，ｘ） ２］ｗ，ｙ ＋ （１ － ν）ｗ－ ，ｘｗ
－
，ｙｗ，ｘ } } ＝ ｑ， （１）

其中， ｗ－ 为板初始荷载引起的挠度，此变形状态亦是后期荷载或动力挠度的参考状态；ｗ 为后

期荷载或动力挠度；Ｅ 为弹性模量；ν 为 Ｐｏｓｓｉｏｎ（泊松） 比；ｈ 为板的厚度；Ｄ 为板的弯曲刚度；ｑ
为后期外加荷载．
１．２　 极坐标形式动力平衡控制微分方程

假定圆形板的边界条件和所受到的荷载为轴对称，对式（１）进行坐标转换，可得到极坐标

形式的圆形板考虑初始荷载效应的动力平衡控制微分方程，其表达式如下：

　 　 ρｈｗ ＋ Ｄ ｗ，ｒｒｒｒ ＋
２
ｒ
ｗ，ｒｒｒ －

１
ｒ２

ｗ，ｒｒ ＋
１
ｒ３

ｗ，ｒ
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è
ç

ö

ø
÷ －

　 　 　 　 Ｅｈ
２（１ － ν２）

（ｗ－ ，ｒ） ２ｗ，ｒｒ ＋ ２（ｗ－ ，ｒ）（ｗ
－
，ｒｒ） ＋ １

ｒ
（ｗ－ ，ｒ） ２é

ë
êê

ù

û
úú ｗ，ｒ{ } ＝ ｑ ． （２）

２　 基频近似解

２．１　 近似解法

固有频率的确立，是研究薄板振动的基础和关键．除简支矩形薄板的弹性自由振动频率能

通过解析法求解外，频率多通过近似方法进行求解，比如：Ｇａｌｅｒｋｉｎ 法、Ｒａｙｌｅｉｇｈ（瑞利）和 Ｒｉｔｚ
（里兹）等方法；这些方法都是从能量原理出发形成的精确有效的近似方法，在板的弹性静、动
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力问题中得到广泛应用［１６⁃１８］ ．因此，本文运用 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 法求解几种典型板的考虑初始荷载效应

的基频近似解．
Ｇａｌｅｒｋｉｎ 法求解过程如下：
１） 认为初始荷载位移 ｗ－ 已知，是满足弹性薄板弯曲静力平衡微分方程和边界条件的位移

精确解或近似解 ｗ－ （ｘ，ｙ） ．
２） 假定板考虑初始荷载效应的振型函数，振型函数须满足边界条件．即设定 ｗ（ｘ，ｙ，ｔ） ＝

ｗ（ｘ，ｙ）（Ａｃｏｓ ωｔ ＋ Ｂｃｏｓ ωｔ） 中本征函数 ｗ（ｘ，ｙ） ．
３） 将初始荷载位移表达式、振型函数代入自由振动控制微分方程（即式（１）、（２）中，后期

外加荷载 ｑ 为 ０），建立 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 方程组．
４） 求解 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 方程组，得到板考虑初始荷载效应的基频近似解．
下面根据上述方法求解几种典型板考虑初始荷载效应的基频近似解．

２．２　 典型板基频近似解

１） 简支矩形板

假定四边简支矩形板承受初始均布荷载，荷载位移采用重三角级数解［９］：

　 　 ｗ－ ＝ １６ｑ－

π６Ｄ ∑
∞

ｍ ＝ １，３，５…
∑
∞

ｎ ＝ １，３，５…

ｓｉｎ ｍπｘ
ａ

ｓｉｎ ｎπｙ
ｂ

ｍｎ
ｍ２

ａ２
＋ ｎ２

ｂ２
æ

è
ç

ö

ø
÷

２ ， （３）

其中， ａ，ｂ为矩形板边长，ｑ－ 为初始均布荷载．在此仅取级数的前 ４项，即：ｍ ＝ １，ｎ ＝ １，３；ｍ ＝ ３，
ｎ ＝ １，３，可保证初始荷载位移有足够的精度．而考虑初始荷载效应的基频振型函数取满足边界

条件的如下表达：

　 　 ｗ ＝ Ｃｓｉｎ πｘ
ａ

ｓｉｎ πｙ
ｂ

． （４）

将初始荷载位移表达式（３）与振型函数（４）代入自由振动微分方程，建立 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 方程，
通过求解得到简支矩形板考虑初始荷载效应的自由振动基频近似解，结果如下：

　 　 ω１１ ＝ π２

４ａ２ｂ２

１６Ｄ（ａ２ ＋ ｂ２） ２ ＋ Ｄ１（ａ４Ｓ１ ＋ ｂ４Ｓ２ ＋ ２ａ２ｂ２Ｓ３）
ρｈ

， （５）

其中

　 　 Ｄ１ ＝ Ｅｈ
２（１ － ν２）

　 　 （下文同），

　 　 Ｓ１ ＝ ３［３ａ２
１ ＋ １８ａ２

２ ＋ ２ａ２
３ ＋ １２ａ２

４ ＋ ２ａ１（３ａ２ － ａ３ － ａ４） －
　 　 　 　 ２ａ２（ａ３ ＋ ６ａ４） ＋ ４ａ３ａ４］，
　 　 Ｓ２ ＝ ３［３ａ２

１ ＋ ２ａ２
２ ＋ １８ａ２

３ ＋ １２ａ２
４ － ２ａ１（ａ２ － ３ａ３ ＋ ａ４） －

　 　 　 　 ２ａ２（ａ３ － ２ａ４） － １２ａ３ａ４］，
　 　 Ｓ３ ＝ ａ２

１ ＋ １０ａ２ａ３ － ２ａ１（ａ２ ＋ ａ３ ＋ ３ａ４） ＋
　 　 　 　 ２ν［５（ａ２

２ ＋ ａ２
３） ＋ １８ａ２

４ － ８ａ２ａ３ ＋ ６（ａ２ ＋ ａ３）ａ４］ ．
在上述表示中

　 　 ａｉ（ ｉ ＝ １，２，３，４） ＝ １６ｑ－

π６Ｄｍｎ
ｍ２

ａ２
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ｂ２
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è
ç
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２
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分别为初始荷载位移表达式前 ４ 项系数．
２） 固支矩形板

固支矩形板承受初始均布荷载，荷载位移取较为精确近似解［１９］：
　 　 ｗ－ ＝ （ａ２ － ｘ２） ２（ｂ２ － ｙ２） ２［ａ１ ＋ ａ２（ｘ２ ＋ ｙ２）］， （６）

其中， ａ 为矩形板短边长度的一半，ｂ 为矩形板长边长度的一半，

　 　 ａ１ ＝ ７７［７（ａ８ ＋ ｂ８） ＋ ３９（ａ６ｂ２ ＋ ａ２ｂ６） ＋ ７１５ａ４ｂ４］ｑ－

６４Ｄ［７（ａ４ ＋ ｂ４） ＋ ４ａ２ｂ２］［３５（ａ８ ＋ ｂ８） ＋ １５６（ａ６ｂ２ ＋ ａ２ｂ６） ＋ ２ ２８８ａ４ｂ４］
，

　 　 ａ２ ＝ １ ００１（ａ２ ＋ ｂ２）ｑ－

１２８Ｄ［３５（ａ８ ＋ ｂ８） ＋ １５６（ａ６ｂ２ ＋ ａ２ｂ６） ＋ ２ ２８８ａ４ｂ４］
．

而对考虑初始荷载效应的基频振型取满足边界条件的函数：
　 　 ｗ ＝ Ｃ（ａ２ － ｘ２） ２（ｂ２ － ｙ２） ２ ． （７）
同样，将初始荷载位移表达式与振型函数代入自由振动微分方程，建立 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 方程组，

通过求解得到固支矩形板考虑初始荷载效应的自由振动基频近似解，结果如下：

　 　 ω１１ ＝ １
ａ２

Ｄ Ｓ１ ＋ Ｓ２

ａ８Ｄ１ｑ
－ ２

Ｄ３

æ

è
ç

ö

ø
÷

ρｈ
， （８）

其中， Ｓ１，Ｓ２ 为常数，对于不同长宽比（１．０ ≤ ｂ ／ ａ ≤ ２．０） 固支矩形板的 Ｓ１，Ｓ２ 如表 １ 所示．
表 １　 固支矩形板考虑初始荷载效应的基频近似解中常数 Ｓｉ（ ｉ ＝ １，２）

Ｔａｂｌｅ １　 Ｐａｒａｍｅｔｅｒ Ｓｉ（ ｉ ＝ １，２） ｏｆ ｆｕｎｄａｍｅｎｔａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｆｏｒ ｃｌａｍｐｅｄ ｒｅｃｔａｎｇｕｌａｒ ｐｌａｔｅｓ ｕｎｄｅｒ ｉｎｉｔｉａｌ ｌｏａｄ ｅｆｆｅｃｔ

ｂ ／ ａ Ｓ１ Ｓ２ ｂ ／ ａ Ｓ１ Ｓ２

１．０ ８１ ３．９８２ ６×１０－３＋２．１０３ ０×１０－７ν １．６ ４３．３３７ ８ ７．４０５ ０×１０－３＋１．２０３ ６×１０－５ν

１．１ ６７．８９１ ０ ４．７５１ ８×１０－３＋４．６５１ ２×１０－７ν １．７ ４１．４９９ ９ ７．７０８ ２×１０－３＋１．７２４ ３×１０－５ν

１．２ ５９．１９１ ０ ５．４５０ ３×１０－３＋１．２２９ ４×１０－６ν １．８ ４０．０５６ ２ ７．９５４ ６×１０－３＋２．３５７ ３×１０－５ν

１．３ ５３．１７９ ９ ６．０６４ ４×１０－３＋２．６３６ ８×１０－６ν １．９ ３８．９０３ ３ ８．１５３ １×１０－３＋３．１００ ８×１０－５ν

１．４ ４８．８８３ ４ ６．５９１ ５×１０－３＋４．８２４ ５×１０－６ν ２．０ ３７．９６８ ８ ８．３１１ ５×１０－３＋３．９４７ ６×１０－５ν

１．５ ４５．７２２ ２ ７．０３５ ８×１０－３＋７．９２１ ５×１０－６ν － － －

　 　 对于其他不同长宽比 （ｂ ／ ａ） 的固支矩形板的基频近似解可采用相同的求解方法得到．
３） 简支等边三角形板

简支等边三角形板承受初始均布荷载，初始荷载位移取精确解［９］：

　 　 ｗ－ ＝ ｑ－

６４ａＤ
ｘ３ － ３ｙ２ｘ － ａ（ｘ２ ＋ ｙ２） ＋ ４

２７
ａ３é

ë
êê

ù

û
úú

４
９

ａ２ － ｘ２ － ｙ２æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （９）

其中， ａ 为等边三角形的高．而对考虑初始荷载效应的基频振型取满足边界条件的函数：

　 　 ｗ ＝ Ｃ ｘ３ － ３ｙ２ｘ － ａ（ｘ２ ＋ ｙ２） ＋ ４
２７

ａ３é

ë
êê

ù

û
úú

４
９

ａ２ － ｘ２ － ｙ２æ

è
ç

ö

ø
÷ ． （１０）

同样按照上述求解过程，建立 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 方程组并进行求解，得到简支等边三角形板考虑初

始荷载效应的自由振动基频解，结果如下：

　 　 ω１１ ＝ １２ １１
ａ２

Ｄ １ ＋
ａ８Ｄ１ｑ

－ ２

Ｄ３ ３．７５２ １ × １０ －７æ

è
ç

ö

ø
÷

ρｈ
． （１１）

８７２１ 刘　 　 德　 　 贵　 　 　 周　 　 世　 　 军



４） 固支椭圆形板

固支椭圆板承受初始均布荷载，初始荷载位移取精确解［９］：

　 　 ｗ－ ＝ Ｓ １ － ｘ２

ａ２
－ ｙ２

ｂ２
æ

è
ç

ö

ø
÷

２

， （１２）

其中

　 　 Ｓ ＝ ｑ－

Ｄ
２４
ａ４

＋ ２４
ｂ４

＋ １６
ａ２ｂ２

æ

è
ç

ö

ø
÷

，

ａ 为椭圆板长半轴，ｂ 为椭圆板短半轴．
考虑初始荷载效应的基频振型采用以下满足边界条件的函数表达：

　 　 ｗ ＝ Ｃ １ － ｘ２

ａ２
－ ｙ２

ｂ２
æ

è
ç

ö

ø
÷

２

． （１３）

同样，按照近似求解过程，建立 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 方程组进行求解，得到基频近似解为

　 　 ω１１ ＝ ２ ２
２１ ａ２ｂ２

（３ａ４ ＋ ２ａ２ｂ２ ＋ ３ｂ４）（３５Ｄ ＋ ４Ｓ２Ｄ１）
ρｈ

． （１４）

５） 固支圆形板

固支圆形板承受初始均布荷载，初始荷载位移取精确解［９］：

　 　 ｗ－ ＝ ｑ－

６４Ｄ
（ａ２ － ｒ２） ２， （１５）

其中， ａ 为圆形板半径．考虑初始荷载效应的基频振型采用以下满足边界条件的函数表达：
　 　 ｗ ＝ Ｃ（ａ２ － ｒ２） ２ ． （１６）
此时，将初始荷载位移表达式和振型函数代入式（２）变换得到的自由振动微分方程，建立

Ｇａｌｅｒｋｉｎ 方程进行求解，得到基频近似解：

　 　 ω１１ ＝ ８
２１ ａ２

Ｄ ３５ ＋
ａ８Ｄ１ｑ

－ ２

１ ０２４Ｄ３

æ

è
ç

ö

ø
÷

ρｈ
． （１７）

６） 简支圆形板

简支圆形板承受初始均布荷载，初始荷载位移取精确解［９］：

　 　 ｗ－ ＝ ｑ－

６４Ｄ
（ａ２ － ｒ２） ５ ＋ ν

１ ＋ ν
ａ２ － ｒ２æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （１８）

其中， ａ 为圆形板半径．考虑初始荷载效应的基频振型采用以下满足边界条件的函数表达：

　 　 ｗ ＝ Ｃ（ａ２ － ｒ２） ５ ＋ ν
１ ＋ ν

ａ２ － ｒ２æ

è
ç

ö

ø
÷ ． （１９）

同样，按照固支圆形板基频近似解求解过程，得到基频解为

　 　 ω１１ ＝ ４ ２
７ ａ２

Ｄ ７０（３ｓ － １） ＋ （３５ｓ４ － ７０ｓ３ ＋ ８４ｓ２ － ４２ｓ ＋ ９）
ａ８Ｄ１ｑ

－ ２

４ ０９６Ｄ３

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

ρｈ（１０ｓ２ － ５ｓ ＋ １）
， （２０）

其中
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　 　 ｓ ＝ ５ ＋ ν
１ ＋ ν

．

３　 验　 　 证

为验证典型板考虑初始荷载效应的基频近似解的正确性，下文将运用文献［１１］所提出的

考虑初始荷载效应的有限元法，并采用非简化位移插值函数表达［２０］，与本文解得固支、简支矩

形板考虑初始荷载效应的基频近似解进行对比分析验证．算例中相关计算参数如下：
　 　 Ｅ ＝ ２．１ × １０１１ Ｐａ， ν ＝ ０．３， ρ ＝ ７ ８５０ ｋｇ ／ ｍ３；

初始荷载： ｑ－ ＝ ３ ８２５ Ｎ ／ ｍ２ ．简支、固支矩形板的短边均为 １ ｍ，厚度 ｈ ＝ １０ ｍｍ ．计算分析获得

了简支矩形板（表 ２）和固支矩形板（表 ３）的对比分析计算结果．
表 ２　 简支矩形板基频计算结果对比（单位： Ｈｚ）

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｆｕｎｄａｍｅｎｔａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｆｏｒ ｓｉｍｐｌｙ ｓｕｐｐｏｒｔｅｄ ｒｅｃｔａｎｇｕｌａｒ ｐｌａｔｅｓ（ｕｎｉｔ： Ｈｚ）

ｂ ／ ａ １．０ １．２ １．４ １．６ １．８ ２．０

ｐｒｅｓｅｎｔ ４９．４８９ ４ ４２．１９２ ７ ３７．９１８ ５ ３５．２５３ ０ ３３．５１０ ９ ３２．３２７ ６

ＦＥＭ［１１］ ４９．１２５ ６ ４２．０７８ ４ ３７．８９８ ６ ３５．３１５ ８ ３３．６４６ ０ ３２．５２４ ９

表 ３　 固支矩形板基频计算结果对比（单位： Ｈｚ）

Ｔａｂｌｅ ３　 Ｆｕｎｄａｍｅｎｔａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｆｏｒ ｃｌａｍｐｅｄ ｒｅｃｔａｎｇｕｌａｒ ｐｌａｔｅｓ（ｕｎｉｔ： Ｈｚ）

ｂ ／ ａ １．０ １．２ １．４ １．６ １．８ ２．０

ｐｒｅｓｅｎｔ ８９．６９８ ５ ７６．６９３ ２ ６９．７１０ １ ６５．６４７ ９ ６３．１２１ ７ ６１．４６０ ７

ＦＥＭ［１１］ ８８．３４０ ４ ７６．０４２ １ ６９．１９５ ３ ６５．２１０ ９ ６２．７３２ ４ ６１．１０３ １

　 　 由表 ２ 和表 ３ 的计算结果对比可以看出，简支、固支矩形板考虑初始荷载效应的基频

Ｇａｌｅｒｋｉｎ 近似解同有限元法计算结果吻合良好．上述 ６ 种典型板考虑初始荷载效应的基频近似

解，是基于动力控制平衡微分方程，采用 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 法和相同求解过程得到的．如简支矩形板和

固支椭圆板基频近似解采用与固支矩形板一样的处理方式，设定简支矩形板长边为 ｂ ＝ λａ，椭
圆板长轴 ｂ ＝ λａ（λ 为比值） ．则近似解系数中都无一例外地包含 ａ８Ｄ１ｑ

－ ２ ／ Ｄ３（对于不同的板，ａ
代表不同几何意义）；且当初始荷载为 ０ 时，考虑初始荷载效应的基频近似解也都等同于弹性

理论形式的基频近似解［１６⁃１８］ ．因此，本文解得的考虑初始荷载效应的基频近似解正确有效．

４　 分　 　 析

典型板考虑初始荷载效应的每一基频近似解公式中都包含 Ｄ１ａ８ｑ－ ２ ／ Ｄ３， 可更为明确地表

示为

　 　 ８６４（１ － ν２） ２

Ｅ２

ａ
ｈ

æ

è
ç

ö

ø
÷

８

ｑ－ ２ 　 　 （ａ 对于不同的板，代表不同的几何意义） ．

该项表明当板的边界条件和材料确定时，初始荷载效应主要受初始荷载、几何尺寸和厚度的影

响．如定义 ａ ／ ｈ 为板的跨厚比，则厚度的改变意味着跨厚比的影响．
为进一步明确初始荷载效应及相关因素对板动力特性带来的影响，下文进行初始荷载和

厚度对上述 ６ 种典型板基频影响的分析．材料参数： Ｅ ＝ ２．１ × １０１１ Ｐａ，ν ＝ ０．３，ρ ＝ ７ ８５０ ｋｇ ／ ｍ３；
参考初始荷载 ｑ－ ０ ＝ ２ ０００ Ｎ ／ ｍ２ ．分析计算和图表表达中， ｆ 表示板考虑初始荷载效应的基频

值， ｆ∗ 表示板不考虑初始荷载效应的基频值；ｑ－ ０ 为选定的参考初始荷载，ｑ－ 表示实际施加的初
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始荷载．通过计算分析，获得了初始荷载和厚度对 ６ 种典型板基频影响的 ｆ ／ ｆ∗⁃ｑ－ ／ ｑ－ ０ 关系曲线，
如图 １～６ 所示．

图 １　 简支矩形板 ｆ ／ ｆ∗ ⁃ｑ－ ／ ｑ－ ０ 关系曲线 图 ２　 固支矩形板 ｆ ／ ｆ∗ ⁃ｑ－ ／ ｑ－ ０ 关系曲线

（ｂ ／ ａ ＝ １．５， ａ ＝ １ ｍ） （ｂ ／ ａ ＝ １．５， ａ ＝ ０．５ ｍ）

Ｆｉｇ．１　 Ｔｈｅ ｆ ／ ｆ∗ ⁃ｑ－ ／ ｑ－ ０ ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐ ｏｆ ｓｉｍｐｌｙ Ｆｉｇ．２　 Ｔｈｅ ｆ ／ ｆ∗ ⁃ｑ－ ／ ｑ－ ０ ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐ ｏｆ ｃｌａｍｐｅｄ

ｓｕｐｐｏｒｔｅｄ ｒｅｃｔａｎｇｕｌａｒ ｐｌａｔｅｓ ｒｅｃｔａｎｇｕｌａｒ ｐｌａｔｅｓ （ｂ ／ ａ ＝ １．５，

（ｂ ／ ａ ＝ １．５， ａ ＝ １ ｍ） ａ ＝ ０．５ ｍ）

图 ３　 简支等边三角形板 ｆ ／ ｆ∗ ⁃ｑ－ ／ ｑ－ ０ 图 ４　 固支椭圆形板 ｆ ／ ｆ∗ ⁃ｑ－ ／ ｑ－ ０ 关系曲线

关系曲线 （ａ ＝ １ ｍ） （ｂ ＝ １ ｍ， ａ ＝ ０．５ ｍ）

Ｆｉｇ．３　 Ｔｈｅ ｆ ／ ｆ∗ ⁃ｑ－ ／ ｑ－ ０ ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐ ｏｆ ｓｉｍｐｌｙ Ｆｉｇ．４　 Ｔｈｅ ｆ ／ ｆ∗ ⁃ｑ－ ／ ｑ－ ０ ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐ ｏｆ ｃｌａｍｐｅｄ

ｓｕｐｐｏｒｔｅｄ ｅｑｕｉｌａｔｅｒａｌ ｔｒｉａｎｇｕｌａｒ ｐｌａｔｅｓ （ａ ＝ １ ｍ） ｅｌｌｉｐｔｉｃ ｐｌａｔｅｓ （ｂ ＝ １ ｍ， ａ ＝ ０．５ ｍ）

图 ５　 固支圆形板 ｆ ／ ｆ∗ ⁃ｑ－ ／ ｑ－ ０ 图 ６　 简支圆形板 ｆ ／ ｆ∗ ⁃ｑ－ ／ ｑ－ ０

关系曲线 （ａ ＝ １ ｍ） 关系曲线 （ａ ＝ １ ｍ）

Ｆｉｇ．５　 Ｔｈｅ ｆ ／ ｆ∗ ⁃ｑ－ ／ ｑ－ ０ ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐ ｏｆ ｃｌａｍｐｅｄ Ｆｉｇ．６　 Ｔｈｅ ｆ ／ ｆ∗ ⁃ｑ－ ／ ｑ－ ０ ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐ ｏｆ ｓｉｍｐｌｙ

ｃｉｒｃｕｌａｒ ｐｌａｔｅｓ （ａ ＝ １ ｍ） ｓｕｐｐｏｒｔｅｄ ｃｉｒｃｕｌａｒ ｐｌａｔｅｓ （ａ ＝ １ ｍ）

由 ６ 种典型板的 ｆ ／ ｆ∗⁃ｑ－ ／ ｑ－ ０ 关系曲线可以看出：初始荷载的存在增加了板的弯曲刚度，提
高了板的自振频率．板的跨度、厚度和边界条件亦影响了考虑初始荷载效应后的自振频率，板
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的厚度越小，跨度越大（或跨厚比越大），边界约束越弱，初始荷载对板的自振频率提高越明显．
同时，当初始荷载为 ０ 时，各基频值等同于不考虑初始荷载效应的基频值，亦表明本文提出的

基频近似解正确．
上述 ６ 种典型板考虑了初始荷载效应的基频计算结果明显大于弹性理论计算结果．主要

原因在于：已有的弹性薄板理论忽略了初始荷载产生的初始弯曲应力与自由振动挠曲应变耦

合所产生的附加应变能 Ｕ
－
， 以致最终形成了与已有弹性薄板理论不同的应变能表达式和动力

平衡控制微分方程及基频计算结果．

５　 结　 　 论

基于板考虑初始荷载效应的动力微分方程，运用 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 法求得了简支矩形板、固支矩形

板、简支等边三角形板、固支椭圆板和固支、简支圆形板考虑初始荷载效应的基频（第一阶频

率）近似解；并进行了验证和分析，得到了如下结论：
１） 各基频近似解表达式简单明了，物理意义明确，清楚地说明了初始荷载等因素对板考

虑初始荷载效应后自由振动基频所产生的影响；可直接方便运用于相关计算分析．
２） 初始荷载提高了板的弯曲刚度与自振频率；板考虑初始荷载效应后的自振频率受初始

荷载大小、板的几何尺寸、厚度和边界条件的影响．初始荷载越大，板的厚度越小，跨度越大（或
跨厚比越大），边界约束越弱，初始荷载对板自振频率的提高越明显．

３） 初始荷载效应对板的动力特性产生了不可忽略的影响，在厚度较薄或弯曲刚度较小的

板中表现尤为明显，在相关计算分析中，应充分细致考虑实际存在的这一荷载效应，以做到精

确分析与合理设计．
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ｄａｍｅｎｔａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ． Ｉｎｉｔｉａｌ ｌｏａｄ ｅｆｆｅｃｔ ｏｎ ｆｕｎｄａｍｅｎｔａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ａｂｏｖｅ ６ ｔｙｐｉｃａｌ ｐｌａｔｅｓ
ｗａｓ ａｎａｌｙｚｅｄ ｗｉｔｈ ｔｈｅｓｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ． Ｄｕｅ ｔｏ ｉｎｉｔｉａｌ ｌｏａｄ ｅｆｆｅｃｔ， ｂｅｎｄｉｎｇ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｐｌａｔｅｓ ｉｎ⁃
ｃｒｅａｓｅｄ， ａｎｄ ｔｈｅｉｒ ｆｕｎｄａｍｅｎｔａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ ｒｏｓｅ． Ｔｈｅ ｋｅｙ ｐｈｙｓｉｃａｌ ｆａｃｔｏｒｓ ｇｏｖｅｒｎｉｎｇ ｔｈｅ ｉｎｉｔｉａｌ
ｌｏａｄ ｅｆｆｅｃｔ ｏｎ ｔｈｅ ｐｌａｔｅｓ ａｒｅ ｔｈｅ ｉｎｉｔｉａｌ ｌｏａｄ ｍａｇｎｉｔｕｄｅ，ｔｈｅ ｒａｔｉｏ ｏｆ ｓｐａｎ ｔｏ ｔｈｉｃｋｎｅｓｓ ａｎｄ ｔｈｅ
ｂｏｕｎｄａｒｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ， ｅｔｃ． Ｔｈｅ ｂｉｇｇｅｒ ｔｈｅ ｉｎｉｔｉａｌ ｌｏａｄｓ ａｎｄ ｔｈｅ ｓｍａｌｌｅｒ ｔｈｅ ｂｅｎｄｉｎｇ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓｅｓ ｏｆ
ｔｈｅ ｐｌａｔｅｓ ａｒｅ， ｔｈｅ ｈｉｇｈｅｒ ｔｈｅ ｉｎｉｔｉａｌ ｌｏａｄ ｅｆｆｅｃｔ ｏｎ ｔｈｅ ｆｕｎｄａｍｅｎｔａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ ｉｓ． Ｔｈｉｓ ｉｎｉｔｉａｌ
ｌｏａｄ ｅｆｆｅｃｔ ｉｓ ｏｂｖｉｏｕｓ ａｎｄ ｓｈｏｕｌｄ ｎｏｔ ｂｅ ｎｅｇｌｅｃｔｅｄ ｉｎ ｔｈｅ ｄｅｓｉｇｎ ａｎｄ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｐｌａｔｅｓ．

Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ： ｉｎｉｔｉａｌ ｌｏａｄ ｅｆｆｅｃｔ； ｆｕｎｄａｍｅｎｔａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ； Ｇａｌｅｒｋｉｎ ｍｅｔｈｏｄ； ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅ ｓｏｌｕ⁃
ｔｉｏｎ； ｐｌａｔｅ

４８２１ 刘　 　 德　 　 贵　 　 　 周　 　 世　 　 军


