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摘要：　 针对一类非线性不等式系统求解的问题，利用一系列目标函数二次可微的带参数优化问

题来逐次逼近非线性不等式系统的解，从而提出了针对参数最优化问题带折线步的信赖域算法．在
较弱的条件下，算法的全局收敛性得到了保证．数值试验显示算法有效．
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１　 预 备 知 识

本文求解非线性不等式系统（ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｉｎｅｑｕａｌｉｔｉｅｓ ｓｙｓｔｅｍ， ＮＩＳ）：
　 　 Ｆ（ｘ） ≤ ０，　 　 ｘ ∈ Ｒｎ， （１）

其中 Ｆ（ｘ） ＝ （Ｆ１（ｘ），Ｆ２（ｘ），…，Ｆｍ（ｘ）） Ｔ 且 Ｆ ｉ：Ｒｎ → Ｒ，ｉ ∈ Ｉ ＝ { １，２，…，ｍ } 二阶连续可微．
　 　 非线性不等式系统频繁出现于集合分离、数据分离、计算机辅助设计和图像处理等领域．
特别地，在求解约束最优化问题中，可行方向法是一种重要算法．其典型策略是从可行点出发，
沿着下降的可行方向进行搜索，从而求出使目标函数值下降的新的可行点．可行方向法的初始

可行点的确定需要通过求解非线性不等式系统而获得．
目前，非线性不等式系统的求解方法并不多见．针对凸函数构成的不等式系统，文献［１］结

合 ＳＱＰ（ｓｅｑｕｅｎｔｉａｌ ｑｕａｄｒａｔｉｃ ｐｒｏｇｒａｍｍｉｎｇ）算法和扰动技术，提出了一类有限步收敛算法．文献

［２］和［３］中借助于投影技术和广义投影法，给出了求解非线性不等式系统的新算法，在该算

法中，搜索方向仅由两个显式表达式即可产生，从而使计算量相对减少；文献［４］采用目标函

数为复合函数的信赖域算法；文献［５］利用光滑辅助函数将非线性不等式系统转化成最小二

乘问题后再采用光滑 Ｇａｕｓｓ⁃Ｎｅｗｔｏｎ 算法逐次逼近最小二乘问题的解；文献［６］和［７］针对非线

性不等式系统分别采用广义投影技术和 Ｌｅｖｅｎｂｅｒｇ⁃Ｍａｒｑｕａｒｄｔ 方法建立了新的算法，效果也都

比较理想．受以上研究成果的启发，本文利用光滑辅助函数将 ＮＩＳ 系统的求解转化成一系列目

标函数二次可微的最优化问题来逼近原问题的解．在求解最优化问题过程中，采用带折线步的
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信赖域算法，降低算法的计算量．
若存在光滑函数 ϕ（·，·） 满足

　 　 ϕ（ε，ｔ） ＝ ０ ⇔ ｔ ≤－ ε，
其中 ε ＞ ０ 为光滑因子，则问题（１）的求解等价于解光滑方程组

　 　 ϕ（ε，Ｆ ｉ（ｘ）） ＝ ０，　 　 ｉ ∈ Ｉ ． （２）
关于函数 ϕ 的构造，作者在文献［５］中给出了一系列满足条件的函数，本文取为

　 　 ϕ（ε，ｘ） ＝ １
２
（ε ＋ ｘ ＋ ｘ２ ＋ ε ２ ） ２， （３）

其中 ε ≥ ０ 为光滑参数．
光滑函数 ϕ（ε，ｘ） 有很好的性质，本身是连续可微的，其梯度函数强半光滑，具体性质见

文献［５］．
引理 １　 对 ∀（ε，ｘ） ∈ Ｒ ＋ × Ｒ，函数 ϕ（ε，ｘ） 满足

１） ϕ（ε，ｘ） ≥ ０；

２） ｌｉｍ
ε→ ０ ＋

ϕ（ε，ｘ） ＝ １
２

ｘ２
＋；

３） ϕ（ε，ｘ） ＝ ０，　 　 当且仅当 ε ＝ ０ 和 ｘ ≤ ０；
４） 若 ε ＞ ０，则 ϕ（·，·） 二次连续可微．
根据引理 １ 知， ϕ（ε，Ｆ ｉ（ｘ）） ≥ ０，ｉ ∈ Ｉ ．因此方程组（２）的解可以由最优化问题

　 　 ｍｉｎ
ｘ∈Ｒｎ，ε ＞ ０

ｆ（ε，ｘ） ＝ ∑
ｍ

ｉ ＝ １
ϕ（ε，Ｆ ｉ（ｘ）） （４）

求得，接下来本文将针对问题（４）设计带折线步的信赖域算法．
对 ∀ε ∈ Ｒ ＋，ｘ ＝ （ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ） Ｔ ∈ Ｒｎ，记 ｗ ＝ （ε，ｘＴ） Ｔ ∈ （Ｒ ＋，Ｒｎ），则问题（４） 目标函

数 ｆ（ｗ） 在点 ｗｋ 的邻域内二次近似函数为

　 　 ｆ（ｗ） ≈ Ｑ（ｗ） ＝ ｆ（ｗｋ） ＋ ｇＴ（ｗｋ）（ｗ － ｗｋ） ＋ １
２
（ｗ － ｗｋ） ＴＧ（ｗｋ）（ｗ － ｗｋ）， （５）

其中　 　 ｇ（ｗ） ＝ Ñｆ（ｗ），Ｇ（ｗ） ＝ Ñｇ（ｗ） ．
引理 ２　 对 ∀ｗ ＝ （ε，ｘ） Ｔ ∈ （Ｒ ＋，Ｒｎ）， 有

１） 若 ‖ｇ（ｗ）‖ ＝ ０， 则 ｆ（ｗ） ＝ ０；
２） 若 ｘ∗ ∈ { ｘ ∈ Ｒｎ ｜ ‖ｇ（ｗ）‖ ＝ ０ } ， 则 ｘ∗ 是问题（４）的稳定点．
下一节，将介绍针对问题 （４）的带折线步的信赖域算法．

２　 带折线步信赖域算法

设 ｗｋ 为第 ｋ 次迭代点，记 ｆｋ ＝ ｆ（ｗｋ），ｇｋ ＝ Ñｆ（ｗｋ），Ｂｋ 为Ñｇ（ｗｋ） 的第 ｋ 次近似，则第 ｋ 次

迭代步的信赖域子问题有如下的形式：

　 　 ｍｉｎ
ｄ∈Ｒ ＋ ×Ｒｎ

ｍｋ（ｄ） ＝ ｆｋ ＋ ｇＴ
ｋ ｄ ＋ １

２
ｄＴＢｋｄ　 　 ｓ．ｔ．‖ｄ‖ ≤ Δｋ， （６）

其中 Δｋ ＞ ０ 为信赖域半径．
对于子问题（６），其 Ｃａｕｃｈｙ 点为
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　 　 ｄＣ
ｋ ＝

－
Δｋ

‖ｇｋ‖
ｇｋ， ｇＴ

ｋＢｋｇｋ ≤ ０，

－ ｍｉｎ {
‖ｇｋ‖２

ｇＴ
ｋＢｋｇｋ

，
Δｋ

‖ｇｋ‖
} ｇｋ， 其它．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（７）

为了保证子问题（６）中 Ｂｋ 的正定性，本文选取

　 　 Ｂｋ＋１ ＝ Ｂｋ ＋ τ ｋ

（ｙｋ － Ｂｋｄｋ）ｄＴ
ｋ

‖ｄｋ‖２
－
ｄＴ
ｋ（ｙｋ － Ｂｋｄｋ）ｄｋｄＴ

ｋ

‖ｄｋ‖２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
， （８）

其中 ｙｋ ＝ ｇｋ＋１ － ｇｋ， ｜ τ ｋ － １ ｜ ≤ τ，（τ ∈ （０，１）） ．
若公式（８）中令 τ ｋ ＝ １， 则是文献［８］中 ＰＳＢ 公式的情形．Ｐｏｗｅｌｌ 在文献［８］中证明了由式

（８）产生的对称矩阵 Ｂｋ 满足

　 　
‖（Ñ

２ ｆ（ｗｋ） － Ｂｋ）ｄｋ‖
‖ｄｋ‖２ → ０． （９）

因此，由式（８）产生的近似矩阵 Ｂｋ 在每步迭代中满足对称正定的条件．
这样，问题 （６） 的近似解为

　 　 ｄｋ（λ） ＝

－
Δｋ

‖ｇｋ‖
ｇｋ， ‖ｄＣ

ｋ ‖ ≥ Δｋ，

ｄＮ
ｋ ＝ － Ｂ －１

ｋ ｇｋ， ‖ ｄＣ
ｋ ‖ ＜ Δｋ和 ‖ｄＮ

ｋ ‖ ≤ Δｋ，

λｄＮ
ｋ ＋ （１ － λ）ｄＣ

ｋ ， 其它，

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

（１０）

其中 λ ∈ ［０，１］ ．
引理 ３　 若 Ｂｋ 正定，则对 ∀λ ∈ ［０，１］ 有

 ｍ（ｄｋ（λ）） 关于 λ 递减；
 ｍｋ（ｄＮ

ｋ ） ≤ ｍ（ｄＣ
ｋ ） ≤ ｍｋ（０） ．

证明　 ，令
　 　 ｈ（λ） ＝ ｍ（ｄｋ（λ）） ＝

　 　 　 　 ｆｋ ＋ ｇＴ
ｋ ［λｄＮ

ｋ ＋ （１ － λ）ｄＣ
ｋ ］ ＋ １

２
［λｄＮ

ｋ ＋ （１ － λ）ｄＣ
ｋ ］ ＴＢｋ［λｄＮ

ｋ ＋ （１ － λ）ｄＣ
ｋ ］，

则

　 　 ｈ′（λ） ＝ ｇＴ
ｋ ｄＮ

ｋ － ｇＴ
ｋ ｄＣ

ｋ ＋ λ（ｄＮ
ｋ ） ＴＢｋｄＮ

ｋ ＋ １
２
（１ － ２λ）（ｄＮ

ｋ ） ＴＢｋｄＣ
ｋ ＋

　 　 　 　 １
２
（１ － ２λ）（ｄＣ

ｋ ） ＴＢｋｄＮ
ｋ － （１ － λ）（ｄＣ

ｋ ） ＴＢｋｄＣ
ｋ ＝

　 　 　 　 － ｇＴ
ｋＢ

－１
ｋ ｇｋ －

‖ｇｋ‖４

ｇＴ
ｋＢｋｇｋ

＋ λｇＴ
ｋＢ

－１
ｋ ｇｋ － （１ － ２λ）

‖ｇｋ‖４

ｇＴ
ｋＢｋｇｋ

＋ （１ － λ）
‖ｇｋ‖４

ｇＴ
ｋＢｋｇｋ

＝

　 　 　 　 （λ － １）ｇＴ
ｋＢ

－１
ｋ ｇｋ ＋ （λ － １）

‖ｇｋ‖４

ｇＴ
ｋＢｋｇｋ

＝

　 　 　 　 （λ － １） ｇＴ
ｋＢ

－１
ｋ ｇｋ ＋

‖ｇｋ‖４

ｇＴ
ｋＢｋｇｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ≤ ０ ．

因此 ｍ（ｄｋ（λ）） 关于 λ 递减．
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，由的证明可知

　 　 ｈ（１） ≤ ｈ（０），
即

　 　 ｍｋ（ｄＮ
ｋ ） ≤ ｍｋ（ｄＣ

ｋ ），
因此，结论成立．

下面给出带折线步的信赖域算法．
算法 Ａ

（ｓ．０） 给定 Δ
－
＞ ０， Δ０ ∈ （０，Δ

－
）， ｗ０ ＝ （ε ０，ｘＴ

０） Ｔ ∈ Ｒ ＋ × Ｒｎ， Ｂ０ ＝ Ｉ，且 ０ ＜ η １ ＜ η ２ ＜ １，
０ ＜ γ １ ＜ １ ＜ γ ２，τ ∈ （０，１），ε ≥ ０．令 ｋ ＝ ０．

（ｓ．１） 计算 ｇｋ ＝ Ñｆ（ｗｋ），若 ｆ（ｗｋ） ≤ ε 或 ‖ｇ（ｗｋ）‖ ≤ ε 成立， 停止．
（ｓ．２） 执行算法 Ｂ，得搜索方向 ｄｋ ．
（ｓ．３） 计算 ｒｋ

　 　 ｒｋ ＝
ｆ（ｗｋ） － ｆ（ｗｋ ＋ ｄｋ）
ｍｋ（０） － ｍｋ（ｄｋ）

． （１１）

（ｓ．４） 调整信赖域半径 Δｋ

　 　 Δｋ＋１ ＝

γ １Δｋ， 若 ｒｋ ≤ η １，

ｍｉｎ { γ ２Δｋ，Δ
－

} ， 若 ｒｋ ≥ η ２，‖ ｄｋ‖ ＝ Δｋ，
Δｋ， 其他．

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（１２）

（ｓ．５） 如果 ｒｋ ＞ η １， 令

　 　 ｗｋ＋１ ＝ ｗｋ ＋ ｄｋ，
否则，令

　 　 ｗｋ＋１ ＝ ｗｋ ．
利用式（８）更新矩阵 Ｂｋ＋１，令 ｋ ＝ ｋ ＋ １， 转（ｓ．１）．
算法 Ｂ

当 ｋ ＝ ０，１，２，…，计算 ｄＣ
ｋ ＝ － ｍｉｎ {

‖ｇｋ‖２

ｇＴ
ｋＢｋｇｋ

，
Δｋ

‖ｇｋ‖
} ｇｋ 和 ｄＮ

ｋ ＝ － Ｂ －１
ｋ ｇｋ ．

若 ‖ｄＣ
ｋ ‖ ≥ Δｋ，

　 　 ｄｋ ＝ －
Δｋ

‖ｇｋ‖
ｇｋ，

再若 ‖ｄＮ
ｋ ‖ ≤ Δｋ，

　 　 ｄｋ ＝ － Ｂ －１
ｋ ｇｋ，

再选择 λ ∈ ［０，１］ 使得

　 　 ｄｋ ＝ λｄＣ
ｋ ＋ （１ － λ）ｄＮ

ｋ 和 ‖ ｄｋ‖ ＝ Δｋ， （∗）
结束．

注 ２．１　 算法 Ｂ 中，满足（∗）的 λ 存在．

３　 收敛性分析

本节将证明算法 Ａ 的收敛性．
首先证明对任意 ｃ１ ∈ （０，１］， 由算法 Ｂ 产生的问题（６）的近似解满足如下估计式：
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　 　 ｍｋ（０） － ｍｋ（ｄｋ） ≥ ｃ１‖ｇｋ‖ｍｉｎ {Δｋ，
‖ｇｋ‖
‖Ｂｋ‖

} ． （１３）

引理 ４　 搜索方向 ｄＣ
ｋ 满足式（１３），其中 ｃ１ ＝ １ ／ ２， 即

　 　 ｍｋ（０） － ｍｋ（ｄＣ
ｋ ） ≥ １

２
‖ｇｋ‖ｍｉｎ {Δｋ，

‖ｇｋ‖
‖Ｂｋ‖

} ． （１４）

证明　 若

　 　 ｍｉｎ {
‖ｇｋ‖２

ｇＴ
ｋＢｋｇｋ

，
Δｋ

‖ｇｋ‖
} ＝

‖ｇｋ‖２

ｇＴ
ｋＢｋｇｋ

，

则有

　 　 ｄＣ
ｋ ＝ －

‖ｇｋ‖２

ｇＴ
ｋＢｋｇｋ

ｇｋ ．

因此

　 　 ｍｋ（ｄＣ
ｋ ） － ｍｋ（０） ＝ －

‖ｇｋ‖４

ｇＴ
ｋＢｋｇｋ

＋ １
２

ｇＴ
ｋＢｋｇｋ

‖ｇｋ‖４

（ｇＴ
ｋＢｋｇｋ） ２

＝

　 　 　 　 － １
２

‖ｇｋ‖４

ｇＴ
ｋＢｋｇｋ

≤－ １
２

‖ｇｋ‖２

‖Ｂｋ‖
≤

　 　 　 　 － １
２
‖ｇｋ‖ｍｉｎ {Δｋ，

‖ｇｋ‖
‖Ｂｋ‖

} ， （１５）

故式（１４）成立．
又若

　 　 ｍｉｎ {
‖ｇｋ‖２

ｇＴ
ｋＢｋｇｋ

，
Δｋ

‖ｇｋ‖
} ＝

Δｋ

‖ｇｋ‖
，

则有

　 　 ｄＣ
ｋ ＝ －

Δｋ

‖ｇｋ‖
ｇｋ且 ‖ｇｋ‖３ ＞ ΔｋｇＴ

ｋＢｋｇｋ ．

因此

　 　 ｍｋ（ｄＣ
ｋ ） － ｍｋ（０） ＝ ｍｋ －

Δｋ

‖ｇｋ‖
ｇｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷ － ｆｋ ＝

　 　 　 　 －
Δｋ

‖ｇｋ‖
‖ｇｋ‖２ ＋ １

２
Δ２

ｋ

‖ｇｋ‖２ ｇ
Ｔ
ｋＢｋｇｋ ≤

　 　 　 　 － １
２

Δｋ‖ｇｋ‖ ≤－ １
２
‖ｇｋ‖ｍｉｎ {Δｋ，

‖ｇｋ‖
‖Ｂｋ‖

} ．

故结论成立． □
引理 ５　 若 ｄｋ 由算法 Ｂ 产生，则 ｄｋ 满足式（１３），且式中 ｃ１ ＝ １ ／ ２．
证明　 因为 ‖ｄｋ‖ ≤ Δｋ， 则由引理 ４ 知

　 　 ｍｋ（０） － ｍｋ（ｄｋ） ≥ ｍｋ（０） － ｍｋ（ｄＣ
ｋ ） ≥ １

２
‖ｇｋ‖ｍｉｎ {Δｋ，

‖ｇｋ‖
‖Ｂｋ‖

} ， （１６）

即结论成立． □
下面将证明算法的全局收敛性．全文假设目标函数 Ｈｅｓｓｅ 矩阵的近似 Ｂｋ 关于范数一致有

０２２１ 非线性不等式系统带折线步的信赖域方法及其收敛性



界，且水平集

　 　 Ｌ０ ＝ {ｗ ｜ ｆ（ｗ） ≤ ｆ（ｗ０） } （１７）
有界．

定理 １　 在算法 Ａ 中令 ε ＝ ０，对任意 ｗ０ ∈ Ｒ ＋ × Ｒｎ，设 ｆ 在水平集 Ｌ０ 上连续可微．若存在

β ＞ ０，使得对任意 ｋ有‖Ｂｋ‖≤２β，问题（６）的近似解满足式（１６）．则下列 ３ 种情形必有一种

发生：
１） 存在常数 ｋ 使得 ｇｋ ＝ ０；
２） ｆ（ｗｋ） → － ∞；
３） ｌｉｍ

ｋ→∞
ｉｎｆ‖ｇｋ‖ ＝ ０．

证明　 由式（１１），有
　 　 ｜ ｒｋ － １ ｜ ＝

　 　 　 　
ｆ（ｗｋ） － ｆ（ｗｋ ＋ ｄｋ） － ｍｋ（０） ＋ ｍｋ（ｄｋ）

ｍｋ（０） － ｍｋ（ｄｋ）
＝

ｆ（ｗｋ ＋ ｄｋ） － ｍｋ（ｄｋ）
ｍｋ（０） － ｍｋ（ｄｋ）

． （１８）

根据 Ｔａｙｌｏｒ 公式得

　 　 ｆ（ｗｋ ＋ ｄｋ） ＝ ｆ（ｗｋ） ＋ ｇＴ
ｋ ｄｋ ＋ ∫１

０
［ｇ（ｗｋ ＋ τｄｋ） － ｇｋ］ Ｔｄｋｄτ， （１９）

且当 Δｋ 充分小时，有
　 　 ｜ ｍｋ（ｄｋ） － ｆ（ｗｋ ＋ ｄｋ） ｜ ＝

　 　 　 　 １
２

ｄＴ
ｋＢｋｄｋ － ∫１

０
ｄＴ
ｋ ［ｇ（ｗｋ ＋ τｄｋ） － ｇｋ］ｄτ ≤

　 　 　 　 β‖ｄｋ‖２ ＋ ｏ（‖ｄｋ‖） ． （２０）
若情形 １）和 ２）都不成立，用反证法证明情形 ３）一定成立．反设存在 ε ０ ＞ ０，Ｋ ＞ ０使得当

ｋ ＞ Ｋ 时

　 　 ‖ｇｋ‖ ≥ ε ０，　 　 对 ∀ｋ ＞ Ｋ ． （２１）
由式（１６），当 ｋ ≥ Ｋ 时

　 　 ｍｋ（０） － ｍｋ（ｄｋ） ≥ １
２
‖ｇｋ‖ｍｉｎ {Δｋ，

‖ｇｋ‖
‖Ｂｋ‖

} ≥ １
２

ε ０ｍｉｎ {Δｋ，
ε ０

β } ． （２２）

联合式（１８） ～ （２２）得

　 　 ｜ ｒｋ － １ ｜ ≤
βΔ２

ｋ ＋ ｏ（‖ｄｋ‖）
ε ０ｍｉｎ {Δｋ，ε ０ ／ β }

． （２３）

由式（２３），存在充分小的 Δ，当 Δｋ ≤ Δ 时

　 　 ｜ ｒｋ － １ ｜ ≤ １ － η ２， （２４）
即

　 　 ｒｋ ＞ η ２ ．
因此，由算法 Ａ 知

　 　 Δｋ＋１ ≥ Δｋ，
所以存在 κ ＞ ０，对任意 Δｋ ≤ Δ 和 ｋ ≥ Ｋ 有

　 　 Δｋ ≥ κΔ ． （２５）
现假设存在无穷序列 Ｎ０ ∈Ｎ，使得对∀ｋ∈ Ｎ０，有 ｒｋ ≥ η ．则对∀ｋ∈ Ｎ０，当 ｋ≥ Ｋ， 由式

（２２）有
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　 　 ｆｋ － ｆｋ＋１ ≥ η １［ｍｋ（０） － ｍｋ（ｄｋ）］ ≥
η １

２
ε ０ｍｉｎ {Δｋ，

ε ０

β } ． （２６）

由假设情形 ２）不成立，因此 ｆ 下有界，从而由式（２６）知
　 　 ｌｉｍ

ｋ∈Ｎ０，ｋ→∞
Δｋ ＝ ０，

这与式（２５）矛盾．
另一方面，对充分大的 ｋ，若设 ｒｋ ＜ η １，则 Δｋ 以 γ １ 的比例压缩，从而

　 　 ｌｉｍ
ｋ→∞

Δｋ ＝ ０，

同样与式（２５）矛盾．因此，假设不真，从而情形 ３）成立． □

４　 数 值 试 验

为了检测本文算法的有效性，针对来自文献［９］中的部分问题，将本文算法和文献［３］中
的算法 ２．２ 进行比较．算法 Ａ 中参数选取如下： η １ ＝ ０．０１，η ２ ＝ ０．７５，γ １ ＝ ０．５，γ ２ ＝ ２．０，Δ０ ＝ １，
τ ＝ ０．５，ε ０ ＝ ０．１， 所得结果见表 １．

表 １　 文献［９］中的算例运行结果

Ｔａｂｌｅ １　 Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｅｘａｍｐｌｅｓ ｉｎ ｒｅｆ．［９］

ｐｒｏｂｌｅｍ Ｎｆ Ｎｄ
ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ２．２ ｉｎ ｒｅｆ．［３］

ｍｉｎ ｍａｘ ａｉｔｅｒ

ａｌｇｏｒｉｔｈｍ Ａ

ｍｉｎ ｍａｘ ａｉｔｅｒ
ｆｕｎｃｏｕｎｔ

Ｐ３５ ４ ３ ２ ６ ４．４ ３ ６ ５．５ １２

Ｐ４３ ３ ４ １ ５ ２．８ ３ ８ ５．２ ４０

Ｐ７６ ７ ４ ４ １２ ８．０ ６ ２１ ８．２ ４３

Ｐ８６ １５ ５ １０ ３８ １９．６ ８∗ ３０∗ １８．６∗ ５８

Ｐ１１３ ８ １０ ７ ５１ ２１．４ ９ ２６∗ １６．９∗ ９６

　 　 注　 Ｎｆ：不等式系统中不等式的个数；Ｎｄ： 不等式系统中变量个数；ｍｉｎ：迭代次数的最小值；ｍａｘ：迭代次

数的最大值；ａｉｔｅｒ：平均迭代次数；ｆｕｎｃｏｕｎｔ：目标函数计算次数；∗： 表明本文算法优于文献［３］中的算法．

下面针对较简单问题，运用文中算法 Ａ 进行检测．
算例 １　 Ｆ（ｘ） ＝ ［Ｆ１（ｘ），Ｆ２（ｘ）］ Ｔ， 其中

　 　
Ｆ１（ｘ） ＝ ｘ２

１ － １，

Ｆ２（ｘ） ＝ － ｘ１ ＋ ｘ２
２ ．

{
算例 ２　 Ｆ（ｘ） ＝ ［Ｆ１（ｘ），Ｆ２（ｘ）］ Ｔ， 其中

　 　
Ｆ１（ｘ） ＝ ｘ１ － ０．７ｓｉｎ ｘ１ － ０．２ｃｏｓ ｘ２，
Ｆ２（ｘ） ＝ ｘ２ － ０．７ｃｏｓ ｘ１ ＋ ０．２ｓｉｎ ｘ２ ．

{
运行文中算法 Ａ，所得结果见表 ２ 和表 ３．

表 ２　 算例 １ 实验结果

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｅｘａｍｐｌｅ １

ｓｔａｒｔ ｐｏｉｎｔ ｉｔｅｒ ｓｏｌｕｔｉｏｎ （ｘ１，ｘ２） ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｖａｌｕｅ （Ｆ１，Ｆ２）

ｘ０ ＝ ［ － １，１］ ８ （１．０００ ０５７ １６４ ７８６， ０．４８９ ５８３ ３３３ ３３３） （０．０００ １１４ ３３２ ８３９， －０．７６０ ３６５ ３２４ ５０８）

ｘ０ ＝ ［０．５，０．５］ ３ （０．５００ ０００ ０００ ０００， ０．５００ ０００ ０００ ０００） （－０．７５， －０．２５）

ｘ０ ＝ ［１， － １］ ３ （１， －１） （０， ０）

ｘ０ ＝ ［１， － ０．５］ ２ （０．９６８ ７５０ ０００ ０００， －０．５００ ０００ ０００ ０００） （－０．０６１ ５２３ ４３７ ５００， －０．７１８ ７５０ ０００ ０００）

ｘ０ ＝ ［２，０．５］ ９ （１．０００ ０６０ ７４９ ０８９， ０．５００ ０００ ０００ ０００） （０．０００ １２１ ５０１ ８６８， －０．７５０ ０６０ ７４０ ０００）
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表 ３　 算例 ２ 实验结果

Ｔａｂｌｅ ３　 Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｅｘａｍｐｌｅ ２

ｓｔａｒｔ ｐｏｉｎｔ ｉｔｅｒ ｓｏｌｕｔｉｏｎ （ｘ１，ｘ２） ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｖａｌｕｅ （Ｆ１，Ｆ２）

ｘ０ ＝ ［ － １， － １］ １０ （－１．０００ ０００ ０００ ０００， －１．０００ ０００ ０００ ０００） （－０．５１９ ０３０ ７７１ ８０， －１．５４６ ５０５ ８１１ ０６）

ｘ０ ＝ ［１，０］ １５ （１．０００ ０００ ０００ ０００， ０） （－０．６１９ ０７０ ３１１ ０６３， －０．３７８ ２１１ ６１４ １００）

ｘ０ ＝ ［０，０］ ７ （－０．２， －０．７） （－０．０６１ ５２３ ４， －０．７１８ ７５０ ０）

ｘ０ ＝ ［１，０］ ２７ （０．５８８ ７５７ ９０５ ３１， ０） （０．０００ ０２７ ９６４ ４１０， －０．５８２ １４１ ７６６ ３７０）

　 　 以上算例的运行结果中，关于迭代次数的平均值，采取利用选取 ５ 组不同参数所得到的结

果进行平均而得到．

５　 结　 　 论

表 １ 中，本文选定了 ５ 组参数分别对所列出的 ５ 个算例做了实验，得到了每组参数求对应

问题的迭代次数及平均迭代次数．表 １ 的结果表明本文算法有效，其中标注∗的结果表明本文

算法优于文献［３］中的算法，但是目标函数计算次数稍多．造成目标函数计算次数多的原因是

由算法 Ｂ 中寻找合适的 λ 而引起的，将 λ 的值进行固定的时候，相应地迭代次数会适当增加．
因此如何确定每步迭代算法 Ｂ 中 λ 的最优值，将作进一步地研究．

表 ２、表 ３ 分别是针对算例 １ 和算例 ２ 进行的数值试验结果．当算例中函数的非线性程度

越高，导致迭代次数会显著增加．如何设计针对非线性程度高的非线性不等式系统的光滑算

法，将作进一步的考虑．
综上所述，当采用本文所提的带折线步的信赖域算法求解非线性不等式组时，参数的选定

非常重要．在合适的参数选定条件下，针对不同的初始迭代点 ｘ０ 都能有效地求得非线性不等式

系统的一个或多个可行点，这对于采用可行方向法求解最优化问题是非常有意义的．
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