
文章编号:1000鄄0887(2013)09鄄0948鄄08 訫 应用数学和力学编委会,ISSN 1000鄄0887

Landweber 迭迭代正则化方法在
动态载荷识别中的应用

*
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(西北工业大学 力学与土木建筑学院,西安 710129)

摘要:摇 在载荷识别过程中,由于结构矩阵的病态特性以及测量噪声的影响,常规最小二乘法往往

失效,这就是反问题的不适定问题. Landweber 迭代正则化方法可以用来解决载荷识别的不适定问

题. 线性系统的响应可以表示为载荷与单位脉冲响应函数的卷积分,将其在时域内离散后可得到

结构振动响应的正问题模型. 应用该方法,在一个桥梁模型上进行了仿真试验,仿真结果说明提出

的识别方法是有效的,可以得到满足工程要求的稳定近似解.
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引摇 摇 言

对导弹、飞行器、海洋平台等大型结构,其所受外载荷很难直接测量,但它们使用时所受的

载荷情况又是结构设计所必须了解的. 很多情况下,只能根据实测系统的动力响应和已知的系

统动态特性来识别结构所受的动态载荷. 因此,对于直接测量动载荷比较困难的问题,载荷识

别可以作为一种间接获取载荷的途径.
目前,载荷识别的方法主要有频域法和时域法两大类[1] . 其中频域法提出较早,其基本思

想是由响应谱识别激励谱,主要利用激励和响应之间频响函数求逆实现,但是矩阵求逆时,经
常遇到系数矩阵的病态问题和奇异值分解问题[2];时域法是从系统动力学方程出发,根据载

荷和响应之间的复杂卷积关系的反分析,直接确定动态力的时间历程[3鄄4],在工程中有很好的

应用前景. 早在 1980 年就有学者发现载荷识别的病态问题[5鄄6],一些早期的研究使用滤波的方

法来减小解的误差[7鄄8] . 奇异值分解方法也用来解决载荷识别的不适定问题. Jacquelin 等将正

则化技术引入到载荷识别解卷积过程中,讨论了正则参数的选取对载荷识别结果的影响[9] .
Landweber 迭代法是求解线性反问题的一类重要的方法,尤其是对于求解大规模问题是十

分有利的. 它由 Landweber[10]和 Fridman[11]分别独立提出和研究的. 本文在时域内对结构动态

载荷识别问题进行了深入研究,将动力学正问题表示为单位脉冲响应函数和动载荷的卷积分,
并在时域将该卷积分离散;提出了基于 Landweber 正则化的载荷识别方法;最后,将该方法应
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用于动态载荷识别的数值模拟,数值仿真的结果验证了本文提出方法的正确性和稳定性.

1摇 用 Green 函数建立正问题模型

具有 n 个自由度的比例阻尼系统动力学方程为

摇 摇 My( t) + Cy( t) + Ky( t) = S( t), (1)
其中, M 沂 Rn伊n,C 沂 Rn伊n,K 沂 Rn伊n 分别为总体质量矩阵、比例阻尼矩阵和刚度矩阵,S( t) 沂
Rn伊1 为外载荷列向量, y( t) 沂 Rn伊1, y( t) 沂 Rn伊1, y( t) 沂 Rn伊1 分别为位移、速度、加速度响应

向量.
由质量矩阵和刚度矩阵可以求得结构的固有频率 棕 i 和模态向量 准i,通过模态坐标变换,

可将系统的运动方程分解为 n 个非耦合运动方程,位移响应为 n 个非耦合运动方程解的线性

组合. n个自由度的结构具有 n个固有振型,可构成 n个独立的位移模式,结构任意位移可表示

为这 n 个独立位移模式的线性组合

摇 摇 y( t) = 准1q1( t) + 准2q2( t) + … + 准nqn( t) = 移
n

i = 1
准iqi( t), (2)

式中, 椎 = [准1, 准2, …, 准n] 为振型矩阵, Q = [q1, q2, …, qn] T 为振型坐标或广义坐标下的

位移向量.
将式(2)代入式(1),可得

摇 摇 M椎Q + C椎Q + K椎Q = S( t) . (3)
用 准i( i = 1,2,…,n) 左乘式(3)两边各项,并考虑正交条件:

摇 摇
椎T

i K椎j = 0,摇 摇 ( i 屹 j),

椎T
i M椎j = 0,摇 摇 ( i 屹 j{ ),

(4)

可得到 n 个解耦的二阶线性方程:
摇 摇 Miqi + C iqi + K iqi = F i( t), (5)

或写成

摇 摇 yi + 2孜 i棕 i yi + 棕2
i yi =

F i( t)
Mi

, (6)

式中

摇 摇

Mi = 准T
i M准i,

K i = 准T
i K准i = 棕2

i Mi,

C i = 准T
i C准i = 2孜 i棕 iMi,

F i( t) = 准T
i S( t

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï ),

(7)

其中, 孜 i 为第 i 振型阻尼比,Mi,K i,C i,F i 相应为广义质量、广义刚度、广义阻尼和广义载荷.
设系统的初始速度和初始位移分别为 x0,x0,则式(2) 中 qi 由非齐次方程(5) 本身的特解

q2i 和对应齐次方程的通解 q1i 两部分组成,即
摇 摇 qi( t) = q1i( t) + q2i( t), (8)

代入初始速度和初始位移,可以得到

摇 摇 q1i = e -孜 i棕 it qi0cos 棕 id t +
qi0 + 孜 i棕 iqi0

棕 id
sin 棕 id

æ
è
ç

ö
ø
÷t , (9)

其中, qi0,qi0 分别为系统初始速度 x0 和初始位移 x0 在模态坐标下的对应值:

949常摇 晓摇 通摇 摇 摇 闫摇 云摇 聚摇 摇 刘摇 摇 鎏



摇 摇
qi0 =

椎T
i Mx0

Mi
,

qi0 =
椎T

i Mx0

Mi

ì

î

í

ï
ï

ï
ï .

(10)

q2i( t) 与系统初始条件无关,对应零初始条件下的系统响应,可由 Duhamel 积分求得

摇 摇 q2i( t) = 1
Mi棕 id

乙 t

0
F i(子)e -孜 i棕 i( t -子) sin 棕 id( t - 子)d子 . (11)

记

摇 摇 y0 = 移
n

i = 1
椎iq1i = 移

n

i = 1
椎e -孜 i棕 it qi0cos 棕 id t +

qi0 + 孜 i棕 iqi0

棕 id
sin 棕 id

æ
è
ç

ö
ø
÷t , (12)

摇 摇 y* = 移
n

i = 1
椎iq2i = 移

n

i = 1
椎 1

Mi棕 id
乙 t

0
F i(子)e -孜 i棕 i( t -子) sin 棕 id( t - 子)d子, (13)

则系统位移为

摇 摇 y = y0 + y* . (14)
根据已知位移对系统载荷进行识别,将位移表示为如下形式:

摇 摇 y* = y - y0 = 移
n

i = 1

椎i椎T
i

Mi棕 id
乙 t

0
Si(子)e -孜 i棕 i( t -子) sin 棕 id( t - 子)d子 . (15)

系统在待识别载荷 S( t) 作用下 t 时刻的位移响应可由以下卷积形式表示:

摇 摇 y*( t) = 乙 t

0
G( t - 子)S(子)d子, (16)

式中, G( t) 为系统的 Green 函数. 比较式(15)和(16),我们可以得到其具体形式为

摇 摇 G( t) = 移
n

i = 1

椎i椎T
i

Mi棕 id
e -孜 i棕 i( t) sin 棕 id t . (17)

在考虑只有一个外界激励存在的情况下,即假设 S( t) 中第 k 个元素为 fk( t),其它全为 0,
化简上式,可以得到自由度 b 处的位移为

摇 摇 y*
b ( t) = 乙 t

0
移

n

j = 1

1
M j棕 jd

准bj准kj fk(子)e -孜 j棕 j( t -子) sin 棕 jd( t - 子)d子 . (18)

在自由度 b(b = 1,2,…,n) 处,其 Green 函数 Gb( t) 为

摇 摇 Gb( t) = 移
n

j = 1

1
M j棕 jd

准bj准kje -孜 j棕 jtsin 棕 jd t . (19)

将时间 [0,T] 划分为 m 等份,则上式可以离散为如下形式:

摇 摇

y*
b1

y*
b2

左
y*

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

ü

þ

ý

ï
ïï

ï
ïï

bm

=

g1

g2 g1

左 左 埙
gm gm-1 … g

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

ü

þ

ý

ï
ïï

ï
ïï

1

s0
s1
左
sm-

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

ü

þ

ý

ï
ïï

ï
ïï

1

, (20)

可记为

摇 摇 Yb = GS, (21)
式中, y*

bi ,gi,si 分别为 t = i驻t 时刻自由度 b 处的位移、Green 函数和脉冲载荷. 对于多源载荷,
可以用同单源载荷一样的方法,离散为线性方程组的形式. 由于线性系统满足叠加原理,可将

多源载荷问题表示为如下的矩阵形式:

059 Landweber 迭代正则化方法在动态载荷识别中的应用



摇 摇

Y*
1

Y*
2

左
Y*

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

ü

þ

ý

ï
ïï

ï
ïï

n

=

G11 G12 … G1n

G21 G22 … G2n

左 左 埙 左
Gn1 Gn2 … G

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

ü

þ

ý

ï
ïï

ï
ïï

nn

S1

S2

左
S

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

ü

þ

ý

ï
ïï

ï
ïï

n

, (22)

式中, n表示载荷源的个数,Gij 为载荷源 Si 到测点 Y*
j 之间相应的 Green 函数. 为了便于表述,

仍将式(22)表示为式(21)的形式.
当响应结果含有噪声的时候,通过方程(21)求解作用载荷 S 是一个不适定的问题,也就

是会存在解不唯一、不稳定或者不连续的问题.

2摇 Landweber 正则化方法

考虑一个线性的算子方程

摇 摇 Ax = y, (23)
其中, A:X 寅 Y 为有界线性算子,X 和 Y 均为可分的 Hilbert 空间.

显然,对于任意一个给定的 y 沂 A(X),总存在唯一的解 x 满足算子方程. 设 y 沂 R(X) 为

给定的精确数据,y啄 沂 Y 为对应的测量数据,且满足

摇 摇 椰y啄 - y椰状 臆 啄, (24)
啄 为测量数据中含有噪声水平,按照 Tikhonov 正则化的思想是采用正则解 x琢

啄 = (琢I +
AA) -1Ay啄 作为精确解 xT = A + y 的近似. 其中,琢 = 琢(啄) 是正则化参数.

Landweber 迭代法建议使用如下的迭代格式来对上述问题进行求解:
摇 摇 xk = xk-1 + 棕A(y - Axk-1), (25)

其中, 0 < 棕 臆1 / 椰A椰2 为松弛因子,x0 = x*, x* 为初始猜想值. 关于该正则化方法的收敛

性,文献[12]给出了严格的证明,这里不再赘述.

3摇 数 值 仿 真

算例模型为一个桥梁的模型,桥面和立柱都为钢材料,密度为 7 800 kg / m3,Poisson 比为

0. 3. 桥面部分由板单元组成,柱的部分由梁单元组成. 桥面长 4 m,宽 1 m,厚度为 0. 05 m,6 个

柱高度均为 1 m,柱截面为边长 0. 04 m 的正方形. 结构的有限元模型、作用力位置以及测点位

置示意图如图 1 所示.
假设在桥面板上作用 1 个垂直于板的激励力,取另一跨上 A 点的响应用于载荷识别. 激励

力分别取如下几种形式:
1) 三角载荷

摇 摇 F1( t) =

50t, 0 s < t 臆0. 5 s,
50 - 50t, 0. 5 s < t 臆1. 5 s,
50t - 75, 1. 5 s < t 臆2 s,
0, 2 s < t 臆5 s

ì

î

í

ï
ï

ï
ï ;

2) 正弦载荷

摇 摇 F2( t) = 50sin(2仔 伊 2t),摇 摇 0 s < t 臆5 s;
3) 随机型载荷

摇 摇 F3( t) = 100 - 20R( t)sin(11仔t / 2)sin(仔t),摇 摇 0 s < t 臆5 s,
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图 1摇 结构有限元模型

Fig. 1摇 Structural finite element model

R( t) 是均值为 0 偏差为 1 与 y- 具有同样维数的随机向量;
4) 冲击型载荷

摇 摇 F4( t) = 500te -10t,摇 摇 0 s < t 臆5 s .
为了研究噪声对识别结果的影响,本文按照式(26)添加了测量误差,来模拟工程中的测

量噪声.

摇 摇 y- noise = y- + delt 移y- i
n

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

i

R( t), (26)

式中,delt 是误差水平, ni 是响应信号的长度. 为了定量考察所识别载荷的准确性,把载荷的识

别误差定义为

摇 摇 eerror =
椰Fidentification - Ftrue椰2

椰Ftrue椰2
伊 100% , (27)

式中, Fidentification 和 Fture 分别表示识别出的载荷和真实载荷.
图 2 给出了噪声水平为 5%时分别使用正则化方法和常规最小二乘方法的识别结果. 识

别的误差分别为 3. 58%和 17. 67% .

(a) Landweber 正则化方法识别结果 (b) 最小二乘法识别结果

(a) Landweber regularization method solution (b) Least square(LS) method solution
图 2摇 使用 Landweber 正则化方法和最小二乘法的识别结果比较

Fig. 2摇 Comparison of results between the Landweber regularization method and the least square(LS)method

图 3、图 4、图 5 分别给出了正弦、随机和冲击载荷在 5%和 10%噪声水平下的识别效果.
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(a) 噪声水平 5%时的识别结果 (b) 噪声水平 10%时的识别结果

(a) Landweber solution at 5% noise level (b) Landweber solution at 10% noise level
图 3摇 误差水平分别为 5%和 10%时使用 Landweber 正则化方法识别正弦载荷的效果

Fig. 3摇 Identification effects of sinusoidal force with the Landweber regularization method at different noise levels

(a) 噪声水平 5%时的识别结果 (b) 噪声水平 10%时的识别结果

(a) Landweber solution at 5% noise level (b) Landweber solution at 10% noise level
图 4摇 误差水平分别为 5%和 10%时使用 Landweber 正则化方法识别随机载荷的效果

Fig. 4摇 Identification effects of random force with the Landweber regularization method at different noise levels

(a) 噪声水平 5%时的识别结果 (b) 噪声水平 10%时的识别结果

(a) Landweber solution at 5% noise level (b) Landweber solution at 10% noise level
图 5摇 误差水平分别为 5%和 10%时使用 Landweber 正则化方法识别冲击载荷的效果

Fig. 5摇 Identification effects of impact force with the Landweber regularization method at different noise levels
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对正弦载荷、随机载荷和冲击载荷的识别结果的定量误差列在表 1.
表 1摇 3 种载荷在不同噪声水平下的识别误差 e / %

Table 1摇 Identification errors of three loads at different noise levels

noise level

5% 10%
F2( t) 3. 26 7. 84
F3( t) 9. 17 12. 32
F4( t) 3. 61 7. 25

摇 摇 从表中结果可以看出,使用 Landweber 正则化迭代法进行载荷识别结果比较可靠,能够得

到需求的稳定近似解. 但是,随着噪声水平增加,识别误差也会增大,因此在实际应用中应尽量

提高信噪比,或者首先对信号进行去噪处理.

4摇 结摇 摇 语

工程实际中动态载荷识别是一个难度较高且较复杂的反问题. 测量噪声和结构矩阵奇异

是引起结构体系动态载荷识别失真的主要因素,而噪声是实际测量中不可避免的,因此在载荷

识别过程中,要尽量提高响应测量信噪比. 使用 Landweber 正则化方法,能够降低结构矩阵奇

异的影响,改善解的稳定性.
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Applications of Landweber Interation Regularization
Method in Dynamic Load Identification

CHANG Xiao鄄tong,摇 YAN Yun鄄ju,摇 LIU Liu
(School of Mechanics, Civil Engineering and Architecture,

Northwestern Polytechnical University, Xi爷an 710129, P. R. China)

Abstract: The inverse problem of force identification was always ill鄄posed due to the inverse
process of structural matrix and measurement noise in practical engineering and the ordinary
least square method usually obtained the meaningless solution, which was called the ill鄄posed
problem of the inverse problem. The Landweber iteration regularization method was proposed
to overcome these problems. The load can be expressed as a series of kernels of impulse func鄄
tion in time domain and the total response of the system can be obtained with the product of the
convolution integral of the kernel responses and the load. The load were identified on a bridge
model. The simulation results show that the identification method proposed is effective and it
can meet the engineering requirements of stable approximate solution.

Key words: ill鄄posedness; force identification; Landweber regularization technique
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