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摘要：　 复值神经网络是神经网络的一个分支，也是最近几年快速发展的一个领域，在图像处理、
模式识别、联想记忆等方面有广泛的应用．目前，对于复值神经网络动力学方面的研究主要集中在

稳定性上，对于离散时间型复值神经网络周期性的研究还几乎没有．首先将连续时间型复值神经网

络模型离散化得到离散时间型复值神经网络模型，然后利用 Ｍ⁃ 矩阵理论、不等式技巧和 Ｌｙａｐｕｎｏｖ
方法，获得了全局指数周期性的一个充分条件，最后给出的具有仿真的数值例子验证了获得结果

的有效性．
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引　 　 言

近些年来，由于时滞神经网络在信号处理、模式识别、工程优化以及联想处理等方面有着

广泛的应用，人们对于时滞神经网络的动力学特征展开了广泛的研究［１⁃９］ ．在很多应用，如光电

子、语音合成、信息流中，我们必须考虑复信号，从而需要研究复值神经网络，因此一些复值神

经网络的模型纷纷被提出并加以了研究［１０⁃１９］，而复值神经网络也可以解决一些实值神经网络

无法解决的问题．
在复值神经网络中，状态变量、连接权及激活函数均为复函数．一般来说，复值神经网络由

于结构上的差异，性质要比实值神经网络更复杂．在实值神经网络中，激活函数 ｆ（·） 通常选择

光滑（连续可微）且有界的函数，例如 ｓｉｇｍｏｉｄａｌ 函数．然而，在复数域内，根据 Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ 定理［１７］，
有界整函数必为常数，即若 ｆ（ ｚ） 在复数域 Ｃ 内有界且连续，则 ｆ（ ｚ） 是常数．从而如果我们在复

值神经网络中选择有界解析的函数 ｆ（ ｚ） 作为激活函数，则 ｆ（ ｚ） 在整个复数域 Ｃ 内恒为常数，
显然这不符合我们的要求．这就意味着复值神经网络的激活函数不能同时满足有界和解析两

个条件，可见，激活函数是复值神经网络与实值神经网络的最大区别之一，也是研究复值神经
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网络的关键，故而很有必要从激活函数入手，对复值神经网络的动力学性质加以研究．在文献

［１８］中，作者利用 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 泛函和线性矩阵不等式研究了一类离散时间型复值神经网络的有

界性和稳定性．在文献［１３］中，作者对连续时间型复值神经网络的激活函数进行了细统的分类

和讨论，给出了平衡点的存在唯一性，以及相应的全局稳定性的充分条件．众所周知，平衡点可

以看作是周期解的一种特殊情况（周期为任意常数），从这个意义上说，对周期解的研究是对

平衡点研究的推广．目前对于复值神经网络的动力学方面的研究还主要集中在稳定性上，对于

周期性，特别是离散时间型复值神经网络的周期性研究较少．首先利用离散化的方法得到连续

时间型复值神经网络的离散化模拟，进而利用 Ｍ⁃ 矩阵和不等式分析等方法，给出全局指数周

期性的充分条件．

１　 预 备 知 识

首先，给出复值神经网络的激活函数需要满足的条件，以及 Ｍ⁃ 矩阵的定义．

设 ｆ ｊ（·）（ ｊ ＝ １，２，…，ｎ） 为复值函数．设 ｚ ＝ ｘ ＋ ｉｙ，其中 ｉ 表示虚数单位，即，ｉ ＝ － １ ．ｆ ｊ（ ｚ）
可以分离实部和虚部如下： ｆ ｊ（ ｚ） ＝ ｆ Ｒ

ｊ （ｘ，ｙ） ＋ ｉ ｆ Ｉ
ｊ（ｘ，ｙ），其中， ｆ Ｒ

ｊ （·，·）：Ｒ２ → Ｒ， ｆ Ｉ
ｊ（·，·）：

Ｒ２ → Ｒ ．
设 ｆ Ｒ

ｊ （·，·）， ｆ Ｉ
ｊ （·，·）（ ｊ ＝ １，２，…，ｎ） 满足二元函数的 Ｌｉｐｓｃｈｔｉｚ 条件，即，对于 ｘ，ｘ′，ｙ，ｙ′ ∈

Ｒ，存在正常数 λＲＲ
ｊ ， λＲＩ

ｊ ， λ ＩＲ
ｊ ， λ ＩＩ

ｊ 使得

　 　
｜ ｆ Ｒ

ｊ （ｘ，ｙ） － ｆ Ｒ
ｊ （ｘ′，ｙ′） ｜ ≤ λＲＲ

ｊ ｜ ｘ － ｘ′ ｜ ＋ λＲＩ
ｊ ｜ ｙ － ｙ′ ｜ ，

｜ ｆ Ｉ
ｊ （ｘ，ｙ） － ｆ Ｉ

ｊ （ｘ′，ｙ′） ｜ ≤ λ ＩＲ
ｊ ｜ ｘ － ｘ′ ｜ ＋ λ ＩＩ

ｊ ｜ ｙ － ｙ′ ｜ ．{ （１）

定义 １［２０］ 　 设矩阵 Ａ ＝ （ａｉｊ） ｎ×ｎ 的次对角线元非正．若下述条件之一成立，则Ａ为非奇异的

Ｍ⁃ 矩阵：
１） Ａ 的所有主子式均为正；
２） Ａ 的所有对角线元均为正，且存在一个正定的对角矩阵 Λ ＝ ｄｉａｇ（λ １，λ ２，…，λ ｎ） 使得

ＡΛ 严格对角占优，即

　 　 ａｉｉλ ｉ ＞ ∑
ｊ≠ｉ

｜ ａｉｊ ｜ λ ｊ，　 　 ｉ ＝ １，２，…，ｎ；

３） Ａ 的所有顺序主子式均为正．
下面讨论复值神经网络的离散化．离散时间型系统实际上是连续时间型系统的数值离散

化，在将连续时间型系统离散化的过程中，其动力学特征需要被完整地保留在离散时间型系统

中．采用文献［８］中的方法，对下述连续时间型复值神经网络进行离散化：
　 　 ｚ（ ｔ） ＝ － Ｄｚ ＋ Ａｆ（ｚ（ ｔ）） ＋ Ｂｇ（ｚ（ ｔ － τ）） ＋ ｓ（ ｔ）， （２）

其中， ｚ ＝ （ ｚ１，ｚ２，…，ｚｎ） Ｔ ∈Ｃｎ 是状态向量， Ｄ ＝ ｄｉａｇ（ｄ１，ｄ２，…，ｄｎ） ∈Ｒｎ×ｎ，ｄ ｊ ＞ ０（ ｊ ＝ １，２，…，
ｎ） 是自反馈连接权矩阵， Ａ ＝ （ａ ｊｋ） ｎ×ｎ ∈ Ｃｎ×ｎ 和 Ｂ ＝ （ｂ ｊｋ） ｎ×ｎ ∈ Ｃｎ×ｎ 分别是不含时滞和具有时

滞的连接权矩阵， ｆ（ｚ（ ｔ）） ＝ （ ｆ１（ ｚ１（ ｔ））， ｆ２（ ｚ２（ ｔ）），…， ｆｎ（ ｚｎ（ ｔ））） Ｔ：Ｃｎ → Ｃｎ 和 ｇ（ｚ（ ｔ － τ）） ＝
（ｇ１（ ｚ１（ ｔ － τ １）），ｇ２（ ｚ２（ ｔ － τ ２）），…，ｇｎ（ ｚｎ（ ｔ － τ ｎ））） Ｔ：Ｃｎ → Ｃｎ 分别是不含时滞和具有时滞的

向量值激活函数，其每一个分量是复值非线性函数， τ ｋ（ｋ ＝ １，２，…，ｎ） 是常数时滞， ｓ（ ｔ） ＝
（ ｓ１（ ｔ），ｓ２（ ｔ），…，ｓｎ（ ｔ）） Ｔ ∈ Ｃｎ 是外部输入的向量值函数．

将上述连续复值神经网络的状态向量、连接权矩阵、激活函数以及外部输入函数分离成实

部和虚部如下： ｘ ＝ （ｘ１，ｘ２，…， ｘｎ） Ｔ 和 ｙ ＝ （ｙ１，ｙ２，…， ｙｎ） Ｔ 分别是 ｚ 的实部和虚部，ＡＲ ＝
（ａＲ

ｊｋ） ｎ×ｎ 和 ＡＩ ＝ （ａＩ
ｊｋ） ｎ×ｎ 分别是 Ａ 的实部和虚部， ＢＲ ＝ （ｂＲ

ｊｋ） ｎ×ｎ 和 ＢＩ ＝ （ｂＩ
ｊｋ） ｎ×ｎ 分别是 Ｂ 的实
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部和虚部， ｆ Ｒ（ｘ，ｙ）＝ （ ｆ Ｒ
１（ｘ１，ｙ１）， ｆ Ｒ

２（ｘ２，ｙ２），…， ｆ Ｒ
ｎ（ｘｎ，ｙｎ）） Ｔ 和 ｆ Ｉ（ｘ，ｙ）＝ （ ｆ Ｉ

１（ｘ１，ｙ１）， ｆ Ｉ
２（ｘ２，

ｙ２），…， ｆ Ｉ
ｎ（ｘｎ，ｙｎ）） Ｔ 分别是 ｆ（ｚ） 的实部和虚部，ｇＲ（ｘτ，ｙτ） ＝ （ｇＲ

１（ｘ１（ ｔ － τ １）， ｙ１（ ｔ － τ １）），
ｇＲ

２（ｘ２（ ｔ － τ ２），ｙ２（ ｔ － τ ２））， …， ｇＲ
ｎ（ｘｎ（ ｔ － τ ｎ）， ｙｎ（ ｔ － τ ｎ））） Ｔ 和 ｇＩ（ｘτ， ｙτ） ＝ （ｇＩ

１（ｘ１（ ｔ － τ １），
ｙ１（ ｔ － τ １）），ｇＩ

２（ｘ２（ ｔ － τ ２），ｙ２（ ｔ － τ ２）），…，ｇＩ
ｎ（ｘｎ（ ｔ － τ ｎ），ｙｎ（ ｔ － τ ｎ））） Ｔ 分别是 ｇ（ｚ（ ｔ － τ））

的实部和虚部，ｓＲ（ ｔ） ＝ （ ｓＲ１（ ｔ），ｓＲ２（ ｔ），…，ｓＲｎ（ ｔ）） Ｔ 和 ｓＩ（ ｔ） ＝ （ ｓＩ１（ ｔ），ｓＩ２（ ｔ），…，ｓＩｎ（ ｔ）） Ｔ 分别是

ｓ（ ｔ） 的实部和虚部．从而复值神经网络式（２）可以被分离为如下形式：

　 　
ｘ ＝ － Ｄｘ ＋ ＡＲｆ Ｒ（ｘ，ｙ） － ＡＩｆ Ｉ（ｘ，ｙ） ＋ ＢＲｇＲ（ｘτ，ｙτ） － ＢＩｇＩ（ｘτ，ｙτ） ＋ ｓＲｊ （ ｔ），

ｙ ＝ － Ｄｙ ＋ ＡＩｆ Ｒ（ｘ，ｙ） ＋ ＡＲｆ Ｉ（ｘ，ｙ） ＋ ＢＩｇＲ（ｘτ，ｙτ） ＋ ＢＲｇＩ（ｘτ，ｙτ） ＋ ｓＩｊ（ ｔ） ．
{ （３）

写成分量形式为

　 　 ｘ ｊ（ ｔ） ＝ － ｄ ｊｘ ｊ（ ｔ） ＋ ∑
ｎ

ｋ ＝ １
ａＲ
ｊｋ ｆ Ｒ

ｋ （ｘｋ（ ｔ），ｙｋ（ ｔ）） － ∑
ｎ

ｋ ＝ １
ａＩ
ｊｋ ｆ Ｉ

ｋ（ｘｋ（ ｔ），ｙｋ（ ｔ）） ＋

　 　 　 　 ∑
ｎ

ｋ ＝ １
ｂＲ
ｊｋｇＲ

ｋ（ｘｋ（ ｔ － τ ｋ），ｙｋ（ ｔ － τ ｋ）） －

　 　 　 　 ∑
ｎ

ｋ ＝ １
ｂＩ
ｊｋｇＩ

ｋ（ｘｋ（ ｔ － τ ｋ），ｙｋ（ ｔ － τ ｋ）） ＋ ｓＲｊ （ ｔ）， （４ａ）

　 　 ｙ ｊ（ ｔ） ＝ － ｄ ｊｙ ｊ（ ｔ） ＋ ∑
ｎ

ｋ ＝ １
ａＩ
ｊｋ ｆ Ｒ

ｋ （ｘｋ（ ｔ），ｙｋ（ ｔ）） ＋ ∑
ｎ

ｋ ＝ １
ａＲ
ｊｋ ｆ Ｉ

ｋ（ｘｋ（ ｔ），ｙｋ（ ｔ）） ＋

　 　 　 　 ∑
ｎ

ｋ ＝ １
ｂＩ
ｊｋｇＲ

ｋ（ｘｋ（ ｔ － τ ｋ），ｙｋ（ ｔ － τ ｋ）） ＋

　 　 　 　 ∑
ｎ

ｋ ＝ １
ｂＲ
ｊｋｇＩ

ｋ（ｘｋ（ ｔ － τ ｋ），ｙｋ（ ｔ － τ ｋ）） ＋ ｓＩｊ（ ｔ） ． （４ｂ）

对上式进行逼近，可以得到：对于 ｉ ＝ １，２，…，ｎ， ｔ ∈ （［ ｔ ／ ｈ］ｈ，［ ｔ ／ ｈ］ｈ ＋ ｈ）， 有

　 　 ｘ ｊ（ ｔ） ＝ － ｄ ｊｘ ｊ（ ｔ） ＋ ∑
ｎ

ｋ ＝ １
ａＲ
ｊｋ ｆ Ｒ

ｋ ｘｋ
ｔ
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÷ ， ｙｋ

ｔ
ｈ

é

ë
êê

ù

û
úú ｈ

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ －

　 　 　 　 ∑
ｎ

ｋ ＝ １
ａＩ
ｊｋ ｆ Ｉ

ｋ ｘｋ
ｔ
ｈ

é

ë
êê

ù

û
úú ｈ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， ｙｋ

ｔ
ｈ

é

ë
êê

ù

û
úú ｈ

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

　 　 　 　 ∑
ｎ

ｋ ＝ １
ｂＲ
ｊｋｇＲ

ｋ ｘｋ
ｔ
ｈ

é

ë
êê

ù

û
úú ｈ －

τ ｋ

ｈ
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ｈ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， ｙｋ

ｔ
ｈ

é

ë
êê

ù

û
úú ｈ －

τ ｋ

ｈ
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ｈ

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ －

　 　 　 　 ∑
ｎ

ｋ ＝ １
ｂＩ
ｊｋｇＩ

ｋ ｘｋ
ｔ
ｈ

é

ë
êê

ù

û
úú ｈ －

τ ｋ

ｈ
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ｈ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，ｙｋ

ｔ
ｈ

é

ë
êê

ù

û
úú ｈ －

τ ｋ

ｈ
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ｈ

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ｓＲｊ

ｔ
ｈ

é

ë
êê

ù

û
úú ｈ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （５ａ）

　 　 ｙ ｊ（ ｔ） ＝ － ｄ ｊｙ ｊ（ ｔ） ＋ ∑
ｎ

ｋ ＝ １
ａＩ
ｊｋ ｆ Ｒ
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ø
÷ ， （５ｂ）

其中， ｈ 为正数，表示一致的离散化步长，［ ｔ ／ ｈ］ 表示 ｔ ／ ｈ 的整数部分，［τ ｋ ／ ｈ］ 表示 τ ｋ ／ ｈ 的整数

部分．我们记
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　 　 ｔ
ｈ

é

ë
êê

ù

û
úú ＝ ｍ，

τ ｋ

ｈ
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
＝ σ ｋ，　 　 ｍ，σ ｋ ＝ ０，１，２，…； ｘ ｊ（ｍｈ） ＝ ｘ ｊ（ｍ） ．

从而式（５ａ）和式（５ｂ）可改为

　 　 ｘ ｊ（ ｔ） ＝ － ｄ ｊｘ ｊ（ ｔ） ＋ ∑
ｎ

ｋ ＝ １
ａＲ
ｊｋ ｆ Ｒ

ｋ （ｘｋ（ｍ），ｙｋ（ｍ）） －

　 　 　 　 ∑
ｎ

ｋ ＝ １
ａＩ
ｊｋ ｆ Ｉ

ｋ（ｘｋ（ｍ），ｙｋ（ｍ）） ＋ ∑
ｎ

ｋ ＝ １
ｂＲ
ｊｋｇＲ

ｋ（ｘｋ（ｍ － σ ｋ），ｙｋ（ｍ － σ ｋ）） －

　 　 　 　 ∑
ｎ

ｋ ＝ １
ｂＩ
ｊｋｇＩ

ｋ（ｘｋ（ｍ － σ ｋ），ｙｋ（ｍ － σ ｋ）） ＋ ｓＲｊ （ｍ）， （６ａ）

　 　 ｙ ｊ（ ｔ） ＝ － ｄ ｊｙ ｊ（ ｔ） ＋ ∑
ｎ

ｋ ＝ １
ａＩ
ｊｋ ｆ Ｒ

ｋ （ｘｋ（ｍ），ｙｋ（ｍ）） ＋

　 　 　 　 ∑
ｎ

ｋ ＝ １
ａＲ
ｊｋ ｆ Ｉ

ｋ（ｘｋ（ｍ），ｙｋ（ｍ）） ＋ ∑
ｎ

ｋ ＝ １
ｂＩ
ｊｋｇＲ

ｋ（ｘｋ（ｍ － σ ｋ），ｙｋ（ｍ － σ ｋ）） ＋

　 　 　 　 ∑
ｎ

ｋ ＝ １
ｂＲ
ｊｋｇＩ

ｋ（ｘｋ（ｍ － σ ｋ），ｙｋ（ｍ － σ ｋ）） ＋ ｓＩｊ（ｍ） ． （６ｂ）

上式又可改为

　 　 ｄ
ｄｔ

（ｘ ｊ（ ｔ）ｅｄｊ ｔ） ＝ ｅｄｊ ｔ [∑
ｎ

ｋ ＝ １
ａＲ
ｊｋ ｆ Ｒ

ｋ （ｘｋ（ｍ），ｙｋ（ｍ）） －

　 　 　 　 ∑
ｎ

ｋ ＝ １
ａＩ
ｊｋ ｆ Ｉ

ｋ（ｘｋ（ｍ），ｙｋ（ｍ）） ＋ ∑
ｎ

ｋ ＝ １
ｂＲ
ｊｋｇＲ

ｋ（ｘｋ（ｍ － σ ｋ），ｙｋ（ｍ － σ ｋ）） －

　 　 　 　 ∑
ｎ

ｋ ＝ １
ｂＩ
ｊｋｇＩ

ｋ（ｘｋ（ｍ － σ ｋ），ｙｋ（ｍ － σ ｋ）） ＋ ｓＲｊ （ｍ） ]， （７ａ）

　 　 ｄ
ｄｔ

（ｙ ｊ（ ｔ）ｅｄｊ ｔ） ＝ － ｅｄｊ ｔ [∑
ｎ

ｋ ＝ １
ａＩ
ｊｋ ｆ Ｒ

ｋ （ｘｋ（ｍ），ｙｋ（ｍ）） ＋

　 　 　 　 ∑
ｎ

ｋ ＝ １
ａＲ
ｊｋ ｆ Ｉ

ｋ（ｘｋ（ｍ），ｙｋ（ｍ）） ＋ ∑
ｎ

ｋ ＝ １
ｂＩ
ｊｋｇＲ

ｋ（ｘｋ（ｍ － σ ｋ），ｙｋ（ｍ － σ ｋ）） ＋

　 　 　 　 ∑
ｎ

ｋ ＝ １
ｂＲ
ｊｋｇＩ

ｋ（ｘｋ（ｍ － σ ｋ），ｙｋ（ｍ － σ ｋ）） ＋ ｓＩｊ（ｍ） ] ． （７ｂ）

上式在区间 ［ｍｈ，ｔ） 上积分，其中 ｔ ＜ （ｍ ＋ １）ｈ， 可得

　 　 ｘ ｊ（ ｔ）ｅｄｊ ｔ － ｘ ｊ（ｍ）ｅｄｊ ｍｈ ＝ ｅｄｊ ｔ － ｅｄｊ ｍｈ

ｄ ｊ

æ

è
ç

ö

ø
÷ [∑

ｎ

ｋ ＝ １
ａＲ
ｊｋ ｆ Ｒ

ｋ （ｘｋ（ｍ），ｙｋ（ｍ）） －

　 　 　 　 ∑
ｎ

ｋ ＝ １
ａＩ
ｊｋ ｆ Ｉ

ｋ（ｘｋ（ｍ），ｙｋ（ｍ）） ＋ ∑
ｎ

ｋ ＝ １
ｂＲ
ｊｋｇＲ

ｋ（ｘｋ（ｍ － σ ｋ），ｙｋ（ｍ － σ ｋ）） －

　 　 　 　 ∑
ｎ

ｋ ＝ １
ｂＩ
ｊｋｇＩ

ｋ（ｘｋ（ｍ － σ ｋ），ｙｋ（ｍ － σ ｋ）） ＋ ｓＲｊ （ｍ） ]， （８ａ）

　 　 ｙ ｊ（ ｔ）ｅｄｊ ｔ － ｙ ｊ（ｍ）ｅｄｊ ｍｈ ＝ ｅｄｊ ｔ － ｅｄｊ ｍｈ

ｄ ｊ

æ

è
ç

ö

ø
÷ [∑

ｎ

ｋ ＝ １
ａＩ
ｊｋ ｆ Ｒ

ｋ （ｘｋ（ｍ），ｙｋ（ｍ）） ＋

　 　 　 　 ∑
ｎ

ｋ ＝ １
ａＲ
ｊｋ ｆ Ｉ

ｋ（ｘｋ（ｍ），ｙｋ（ｍ）） ＋ ∑
ｎ

ｋ ＝ １
ｂＩ
ｊｋｇＲ

ｋ（ｘｋ（ｍ － σ ｋ），ｙｋ（ｍ － σ ｋ）） ＋

　 　 　 　 ∑
ｎ

ｋ ＝ １
ｂＲ
ｊｋｇＩ

ｋ（ｘｋ（ｍ － σ ｋ），ｙｋ（ｍ － σ ｋ）） ＋ ｓＩｊ（ｍ） ] ． （８ｂ）

上式中，令 ｔ → （ｍ ＋ １）ｈ，整理可得：对于 ｉ ＝ １，２，…，ｎ， ｍ 为非负整数，有

２３９ 胡　 　 进　 　 　 宋　 　 乾　 　 坤



　 　 ｘ ｊ（ｍ ＋ １） ＝ ｘ ｊ（ｍ）ｅ －ｄｊ ｈ ＋ θ ｊ（ｈ） [∑
ｎ

ｋ ＝ １
ａＲ
ｊｋ ｆ Ｒ

ｋ （ｘｋ（ｍ），ｙｋ（ｍ）） －

　 　 　 　 ∑
ｎ

ｋ ＝ １
ａＩ
ｊｋ ｆ Ｉ

ｋ（ｘｋ（ｍ），ｙｋ（ｍ）） ＋ ∑
ｎ

ｋ ＝ １
ｂＲ
ｊｋｇＲ

ｋ（ｘｋ（ｍ － σ ｋ），ｙｋ（ｍ － σ ｋ）） －

　 　 　 　 ∑
ｎ

ｋ ＝ １
ｂＩ
ｊｋｇＩ

ｋ（ｘｋ（ｍ － σ ｋ）， ｙｋ（ｍ － σ ｋ）） ＋ ｓＲｊ （ｍ） ]， （９ａ）

　 　 ｙ ｊ（ｍ ＋ １） ＝ ｙ ｊ（ｍ）ｅ －ｄｊ ｈ ＋ θ ｊ（ｈ） [∑
ｎ

ｋ ＝ １
ａＩ
ｊｋ ｆ Ｒ

ｋ （ｘｋ（ｍ），ｙｋ（ｍ）） ＋

　 　 　 　 ∑
ｎ

ｋ ＝ １
ａＲ
ｊｋ ｆ Ｉ

ｋ（ｘｋ（ｍ），ｙｋ（ｍ）） ＋ ∑
ｎ

ｋ ＝ １
ｂＩ
ｊｋｇＲ

ｋ（ｘｋ（ｍ － σ ｋ），ｙｋ（ｍ － σ ｋ）） ＋

　 　 　 　 ∑
ｎ

ｋ ＝ １
ｂＲ
ｊｋｇＩ

ｋ（ｘｋ（ｍ － σ ｋ），ｙｋ（ｍ － σ ｋ）） ＋ ｓＩｊ（ｍ） ]， （９ｂ）

其中

　 　 θ ｊ（ｈ） ＝ １ － ｅ －ｄｊ ｈ

ｄ ｊ
，　 　 ｊ ＝ １，２，…，ｎ ．

由 ｄ ｊ ＞ ０，ｈ ＞ ０可知 θ ｊ（ｈ） ＞ ０， 从而式（９ａ）和（９ｂ）即为连续神经网络式（２）的离散化．易知，
当 ｈ → ０ ＋ 时，离散式（９ａ）和（９ｂ）收敛于连续式（３）．

将式（９）重新写成复值函数的形式，可得式（２）的离散化形式：
　 　 ｚ ｊ（ｍ ＋ １） ＝

　 　 　 　 ｚ ｊ（ｍ）ｅ －ｄｊ ｈ ＋ θ ｊ（ｈ） [∑
ｎ

ｋ ＝ １
ａ ｊｋ ｆｋ（ ｚｋ（ｍ）） ＋ ∑

ｎ

ｋ ＝ １
ｂ ｊｋｇｋ（ ｚｋ（ｍ － σ ｋ）） ＋ ｓ（ｍ） ] ． （１０）

外部输入函数 ｓＲｊ （·） 和 ｓＩｊ（·） 为周期函数，即存在正整数 ω 使得

　 　 ｓＲｊ （ｍ ＋ ω） ＝ ｓＲｊ （ｍ）， ｓＩｊ（ｍ ＋ ω） ＝ ｓＩｊ（ｍ） ．

２　 主 要 结 果

定理 １　 设复值神经网络式（１０）的激活函数满足假设 Ｈ１ ．若 Ｄ
－
－ Ａ

－
Ｋ
－
－ Ｂ

－
Ｌ
－
为非奇异的Ｍ⁃

矩阵，其中

　 　 Ｄ
－
＝ Ｄ ０

０ Ｄ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ， Ａ

－
＝ ＡＲ ＡＩ

ＡＩ ＡＲ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， Ｂ

－
＝ ＢＲ ＢＩ

ＢＩ ＢＲ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， Ｋ

－
＝ ＫＲＲ ＫＲＩ

ＫＩＲ ＫＩＩ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

　 　 Ｌ
－
＝ ＬＲＲ ＬＲＩ

ＬＩＲ ＬＩＩ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， ＡＲ ＝ （ ａＲ

ｊｋ ） ｎ×ｎ， ＡＩ ＝ （ ａＩ
ｊｋ ） ｎ×ｎ， ＢＲ ＝ （ ｂＲ

ｊｋ ） ｎ×ｎ，

　 　 ＢＩ ＝ （ ｂＩ
ｊｋ ） ｎ×ｎ， ＫＲＲ ＝ ｄｉａｇ（λＲＲ

１ ，λＲＲ
２ ，…，λＲＲ

ｎ ）， ＫＲＩ ＝ ｄｉａｇ（λＲＩ
１ ，λＲＩ

２ ，…，λＲＩ
ｎ ），

　 　 ＫＩＲ ＝ ｄｉａｇ（λ ＩＲ
１ ，λ ＩＲ

２ ，…，λ ＩＲ
ｎ ）， ＫＩＩ ＝ ｄｉａｇ（λ ＩＩ

１ ，λ ＩＩ
２ ，…，λ ＩＩ

ｎ ），
　 　 ＬＲＲ ＝ ｄｉａｇ（μＲＲ

１ ，μＲＲ
２ ，…，μＲＲ

ｎ ）， ＬＲＩ ＝ ｄｉａｇ（μＲＩ
１ ，μＲＩ

２ ，…，μＲＩ
ｎ ），

　 　 ＬＩＲ ＝ ｄｉａｇ（μ ＩＲ
１ ，μ ＩＲ

２ ，…，μ ＩＲ
ｎ ）， ＬＩＩ ＝ ｄｉａｇ（μ ＩＩ

１ ，μ ＩＩ
２ ，…，μ ＩＩ

ｎ ），
则式（１０）存在全局指数周期解．

证明　 令 ｚ（ｍ，ϕ） 和 ｚ（ｍ，ψ） 分别表示经过 ｚ０ ＝ ϕ和 ｚ０ ＝ ψ 的解，其实部分别为 ｘ（ｍ，ϕＲ）
和 ｘ（ｍ，ψＲ），虚部分别为 ｙ（ｍ，ϕＩ） 和 ｙ（ｍ，ψ Ｉ）， 并有

　 　 ｘ（ｍ，ϕＲ） ＝ （ｘ１（ｍ，ϕＲ
１ ）， ｘ２（ｍ，ϕＲ

２ ），…， ｘｎ（ｍ，ϕＲ
ｎ ）） Ｔ，

　 　 ｘ（ｍ，ψＲ） ＝ （ｘ１（ｍ，ψＲ
１ ）， ｘ２（ｍ，ψＲ

２ ），…，ｘｎ（ｍ，ψＲ
ｎ ）） Ｔ，
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　 　 ｙ（ｍ，ϕＲ） ＝ （ｙ１（ｍ，ϕＲ
１ ）， ｙ２（ｍ，ϕＲ

２ ），…，ｙｎ（ｍ，ϕＲ
ｎ ）） Ｔ，

　 　 ｙ（ｍ，ψＲ） ＝ （ｙ１（ｍ，ψＲ
１ ）， ｙ２（ｍ，ψＲ

２ ），…，ｙｎ（ｍ，ψＲ
ｎ ）） Ｔ ．

则由式（１）可得

　 　 ｘ ｊ（ｍ ＋ １，ϕＲ
ｊ ） － ｘ ｊ（ｍ ＋ １，ψＲ

ｊ ） ≤ ｘ ｊ（ｍ，ϕＲ
ｊ ） － ｘ ｊ（ｍ，ψＲ

ｊ ） ｅ －ｄｊ ｈ ＋

　 　 　 　 θ ｊ（ｈ） {∑
ｎ

ｋ ＝ １
ａＲ
ｊｋ ［μＲＲ

ｋ ｘｋ（ｍ，ϕＲ
ｋ ） － ｘｋ（ｍ，ψＲ

ｋ ） ＋ μＲＩ
ｋ ｙｋ（ｍ，ϕＩ

ｋ） －

　 　 　 　 ｙｋ（ｍ，ψ Ｉ
ｋ） ］ × ∑

ｎ

ｋ ＝ １
ａＩ
ｊｋ ［μ ＩＲ

ｋ ｘｋ（ｍ，ϕＲ
ｋ ） － ｘｋ（ｍ，ψＲ

ｋ ） ＋

　 　 　 　 μ ＩＩ
ｋ ｙｋ（ｍ，ϕＩ

ｋ） － ｙｋ（ｍ，ψ Ｉ
ｋ） ］ ＋

　 　 　 　 ∑
ｎ

ｋ ＝ １
ｂＲ
ｊｋ ［λＲＲ

ｋ ｘｋ（ｍ － σ ｋ，ϕＲ
ｋ ） － ｘｋ（ｍ － σ ｋ，ψＲ

ｋ ） ＋

　 　 　 　 λＲＩ
ｋ ｙｋ（ｍ － σ ｋ，ϕＩ

ｋ） － ｙｋ（ｍ － σ ｋ，ψ Ｉ
ｋ） ］ ＋

　 　 　 　 ∑
ｎ

ｋ ＝ １
ｂＩ
ｊｋ ［λ ＩＲ

ｋ ｘｋ（ｍ － σ ｋ，ϕＲ
ｋ ） － ｘｋ（ｍ － σ ｋ，ψＲ

ｋ ） ＋

　 　 　 　 λ ＩＩ
ｋ ｙｋ（ｍ － σ ｋ，ϕＩ

ｋ） － ｙｋ（ｍ － σ ｋ，ψ Ｉ
ｋ） ］ } ， （１１ａ）

　 　 ｙ ｊ（ｍ ＋ １，ϕＩ
ｊ ） － ｙ ｊ（ｍ ＋ １，ψ Ｉ

ｊ ） ≤ ｙ ｊ（ｍ，ϕＩ
ｊ ） － ｙ ｊ（ｍ，ψ Ｉ

ｊ ） ｅ －ｄｊ ｈ ＋

　 　 　 　 θ ｊ（ｈ） {∑
ｎ

ｋ ＝ １
ａＩ
ｊｋ ［μＲＲ

ｋ ｘｋ（ｍ，ϕＲ
ｋ ） － ｘｋ（ｍ，ψＲ

ｋ ） ＋ μＲＩ
ｋ ｙｋ（ｍ，ϕＩ

ｋ） －

　 　 　 　 ｙｋ（ｍ，ψ Ｉ
ｋ） ］ ＋ ∑

ｎ

ｋ ＝ １
ａＲ
ｊｋ ［μ ＩＲ

ｋ ｘｋ（ｍ，ϕＲ
ｋ ） － ｘｋ（ｍ，ψＲ

ｋ ） ＋

　 　 　 　 μ ＩＩ
ｋ ｙｋ（ｍ，ϕＩ

ｋ） － ｙｋ（ｍ，ψ Ｉ
ｋ） ］ ＋

　 　 　 　 ∑
ｎ

ｋ ＝ １
ｂＩ
ｊｋ ［λＲＲ

ｋ ｘｋ（ｍ － σ ｋ，ϕＲ
ｋ ） － ｘｋ（ｍ － σ ｋ，ψＲ

ｋ ） ＋

　 　 　 　 λＲＩ
ｋ ｙｋ（ｍ － σ ｋ，ϕＩ

ｋ） － ｙｋ（ｍ － σ ｋ，ψ Ｉ
ｋ） ］ × ∑

ｎ

ｋ ＝ １
ｂＲ
ｊｋ ［λ ＩＲ

ｋ ｘｋ（ｍ － σ ｋ，ϕＲ
ｋ ） －

　 　 　 　 ｘｋ（ｍ － σ ｋ，ψＲ
ｋ ） ＋ λ ＩＩ

ｋ ｙｋ（ｍ － σ ｋ，ϕＩ
ｋ） － ｙｋ（ｍ － σ ｋ，ψ Ｉ

ｋ） ］ } ． （１１ｂ）

令

　 　
ｕ ｊ（ｍ） ＝ ｅεｍ ｘ ｊ（ｍ，ϕＲ

ｊ ） － ｘ ｊ（ｍ，ψＲ
ｊ ） ，

ｖｊ（ｍ） ＝ ｅεｍ ｙ ｊ（ｍ，ϕＩ
ｊ ） － ｙ ｊ（ｍ，ψ Ｉ

ｊ ） ．{ （１２）

由式（１１ａ）和式（１１ｂ）及式（１２）可得

　 　 ｕ ｊ（ｍ ＋ １） ＝ ｅε（ｍ＋１） ｘ ｊ（ｍ ＋ １，ϕＲ
ｊ ） － ｘ ｊ（ｍ ＋ １，ψＲ

ｊ ） ≤

　 　 　 　 ｅε －ｄｊ ｈｕ ｊ（ｍ） ＋ θ ｊ（ｈ）ｅε [∑
ｎ

ｋ ＝ １
（ ａＲ

ｊｋ μＲＲ
ｋ ＋ ａＩ

ｊｋ μ ＩＲ
ｋ ）ｕｋ（ｍ） ＋

　 　 　 　 ∑
ｎ

ｋ ＝ １
（ ａＲ

ｊｋ μＲＩ
ｋ ＋ ａＩ

ｊｋ μ ＩＩ
ｋ ）ｖｋ（ｍ） ＋

　 　 　 　 ∑
ｎ

ｋ ＝ １
（ ｂＲ

ｊｋ λＲＲ
ｋ ＋ ｂＩ

ｊｋ λ ＩＲ
ｋ ）ｕｋ（ｍ － σ ｋ） ＋

　 　 　 　 ∑
ｎ

ｋ ＝ １
（ ｂＲ

ｊｋ λＲＩ
ｋ ＋ ｂＩ

ｊｋ λ ＩＩ
ｋ ）ｖｋ（ｍ － σ ｋ） ]， （１３ａ）

　 　 ｖｊ（ｍ ＋ １） ＝ ｅε（ｍ＋１） ｙ ｊ（ｍ ＋ １，ϕＩ
ｊ ） － ｙ ｊ（ｍ ＋ １，ψ Ｉ

ｊ ） ≤
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　 　 　 　 ｅε －ｄｊ ｈｖｊ（ｍ） ＋ θ ｊ（ｈ）ｅε [∑
ｎ

ｋ ＝ １
（ ａＩ

ｊｋ μＲＲ
ｋ ＋ ａＲ

ｊｋ μ ＩＲ
ｋ ）ｕｋ（ｍ） ＋

　 　 　 　 ∑
ｎ

ｋ ＝ １
（ ａＩ

ｊｋ μＲＩ
ｋ ＋ ａＲ

ｊｋ μ ＩＩ
ｋ ）ｖｋ（ｍ） ＋

　 　 　 　 ∑
ｎ

ｋ ＝ １
（ ｂＩ

ｊｋ λＲＲ
ｋ ＋ ｂＲ

ｊｋ λ ＩＲ
ｋ ）ｕｋ（ｍ － σ ｋ） ＋

　 　 　 　 ∑
ｎ

ｋ ＝ １
（ ｂＩ

ｊｋ λＲＩ
ｋ ＋ ｂＲ

ｊｋ λ ＩＩ
ｋ ）ｖｋ（ｍ － σ ｋ） ] ． （１３ｂ）

由于 Ｄ
－
－ Ａ

－
Ｋ
－
－ Ｂ

－
Ｌ
－
为非奇异的 Ｍ⁃ 矩阵，则由定义 １，可得

　 　 α ｊ ｄ ｊ － ∑
ｎ

ｋ ＝ １
α ｋ（ ａＲ

ｋｊ λＲＲ
ｊ ＋ ａＩ

ｋｊ λ ＩＲ
ｊ ） － ∑

ｎ

ｋ ＝ １
β ｋ（ ａＩ

ｋｊ λＲＲ
ｊ ＋ ａＲ

ｋｊ λ ＩＲ
ｊ ） －

　 　 　 　 ∑
ｎ

ｋ ＝ １
α ｋ（ ｂＲ

ｋｊ μＲＲ
ｊ ＋ ｂＩ

ｋｊ μ ＩＲ
ｊ ） － ∑

ｎ

ｋ ＝ １
β ｋ（ ｂＩ

ｋｊ μＲＲ
ｊ ＋ ａＲ

ｋｊ μ ＩＲ
ｊ ） ＞ ０， （１４ａ）

　 　 β ｊｄ ｊ － ∑
ｎ

ｋ ＝ １
α ｋ（ ａＲ

ｋｊ λＲＩ
ｊ ＋ ａＩ

ｋｊ λ ＩＩ
ｊ ） － ∑

ｎ

ｋ ＝ １
β ｋ（ ａＩ

ｋｊ λＲＩ
ｊ ＋ ａＲ

ｋｊ λ ＩＩ
ｊ ） －

　 　 　 　 ∑
ｎ

ｋ ＝ １
α ｋ（ ｂＲ

ｋｊ μＲＩ
ｊ ＋ ｂＩ

ｋｊ μ ＩＩ
ｊ ） － ∑

ｎ

ｋ ＝ １
β ｋ（ ｂＩ

ｋｊ μＲＩ
ｊ ＋ ｂＲ

ｋｊ μ ＩＩ
ｊ ） ＞ ０． （１４ｂ）

考虑如下两个函数：

　 　 ＦＲ
ｊ （ε ｊ） ＝ ∑

ｎ

ｊ ＝ １
[

α ｊ

θ ｊ（ｈ）
（ｅε ｊ － １） － ｅε ｊα ｊｄ ｊ ＋ ｅε ｊ∑

ｎ

ｋ ＝ １
α ｋ（ａＲ

ｋｊ μＲＲ
ｊ ＋ ａＩ

ｋｊ μ ＩＲ
ｊ ） ＋

　 　 　 　 ｅε ｊ∑
ｎ

ｋ ＝ １
α ｋ（ｂＲ

ｋｊ λＲＲ
ｊ ＋ ｂＩ

ｋｊ λ ＩＲ
ｊ ） ＋ ｅε ｊ∑

ｎ

ｋ ＝ １
β ｋ（ａＩ

ｋｊ μＲＲ
ｊ ＋ ａＲ

ｋｊ μ ＩＲ
ｊ ） ＋

　 　 　 　 ｅε ｊ∑
ｎ

ｋ ＝ １
β ｋ（ｂＩ

ｋｊ λＲＲ
ｊ ＋ ｂＲ

ｋｊ λ ＩＲ
ｊ ） ]， （１５ａ）

　 　 ＦＩ
ｊ（ε ｊ） ＝ ∑

ｎ

ｊ ＝ １
[

β ｊ

θ ｊ（ｈ）
（ｅε ｊ － １） － ｅε ｊβ ｊｄ ｊ ＋ ｅε ｊ∑

ｎ

ｋ ＝ １
α ｋ（ａＲ

ｋｊ μＲＩ
ｊ ＋ ａＩ

ｋｊ μ ＩＩ
ｊ ） ＋

　 　 　 　 ｅε ｊ∑
ｎ

ｋ ＝ １
α ｋ（ｂＲ

ｋｊ λＲＩ
ｊ ＋ ｂＩ

ｋｊ λ ＩＩ
ｊ ） ＋ ｅε ｊ∑

ｎ

ｋ ＝ １
β ｋ（ａＩ

ｋｊ μＲＩ
ｊ ＋ ａＲ

ｋｊ μ ＩＩ
ｊ ） ＋

　 　 　 　 ｅε ｊ∑
ｎ

ｋ ＝ １
β ｋ（ｂＩ

ｋｊ λＲＩ
ｊ ＋ ｂＲ

ｋｊ λ ＩＩ
ｊ ） ] ． （１５ｂ）

由式（１４ａ）和式（１４ｂ）及式（１５ａ）和式（１５ｂ）可知， ＦＲ
ｊ （０）＝ ＦＩ

ｊ（０）＝ １，从而由ＦＲ
ｊ （·） 和ＦＩ

ｊ（·） 在

［０，∞ ） 上的连续性可知，存在 ε ＞ ０ 使得

　 　 ＦＲ
ｊ （ε） ＝ ∑

ｎ

ｊ ＝ １
[

α ｊ

θ ｊ（ｈ）
（ｅε － １） － ｅεα ｊｄ ｊ ＋ ｅε∑

ｎ

ｋ ＝ １
α ｋ（ａＲ

ｋｊ μＲＲ
ｊ ＋ ａＩ

ｋｊ μ ＩＲ
ｊ ） ＋

　 　 　 　 ｅε∑
ｎ

ｋ ＝ １
α ｋ（ｂＲ

ｋｊ λＲＲ
ｊ ＋ ｂＩ

ｋｊ λ ＩＲ
ｊ ） ＋ ｅε∑

ｎ

ｋ ＝ １
β ｋ（ａＩ

ｋｊ μＲＲ
ｊ ＋ ａＲ

ｋｊ μ ＩＲ
ｊ ） ＋

　 　 　 　 ｅε∑
ｎ

ｋ ＝ １
β ｋ（ｂＩ

ｋｊ λＲＲ
ｊ ＋ ｂＲ

ｋｊ λ ＩＲ
ｊ ） ] ＞ ０， （１６ａ）

　 　 ＦＩ
ｊ（ε） ＝ ∑

ｎ

ｊ ＝ １
[

β ｊ

θ ｊ（ｈ）
（ｅε － １） － ｅεβ ｊｄ ｊ ＋ ｅε∑

ｎ

ｋ ＝ １
α ｋ（ａＲ

ｋｊ μＲＩ
ｊ ａＩ

ｋｊ μ ＩＩ
ｊ ） ＋

　 　 　 　 ｅε∑
ｎ

ｋ ＝ １
α ｋ（ｂＲ

ｋｊ λＲＩ
ｊ ＋ ｂＩ

ｋｊ λ ＩＩ
ｊ ） ＋ ｅε∑

ｎ

ｋ ＝ １
β ｋ（ａＩ

ｋｊ μＲＩ
ｊ ＋ ａＲ

ｋｊ μ ＩＩ
ｊ ） ＋
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　 　 　 　 ｅε∑
ｎ

ｋ ＝ １
β ｋ（ｂＩ

ｋｊ λＲＩ
ｊ ＋ ｂＲ

ｋｊ λ ＩＩ
ｊ ） ] ＞ ０． （１６ｂ）

本文选择如下的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数：

　 　 Ｖ（ｍ） ＝ ∑
ｎ

ｊ ＝ １

α ｊ

θ ｊ（ｈ）
ｕ ｊ（ｍ） ＋ ∑

ｎ

ｊ ＝ １

β ｊ

θ ｊ（ｈ）
ｖｊ（ｍ） ＋

　 　 　 　 ∑
ｎ

ｊ ＝ １
ξ ｊ ∑

ｍ－１

ｋ ＝ ｍ－σ ｊ

ｘ ｊ（ｋ） ＋ ∑
ｎ

ｊ ＝ １
η ｊ ∑

ｍ－１

ｋ ＝ ｍ－σ ｊ

ｙ ｊ（ｋ），

其中

　 　 ξ ｊ ＝ ｅε［α ｊ（ｂＲ
ｊｋ λＲＲ

ｋ ＋ ｂＩ
ｊｋ λ ＩＲ

ｋ ） ＋ β ｊ（ｂＩ
ｊｋ λＲＲ

ｋ ＋ ｂＲ
ｊｋ λ ＩＲ

ｋ ）］，
　 　 η ｊ ＝ ｅε［α ｊ（ｂＲ

ｊｋ λＲＩ
ｋ ＋ ｂＩ

ｊｋ λ ＩＩ
ｋ ） ＋ β ｊ（ｂＩ

ｊｋ λＲＩ
ｋ ＋ ｂＲ

ｊｋ λ ＩＩ
ｋ ）］ ．

沿上式计算差分 ΔＶ（ｍ） ＝ Ｖ（ｍ ＋ １） － Ｖ（ｍ）， 可得

　 　 ΔＶ（ｍ） ≤∑
ｎ

ｊ ＝ １

α ｊ

θ ｊ（ｈ）
（ｅε －ｄｊ ｈ － １）ｕｊ（ｍ） ＋ ｅε∑

ｎ

ｊ ＝ １
α ｊ [∑

ｎ

ｋ ＝ １
（ ａＲ

ｊｋ μＲＲ
ｋ ＋ ａＩ

ｊｋ μ ＩＲ
ｋ ）ｕｋ（ｍ） ＋

　 　 　 　 ∑
ｎ

ｋ ＝ １
（ ａＲ

ｊｋ μＲＩ
ｋ ＋ ａＩ

ｊｋ μ ＩＩ
ｋ ）ｖｋ（ｍ） ＋ ∑

ｎ

ｋ ＝ １
（ｂＲ

ｊｋ λＲＲ
ｋ ＋ ｂＩ

ｊｋ λ ＩＲ
ｋ ）ｕｋ（ｍ － σ ｋ） ＋

　 　 　 　 ∑
ｎ

ｋ ＝ １
（ｂＲ

ｊｋ λＲＩ
ｋ ＋ ｂＩ

ｊｋ λ ＩＩ
ｋ ）ｖｋ（ｍ － σ ｋ） ] ＋ ∑

ｎ

ｊ ＝ １

β ｊ

θ ｊ（ｈ）
（ｅε －ｄｊ ｈ － １）ｖｊ（ｍ） ＋

　 　 　 　 ｅε∑
ｎ

ｊ ＝ １
β ｊ [∑

ｎ

ｋ ＝ １
（ ａＩ

ｊｋ μＲＲ
ｋ ＋ ａＲ

ｊｋ μ ＩＲ
ｋ ）ｕｋ（ｍ） ＋∑

ｎ

ｋ ＝ １
（ ａＩ

ｊｋ μＲＩ
ｋ ＋ ａＲ

ｊｋ μ ＩＩ
ｋ ）ｖｋ（ｍ） ＋

　 　 　 　 ∑
ｎ

ｋ ＝ １
（ ｂＩ

ｊｋ λＲＲ
ｋ ＋ ｂＲ

ｊｋ λ ＩＲ
ｋ ）ｕｋ（ｍ － σ ｋ） ＋ ∑

ｎ

ｋ ＝ １
（ ｂＩ

ｊｋ λＲＩ
ｋ ＋ ｂＲ

ｊｋ λ ＩＩ
ｋ ）ｖｋ（ｍ － σ ｋ） ] ＋

　 　 　 　 ∑
ｎ

ｊ ＝ １
ξ ｊ［ｕｋ（ｍ） － ｕｋ（ｍ － σ ｋ）］ ＋ ∑

ｎ

ｊ ＝ １
η ｊ［ｖｋ（ｍ） － ｖｋ（ｍ － σ ｋ）］ ＝

　 　 　 　 ∑
ｎ

ｊ ＝ １
[

α ｊ

θ ｊ（ｈ）
（ｅε － １） － ｅεα ｊｄ ｊ ＋ ｅε∑

ｎ

ｋ ＝ １
α ｋ（ ａＲ

ｋｊ μＲＲ
ｊ ＋ ａＩ

ｋｊ μ ＩＲ
ｊ ） ＋

　 　 　 　 ｅε∑
ｎ

ｋ ＝ １
α ｋ（ ｂＲ

ｋｊ λＲＲ
ｊ ＋ ｂＩ

ｋｊ λ ＩＲ
ｊ ） ＋ ｅε∑

ｎ

ｋ ＝ １
β ｋ（ ａＩ

ｋｊ μＲＲ
ｊ ＋ ａＲ

ｋｊ μ ＩＲ
ｊ ） ＋

　 　 　 　 ｅε∑
ｎ

ｋ ＝ １
β ｋ（ ｂＩ

ｋｊ λＲＲ
ｊ ＋ ｂＲ

ｋｊ λ ＩＲ
ｊ ） ]ｕ ｊ（ｍ） ＋ ∑

ｎ

ｊ ＝ １
[

β ｊ

θ ｊ（ｈ）
（ｅε － １） －

　 　 　 　 ｅεβ ｊｄ ｊ ＋ ｅε∑
ｎ

ｋ ＝ １
α ｋ（ ａＲ

ｋｊ μＲＩ
ｊ ＋ ａＩ

ｋｊ μ ＩＩ
ｊ ） ＋ ｅε∑

ｎ

ｋ ＝ １
α ｋ（ ｂＲ

ｋｊ λＲＩ
ｊ ＋ ｂＩ

ｋｊ λ ＩＩ
ｊ ） ＋

　 　 　 　 ｅε∑
ｎ

ｋ ＝ １
β ｋ（ ａＩ

ｋｊ μＲＩ
ｊ ＋ ａＲ

ｋｊ μ ＩＩ
ｊ ） ＋ ｅε∑

ｎ

ｋ ＝ １
β ｋ（ ｂＩ

ｋｊ λＲＩ
ｊ ＋ ｂＲ

ｋｊ λ ＩＩ
ｊ ） ] ｖｊ（ｍ） ． （１７）

由式（１６ａ）和式（１６ｂ）可知 ΔＶ（ｍ） ＜ ０，即 Ｖ（ｍ） ＜ Ｖ（０） ．由于

　 　 Ｖ（ｍ） ≥ ∑
ｎ

ｊ ＝ １

α ｊ

θ ｊ（ｈ）
ｕ ｊ（ｍ） ＋ ∑

ｎ

ｊ ＝ １

β ｊ

θ ｊ（ｈ）
ｖｊ（ｍ） ≥

　 　 　 　 ｅεｍ ｍｉｎ
ｊ

{
α ｊ ＋ β ｊ

θ ｊ（ｈ）
} [∑

ｎ

ｊ ＝ １
ｘ ｊ（ｍ，ϕＲ

ｊ ） － ｘ ｊ（ｍ，ψＲ
ｊ ） ＋

　 　 　 　 ∑
ｎ

ｊ ＝ １
ｙ ｊ（ｍ，ϕＩ

ｊ ） － ｘ ｊ（ｍ，ψ Ｉ
ｊ ） ] ＝

　 　 　 　 ｅεｍ ｍｉｎ
ｊ

{
α ｊ ＋ β ｊ

θ ｊ（ｈ）
}∑

２ｎ

ｊ ＝ １
ｗ ｊ（ｍ，ϕ ｊ） － ｗ ｊ（ｍ，ψ ｊ） ，
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其中

　 　 ｗ ｊ（ｍ，ϕ ｊ） ＝
ｘ ｊ（ｍ，ϕＲ

ｊ ）， ｊ ＝ １，２，…，ｎ，

ｙ ｊ －ｎ（ｍ，ϕＩ
ｊ ）， ｊ ＝ ｎ ＋ １，ｎ ＋ ２，…，２ｎ，{

　 　 ｗ ｊ（ｍ，ψ ｊ） ＝
ｘ ｊ（ｍ，ψＲ

ｊ ）， ｊ ＝ １，２，…，ｎ，

ｙ ｊ －ｎ（ｍ，ψ Ｉ
ｊ ）， ｊ ＝ ｎ ＋ １，ｎ ＋ ２，…，２ｎ ．{

以及

　 　 Ｖ（０） ＝ ∑
ｎ

ｊ ＝ １

α ｊ

θ ｊ（ｈ）
ｕ ｊ（０） ＋ ∑

ｎ

ｊ ＝ １

β ｊ

θ ｊ（ｈ）
ｖｊ（０） ＋

　 　 　 　 ∑
ｎ

ｊ ＝ １
∑

ｎ

ｋ ＝ １
ξ ｊ ∑

－１

ｌ ＝ －σ ｋ

ｕｋ（ ｌ） ＋ ∑
ｎ

ｊ ＝ １
∑

ｎ

ｋ ＝ １
η ｊ ∑

－１

ｌ ＝ －σ ｋ

ｖｋ（ ｌ） ≤

　 　 　 　 ｍａｘ
ｊ

{
α ｊ ＋ β ｊ

θ ｊ（ｈ）
} [∑

ｎ

ｊ ＝ １
ϕＲ

ｊ － ψＲ
ｊ ＋ ∑

ｎ

ｊ ＝ １
ϕＩ

ｊ － ψ Ｉ
ｊ ] ＋

　 　 　 　 ｍａｘ
ｊ

{ （ξ ｊ ＋ η ｊ）σ ｊ } [∑
ｎ

ｊ ＝ １
ϕＲ

ｊ － ψＲ
ｊ ＋ ∑

ｎ

ｊ ＝ １
ϕＩ

ｊ － ψ Ｉ
ｊ ] ＝

　 　 　 　 { ｍａｘ
ｊ

{
α ｊ ＋ β ｊ

θ ｊ（ｈ）
＋ （ξ ｊ ＋ η ｊ）σ ｊ }∑

２ｎ

ｊ ＝ １
ｗ ｊ（０，ϕ ｊ） － ｗ ｊ（０，ψ ｊ） ．

从而有

　 　 ｅεｍ ｍｉｎ
ｊ

{
α ｊ ＋ β ｊ

θ ｊ（ｈ）
}∑

２ｎ

ｊ ＝ １
ｗ ｊ（ｍ，ϕ ｊ） － ｗ ｊ（ｍ，ψ ｊ） ≤

　 　 　 　 { ｍａｘ
ｊ

{
α ｊ ＋ β ｊ

θ ｊ（ｈ）
} ＋ ｍａｘ

ｊ
{ （ξ ｊ ＋ η ｊ）σ ｊ } }∑

２ｎ

ｊ ＝ １
ｗ ｊ（０，ϕ ｊ） － ｗ ｊ（０，ψ ｊ） ．

故有

　 　 ∑
２ｎ

ｊ ＝ １
ｗ ｊ（ｍ，ϕ ｊ） － ｗ ｊ（ｍ，ψ ｊ） ≤ ｅ －εｍγ∑

２ｎ

ｊ ＝ １
ｗ ｊ（０，ϕ ｊ） － ｗ ｊ（０，ψ ｊ） ，

其中

　 　 γ ＝
ｍａｘ

ｊ
{
α ｊ ＋ β ｊ

θ ｊ（ｈ）
＋ （ξ ｊ ＋ η ｊ）σ ｊ }

ｍｉｎ
ｊ

{
α ｊ ＋ β ｊ

θ ｊ（ｈ）
}

，

可以取一个正整数 Ｍ， 使得

　 　 γ ｅ －Ｍω ≤ １
２

．

定义 Ｐｏｉｎｃａｒé 映射 Ｈ：Ｃ → Ｃ 为 Ｈ（ϕ） ＝ ｗω（ϕ）， 则由上式可得

　 　 ‖ＨＭϕ － ＨＭφ‖ ≤ １
２
‖ϕ － φ‖，

即， ＨＭ 为压缩映射，从而存在唯一的不动点 ϕ∗ ∈ Ｃ 使得 ＨＭ（ϕ∗） ＝ ϕ∗ ． 故 ＨＭ（Ｈϕ∗） ＝
Ｈ（ＨＭϕ∗） ＝ Ｈϕ∗，从而可得 Ｈϕ∗ ∈ Ｃ 是 ＨＭ 的不动点，从而有 Ｈϕ∗ ＝ ϕ∗，即 ｗωϕ∗ ＝ ϕ∗ ．设
ｗ（ｍ，ϕ∗） ＝ （ｘ（ｍ，ϕ∗）Ｔ，ｙ（ｍ，ϕ∗）Ｔ）Ｔ 为式（９ａ）和式（９ｂ）经过 （０，ϕ∗） 的解，由 ｓＲ（ｍ ＋ ω） ＝
ｓＲ（ｍ），ｓＩ（ｍ ＋ ω） ＝ ｓＩ（ｍ），可知ｗ（ｍ ＋ ω，ϕ∗） 也是式（９ａ）和式（９ｂ）的解．注意到 ｗｍ＋ω（ϕ∗） ＝
ｗｍ（ｗω（ϕ∗）） ＝ ｗｍ（ϕ∗），故有ｗ（ｍ ＋ ω，ϕ∗） ＝ ｗ（ｍ，ϕ∗），从而ｗ（ｍ，ϕ∗） 是式（９ａ）和式（９ｂ）
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的周期为 ω 的周期解． □

３　 仿 真 结 果

本节给出一个实例来验证上述的结果．
例 １　 考虑下述由两个神经元构成的离散时间型复值神经网络：
　 　 ｚ ＝ － Ｄｚ ＋ Ａｆ（ｚ） ＋ Ｂｇ（ｚ（ ｔ － τ）） ＋ ｓ（ ｔ）， （１８）

其中

　 　 Ｄ ＝ ９ ０
０ ８

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， Ａ ＝ ３ ＋ ｉ － ２ － ４ｉ

１ ＋ ２．５ｉ ３ ＋ ２ｉ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ， Ｂ ＝

－ ２ － ５ｉ ３ ＋ ｉ
－ ３ － ２ｉ ４ ＋ ３ｉ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

　 　 ｆ ｊ（ ｚ ｊ） ＝
１ － ｅｘｐ （ － ｘ ｊ）
１ ＋ ｅｘｐ （ － ｘ ｊ）

＋ ｉ １
１ ＋ ｅｘｐ （ － ｙ ｊ）

　 　 （ ｊ ＝ １，２），

　 　 ｇ ｊ（ ｚ ｊ） ＝
１ － ｅｘｐ （ － ｙ ｊ）
１ ＋ ｅｘｐ （ － ｙ ｊ）

＋ ｉ １
１ ＋ ｅｘｐ （ － ｘ ｊ）

　 　 （ ｊ ＝ １，２），

　 　 ｓ（ ｔ） ＝ （ｓｉｎ ｔ － ２ｉｃｏｓ ｔ， ３ｃｏｓ（ ｔ ＋ １） ＋ ｉｓｉｎ（ ｔ － １）） Ｔ ．
容易计算得

　 　 Ｄ
－
＝

８ ０ ０ ０
０ ６ ０ ０
０ ０ ８ ０
０ ０ ０ ６

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

， Ａ
－
＝

２ ３ ３ １
４ １ ２ ２
３ １ ２ ３
２ ２ ４ １

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

， Ｂ
－
＝

１ ２ ２ １
３ ３ ４ ２
２ １ １ ２
４ ２ ３ ３

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

，

　 　 Ｋ
－
＝

０．２５ ０ ０ ０
０ ０．２５ ０ ０
０ ０ ０．５ ０
０ ０ ０ ０．５

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

， Ｌ
－
＝

０ ０ ０．５ ０
０ ０ ０ ０．５

０．２５ ０ ０ ０
０ ０．２５ ０ ０

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

．

（ａ） 例 １ 中 ｘ１ 关于时间的瞬态响应 （ｂ） 例 １ 中 ｘ２ 关于时间的瞬态响应

（ａ） Ｔｒａｎｓｉｅｎｔ ｓｔａｔｅ ｏｆ ｘ１ ｉｎ ｅｘａｍｐｌｅ １ （ｂ） Ｔｒａｎｓｉｅｎｔ ｓｔａｔｅ ｏｆ ｘ２ ｉｎ ｅｘａｍｐｌｅ １

图 １　 例 １ 中实部关于时间的瞬态响应

Ｆｉｇ．１　 Ｔｒａｎｓｉｅｎｔ ｓｔａｔｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｒｅａｌ ｐａｒｔ ｏｆ ｔｈｅ ｎｅｕｒａｌ ｎｅｔｗｏｒｋ ｉｎ ｅｘａｍｐｌｅ １

从而有
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（ａ） 例 １ 中 ｙ１ 关于时间的瞬态响应 （ｂ） 例 １ 中 ｙ２ 关于时间的瞬态响应

（ａ） Ｔｒａｎｓｉｅｎｔ ｓｔａｔｅ ｏｆ ｙ１ ｉｎ ｅｘａｍｐｌｅ １ （ｂ） Ｔｒａｎｓｉｅｎｔ ｓｔａｔｅ ｏｆ ｙ２ ｉｎ ｅｘａｍｐｌｅ １

图 ２　 例 １ 中虚部关于时间的瞬态响应

Ｆｉｇ．２　 Ｔｒａｎｓｉｅｎｔ ｓｔａｔｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｉｍａｇｉｎａｒｙ ｐａｒｔ ｏｆ ｔｈｅ ｎｅｕｒａｌ ｎｅｔｗｏｒｋ ｉｎ ｅｘａｍｐｌｅ １
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容易验证 Ｄ
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是非奇异的Ｍ⁃ 矩阵， 故由定理 １ 可知式（１８）存在全局指数周期解．图

１ 和图 ２ 给出了网络的实部和虚部关于时间的瞬态响应图．

４　 结　 　 论

周期性是神经网络动力学的重要组成部分，但是最近对于离散复值神经网络的周期性研

究较少．本文采用离散化的方法，对连续复值神经网络作离散化，得到相应的离散模拟，并采用

Ｍ⁃ 矩阵等方法，得到了全局指数周期性的充分条件．下一步还将研究，当激活函数满足其他条

件时，相应的周期性条件，以及多周期性的充分条件．
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Ａｂｓｔｒａｃｔ： Ｓｉｎｃｅ ｔｈｅ ｌａｓｔ ｄｅｃａｄｅ， ｃｏｍｐｌｅｘ⁃ｖａｌｕｅｄ ｎｅｕｒａｌ ｎｅｔｗｏｒｋｓ ｈａｖｅ ｂｅｅｎ ｒａｐｉｄｌｙ ｄｅｖｅｌｏｐｅｄ
ａｎｄ ａｐｐｌｉｅｄ ｉｎ ｖａｒｉｏｕｓ ｒｅｓｅａｒｃｈ ａｒｅａｓ， ｂｕｔ ｆｅｗ ｒｅｓｅａｒｃｈ ｈａｓ ｂｅｅｎ ｄｏｎｅ ｏｎ ｔｈｅ ｐｅｒｉｏｄｉｃｉｔｙ ｏｎ ｄｉｓ⁃
ｃｒｅｔｅ⁃ｔｉｍｅ ｃｏｍｐｌｅｘ⁃ｖａｌｕｅｄ ｎｅｕｒａｌ ｎｅｔｗｏｒｋｓ． Ｔｈｅ ｐｅｒｉｏｄｉｃｉｔｙ ｏｆ ｄｉｓｃｒｅｔｅ⁃ｔｉｍｅ ｃｏｍｐｌｅｘ⁃ｖａｌｕｅｄ
ｎｅｕｒａｌ ｎｅｔｗｏｒｋｓ ｗｉｔｈ ｔｉｍｅ⁃ｄｅｌａｙｓ ｗａｓ ｉｎｖｅｓｔｉｇａｔｅｄ．Ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｄｉｓｃｒｅｔｉｚａｔｉｏｎ ｔｅｃｈｎｉｑｕｅ， ｔｈｅ ｄｉｓ⁃
ｃｒｅｔｅ⁃ｔｉｍｅ ａｎａｌｏｇｕｅ ｏｆ ｔｈｅ ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ⁃ｔｉｍｅ ｓｙｓｔｅｍ ｗｉｔｈ ｐｅｒｉｏｄｉｃ ｉｎｐｕｔ ｗａｓ ｆｏｒｍｕｌａｔｅｄ， ａｎｄ ａ
ｓｕｆｆｉｃｉｅｎｔ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ ｆｏｒ ｃｈｅｃｋｉｎｇ ｔｈｅ ｇｌｏｂａｌ ｅｘｐｏｎｅｎｔｉａｌ ｐｅｒｉｏｄｉｃｉｔｙ ｏｆ ｔｈｅ ｃｏｎｓｉｄｅｒｅｄ ｎｅｕｒａｌ ｎｅｔ⁃

０４９ 胡　 　 进　 　 　 宋　 　 乾　 　 坤



ｗｏｒｋｓ ｗａｓ ｏｂｔａｉｎｅｄ． Ｎｕｍｅｒｉｃ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｖｅｒｉｆｉｅｄｓ ｖａｌｉｄｉｔｙ ｏｆ ｔｈｅ ａｎａｌｙｓｉｓ．

Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ： ｄｉｓｃｒｅｔｅ⁃ｔｉｍｅ； ｃｏｍｐｌｅｘ⁃ｖａｌｕｅｄ ｎｅｕｒａｌ ｎｅｔｗｏｒｋｓ； ｔｉｍｅ⁃ｄｅｌａｙ； ｇｌｏｂａｌ ｅｘｐｏｎｅｎｔｉａｌ
ｐｅｒｉｏｄｉｃｉｔｙ

Ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ ｉｔｅｍ： Ｔｈｅ Ｎａｔｉｏｎａｌ Ｎａｔｕｒａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅ Ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ ｏｆ Ｃｈｉｎａ（６１２７３０２１）

１４９离散时间型复值神经网络的全局指数周期性


