
文章编号:1000鄄0887(2013)08鄄0795鄄12 訫 应用数学和力学编委会,ISSN 1000鄄0887

基于拟线性化方法的非线性系统
闭环反馈控制保辛算法

*

江摇 新,摇 彭海军,摇 张摇 盛

(大连理工大学 工程力学系,工业装备结构分析国家重点实验室,辽宁 大连 116024)

(我刊编委陈飙松推荐)

摘要:摇 提出了一种求解非线性系统闭环反馈控制问题的保辛算法. 首先,通过拟线性化方法将非

线性系统最优控制问题转化为线性非齐次 Hamilton 系统两端边值问题的迭代格式求解. 然后,通
过作用量变分原理与生成函数构造了保辛的数值算法,且该算法保持了原 Hamilton 系统的辛几何

性质. 最后,通过时间步的递进完成状态与控制变量的更新,进而达到闭环控制的目的. 数值算例

表明:保辛算法具有较高的计算精度和较快的收敛速度. 此外,将闭环反馈控制与开环控制分别应

用于驱动小车上的倒立摆控制系统中. 结果表明: 在存在初始偏差的情况下, 开环控制会导致稳

定控制任务的失败, 而闭环反馈控制能够在一段时间后消除初始偏差的影响, 并使系统达到稳定

状态.
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引摇 摇 言

非线性系统的闭环反馈控制在实际工程应用中有着重要作用,例如,可应用于混沌 Gene鄄
sio 系统的控制与同步[1],永磁式步进电机的控制[2],绳系卫星系统的释放与回收控制[3] 等

等. 与开环控制相比,闭环控制采用当前时刻的真实状态求解当前时刻的控制输入,可以有效

地减小外部干扰对控制效果的影响. 通过闭环反馈控制,可以使非线性系统更有效地达到稳定

状态[4] . 对于某些具有内在不稳定性的强非线性系统,例如绳系卫星系统的释放与回收控制

问题,闭环反馈控制相比开环控制有着不可替代的优势[5] .
滚动时域控制(receding horizon control, RHC)作为一种有效的模型预测控制方法,能够

起到闭环反馈控制的效果,且滚动时域控制能够为线性与非线性系统的反馈控制提供一种相

对简单的方法. 将其应用于线性时不变系统、线性时变系统以及非线性系统时,最终都能得到

一个稳定的闭环系统[6] . 文献[7]基于对偶变量变分原理与生成函数提出了一种求解线性系
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统滚动时域控制问题的保辛解法,此方法满足最优控制解的最优性一阶必要条件. 这种保辛算

法最终将线性滚动时域控制问题转化成一组稀疏对称非负定的线性方程组进行求解,避免了

对 Riccati 微分方程的大量数值积分运算,从而提高了线性系统滚动时域控制问题的数值求解

效率.
从数学结构上讲,非线性最优控制系统可以采用 Hamilton 正则方程描述,而 Hamilton 系

统的相流应当保持其本身固有的辛几何结构[8鄄9] . 文献[7]的方法在求解过程中保持了原有系

统的辛几何结构,因此是一种保辛算法. 本文在文献[7]的基础上,将此保辛方法从线性系统

的闭环反馈控制推广到非线性系统的闭环反馈控制. 目前,相对简单且直接的一种求解非线性

系统闭环反馈控制问题的方法是在每一个时间递进步内,进行在线求解非线性最优控制问题

并更新状态和控制输入,而大量在线直接求解非线性最优控制问题又导致较大的计算量和计

算时间,不适应实时计算的要求. 本文借助于拟线性方法,可将非线性最优控制系统转化为线

性非齐次 Hamilton 系统两端边值问题的迭代求解[10];而在每一个迭代步内,根据对偶变量变

分原理与生成函数,将其转化为系数非负定线性方程组的求解. 因而,本文推导的保辛算法能

高效地求解非线性系统闭环反馈控制问题. 在数值仿真中,通过计算一个非线性吊重系统,验
证了本文算法的收敛精度与速度,并突出了算法在初值选取、收敛性等方面的优势. 另外,数值

算例中还以一个强非线性的倒立摆系统为例比较了开环控制与闭环反馈控制的实际控制效

果,突出了闭环反馈控制在达到系统稳定状态方面的优势.

1摇 基于拟线性方法的非线性系统滚动时域控制问题

非线性系统滚动时域控制的受控常微分方程为

摇 摇 x(子) = f(x(子),u(子)),摇 摇 x(子 = t) = x( t), (1)
性能指标为

摇 摇 J = 1
2 [Mf x( t + T) - 鬃] TSf[Mf x( t + T) - 鬃] +

摇 摇 摇 摇 1
2 乙

t +T

t
[(x - xd) TQ(x - xd) + (u - ud) TR(u - ud)]d子, (2)

其中, x沂迬 d伊1 为状态变量,u沂迬 p伊1 为协态变量,xd 沂迬 d伊1 为目标状态向量,ud 沂迬 p伊1 为

目标控制输入,t 为时间,子 沂 [ t,t + T] 为预测未来系统状态的时间变量,鬃 沂 迬 p伊1 为线性混

合终端状态 Mf x( t + T) 的目标值,Q 沂 迬 d伊d 为半正定矩阵,R 沂 迬 p伊p 为正定矩阵,Sf 为半正

定终端权矩阵,Mf 为给定的矩阵. 滚动时域控制问题的目标为寻找合适的控制输入 u( t) 使得

性能指标 J 的值极小.
采用拟线性化方法求解式(1)和(2),在 k + 1 次迭代时将方程(1) 和(2) 在第 k 次迭代处

进行 Taylor 级数展开,得
摇 摇 x(k+1)(子) = A(k)(子)x(k+1)(子) +
摇 摇 摇 摇 B(k)(子)u(k+1)(子) + w(k)(子),摇 摇 x(k+1)(子 = t) = x( t), (3)

摇 摇 J(k+1) = 1
2 [Mf x(k+1)( t + T) - 鬃] TSf[Mf x(k+1)( t + T) - 鬃] +

摇 摇 摇 摇 1
2 乙

t +T

t
[(x(k+1) - xd) TQ(x(k+1) - xd) + (u(k+1) - ud) TR(u(k+1) - ud)]d子, (4)

其中
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摇 摇

A(k)(子) = 鄣f(x(子),u(子))
鄣x x(k)(子),u(k)(子)

,

B(k)(子) = 鄣f(x(子),u(子))
鄣u x(k)(子),u(k)(子)

,

w(k)(子) = f(x(k)(子),u(k)(子)) - A(k)(子)x(k)(子) - B(k)(子)u(k)(子)

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï .

(5)

在 k + 1 次迭代时的 Hamilton 函数为

摇 摇 H(k+1) = 1
2 [(x(k+1) - xd) TQ(x(k+1) - xd) + (u(k+1) - ud) TR(u(k+1) - ud)] +

摇 摇 摇 摇 (姿(k+1)) T(A(k)(子)x(k+1) + B(k)(子)u(k+1) + w(k)(子)) . (6)
根据最优性一阶必要条件得

摇 摇 鄣H(k+1)

鄣u(k+1) = 0 圯 u(k+1) = ud - R -1(B(k)(子)) T姿(k+1) . (7)

将方程(7)代入方程(6)得 Hamilton 函数:

摇 摇 H(k+1) = 1
2 (x(k+1) - xd) TQ(x(k+1) - xd) -

摇 摇 摇 摇 1
2 (姿(k+1)) TB(k)(子)R -1(B(k)(子)) T姿(k+1) +

摇 摇 摇 摇 (姿(k+1)) TA(k)(子)x(k+1) + (姿(k+1)) TB(k)(子)ud + (姿(k+1)) Tw(k)(子) . (8)
Hamilton 正则方程为

摇 摇

x(k+1) = 鄣H(k+1)

鄣姿(k+1) = A(k)(子)x(k+1) -

摇 摇 B(k)(子)R -1(B(k)(子)) T姿(k+1) + B(k)(子)ud + w(k)(子),

姿 (k+1) = - 鄣H(k+1)

鄣x(k+1) = - Qx(k+1) - (A(k)(子)) T姿(k+1) + Qxd

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï .

(9)

边界条件为

摇 摇 x(k+1)(子 = t) = x( t), (10)
摇 摇 姿(k+1)(子 = t + T) = MT

f Sf[Mf x(k+1)( t + T) - 鬃] . (11)
在第 k + 1 次迭代中,原非线性最优控制问题转化为由式(9)、(10)、(11)所组成的线性非齐次

Hamilton 两端边值问题,只要在这一个迭代步中求出更新的状态变量 x 及控制变量 u 的值,就
可以进入下一步迭代,经过多次迭代,最终可求得满足精度要求的解.

因此,本文以下几节中将推导一种高效的保辛算法来解决上述一个迭代步中由式(9)、
(10)、(11)组成的非线性 Hamilton 两端边值问题.

2摇 保辛算法的构造

首先在时间区间 [ t,t + T] 中,可定义生成函数 V 为[7]

摇 摇 V = 姿T
t xt - 姿T

t +T xt +T + S
-
, (12)

其中, xt 与 姿t 为初始时刻的状态变量与协态变量,而 xt +T 与 姿t +T 为终端时刻的状态与协态变

量. 变量 S
-
为作用量并定义为

摇 摇 S
-
= 乙 t +T

t
(姿Tx - H)d子, (13)

其中, 姿 沂 迬 d伊1 为协态变量,H 为式(8)代表的 Hamilton 函数.
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由方程(12)可得

摇 摇 dV = xT
t d姿t - xT

t +Td姿t +T . (14)
方程(14)表示,如果在某段时间内 Hamilton 正则方程成立,并且将时间段两端的协态变量 姿t

与 姿t +T 看做独立变量,那么生成函数 V 必定是 姿t 与 姿t +T 的函数.
将时间区间 [ t,t + T] 等分为 N个子区间,每一个子区间的时间步长为 浊 = T / N,即 t0 = t,

t1 = t + 浊,…,tN = t + N浊 . 在第 j 个子区间中,用插入了 m 个等间距点的 m - 1 阶 Lagrange 多

项式来近似状态变量 x(子),而用插入了 n 个等间距点的 n - 1 阶 Lagrange 多项式来近似协态

变量 姿(子), 即

摇 摇 x(子) = (M 茚 I)x- j, (15)

摇 摇 姿(子) = N1姿j -1 + (N
-
茚 I)姿

-
j + Nn姿j . (16)

式(15)、(16)中,符号茚代表 Kronecker 积, I 代表 d 伊 d 阶单位矩阵,向量 姿j -1 与 姿j 分别代表

第 j个子区间左端与右端的协态变量,向量 x- j 被定义为 x- j {= (x- 1
j ) T,(x- 2

j ) T,…,(x- m
j ) }T T,向量

姿
-
j 被定义为 姿

-
j {= (姿

- 2
j ) T,(姿

- 3
j ) T,…,(姿

- n-1
j ) }T T, 式(15)、(16)中的其它符号定义如下:

摇 摇 M = [M1,M2,…,Mm], (17)
摇 摇 N

-
= [N2,N3,…,Nn-1], (18)

摇 摇 Mi = 仪
m

j = 1, j屹i

子 - 子 j

子 i - 子 j
, (19)

摇 摇 Ni = 仪
n

j = 1, j屹i

子 - 子 j

子 i - 子 j
. (20)

在第 j 个子区间中,将方程(15)、(16)代入方程(12),则有下式成立:

摇 摇 V j(姿j -1,姿j,x- j,姿
-
j) = 姿T

j -1x- 1
j - 姿T

j x- m
j + 乙 t j

t j -1
(姿Tx - H(x,姿))d子 . (21)

将式(8)代表的 Hamilton 函数 H(x,姿) 代入式(21),并定义如下公式:

摇 摇 F j
1 =

鄣V j

鄣姿j -1
= K j

11姿j -1 + (ET
u + K j

12)x- j + K j
13姿

-
j + K j

14姿j + f j
1, (22)

摇 摇 F j
2 =

鄣V j

鄣x- j
= (K j

21 + Eu)姿j -1 - K j
22x- j + K j

23姿
-
j + (K j

24 - Ed)姿j + f j
2, (23)

摇 摇 F j
3 =

鄣V j

鄣姿
-
j

= K j
31姿j -1 + K j

32x- j + K j
33姿

-
j + K j

34姿j + f j
3, (24)

摇 摇 F j
4 =

鄣V j

鄣姿j
= K j

41姿j -1 + (K j
42 - ET

d)x- j + K j
43姿

-
j + K j

44姿j + f j
4, (25)

其中, Eu 和 Ed 均为 md 伊 d 的矩阵,定义如下:
摇 摇 Eu = [I 0 … 0] T, (26)
摇 摇 Ed = [0 … 0 I] T . (27)

K j
s,t( s,t = 1,2,3,4) 与 f j

s( s = 1,2,3,4) 的具体定义如下:

摇 摇 K j
11 = 乙 t j

t j -1
N1N1[B(子)R -1(子)BT(子)]d子, (28)

摇 摇 K j
12 = 乙 t j

t j -1
N1[(M 茚 I) - (M 茚 A(子))]d子 = (K j

21) T, (29)

摇 摇 K j
13 = 乙 t j

t j -1
N1[N- 茚 B(子)R -1(子)BT(子)]d子 = (K j

31) T, (30)
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摇 摇 K j
14 = 乙 t j

t j -1
N1Nn[B(子)R -1(子)BT(子)]d子 = (K j

41) T, (31)

摇 摇 f j
1 = - 乙 t j

t j -1
N1B(子)udd子 - 乙 t j

t j -1
N1w(子)d子, (32)

摇 摇 K j
22 = 乙 t j

t j -1
[MTM 茚 Q(子)]d子, (33)

摇 摇 K j
23 = 乙 t j

t j -1
[(N

-
MT 茚 I) - (N

-
MT 茚 AT(子))]d子 = (K j

32) T, (34)

摇 摇 K j
24 = 乙 t j

t j -1
Nn[(MT 茚 I) - (MT 茚 AT(子))]d子 = (K j

42) T, (35)

摇 摇 f j
2 = 乙 t j

t j -1
(M 茚 I) TQ(子)xdd子, (36)

摇 摇 K j
33 = 乙 t j

t j -1
[N

-
TN

-
茚 B(子)R -1(子)BT(子)]d子, (37)

摇 摇 K j
34 = 乙 t j

t j -1
Nn[(N-

T 茚 B(子)R -1(子)BT(子))]d子 = (K j
43) T, (38)

摇 摇 f j
3 = - 乙 t j

t j -1
N
-

T 茚 B(子)udd子 - 乙 t j

t j -1
N
-
T 茚 w(子)d子, (39)

摇 摇 K j
44 = 乙 t j

t j -1
NnNn[B(子)R -1(子)BT(子)]d子, (40)

摇 摇 f j
4 = - 乙 t j

t j -1
NnB(子)udd子 - 乙 t j

t j -1
Nnw(子)d子 . (41)

根据方程(14),如果将第 j个子区间两端的协态变量 姿j -1 与 姿j 看作独立变量,且如果 Hamilton

正则方程在第 j 个子区间中成立,则 V j(姿j -1,姿j,x- j,姿
-
j) 必定仅是第 j 个子区间两端的协态变量

的函数,故式(23)与(24)的右端均等于 0,由此可将非独立变量 x- j 与 姿
-
j 用独立变量 姿j -1 与 姿j

表示,将其代入式(22)与(25),得
摇 摇 F j

1 = S j
11姿j -1 + S j

12姿j + 灼 j
1, (42)

摇 摇 F j
4 = S j

21姿j -1 + S j
22姿j + 灼 j

2, (43)
其中

摇 摇 S j
11 = K j

11 + (ET
u + K j

12)(K j
22) -1(K j

21 + Eu) -
摇 摇 摇 摇 (K j

13 + (K j
cc) T)(K j

aa) -1(K j
31 + K j

cc), (44)
摇 摇 S j

12 = K j
14 + (ET

u + K j
12)(K j

22) -1(K j
24 - Ed) -

摇 摇 摇 摇 (K j
13 + (K j

cc) T)(K j
aa) -1(K j

34 + K j
bb), (45)

摇 摇 S j
21 = K j

41 + (K j
42 - ET

d)(K j
22) -1(K j

21 + Eu) -
摇 摇 摇 摇 (K j

43 + (K j
bb) T)(K j

aa) -1(K j
31 + K j

cc), (46)
摇 摇 S j

22 = K j
44 + (K j

42 - ET
d)(K j

22) -1(K j
24 - Ed) -

摇 摇 摇 摇 (K j
43 + (K j

bb) T)(K j
aa) -1(K j

34 + K j
bb), (47)

摇 摇 灼 j
1 = - (ET

u + K j
12)(K j

22) -1K j
dd - K j

13(K j
aa) -1K j

ee + f j
1, (48)

摇 摇 灼 j
2 = - (K j

42 - ET
d)(K j

22) -1K j
dd - K j

43(K j
aa) -1K j

ee + f j
4, (49)

摇 摇 K j
aa = K j

33 + K j
32(K j

22) -1K j
23, (50)

摇 摇 K j
bb = K j

32(K j
22) -1(K j

24 - Ed), (51)
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摇 摇 K j
cc = K j

32(K j
22) -1(K j

21 + Eu), (52)
摇 摇 K j

dd = K j
23(K j

aa) -1K j
32(K j

22) -1 f j
2 + K j

23(K j
aa) -1 f j

3 - f j
2, (53)

摇 摇 K j
ee = K j

32(K j
22) -1 f j

2 + f j
3 . (54)

在第 j 个子区间中,根据式(14)得如下关系:
摇 摇 dV j = xT

j -1d姿j -1 - xT
j d姿j . (55)

由上式可得

摇 摇
鄣V j

鄣姿j
+ x j = 0, (56)

摇 摇
鄣V j

鄣姿j -1
- x j -1 = 0. (57)

根据相邻时间区间的连续条件以及方程式(22) ~ (25),可得整个时间区间 [ t,t + T] 中有如

下方程成立:
摇 摇 F1

1 = x0, (58)
摇 摇 F j

4 + F j +1
1 = 0. (59)

方程(58)代表初始边界条件式(10).
由式(25)、(43)和(57)可得

摇 摇 xN = - FN
4 = - (SN

21姿j -1 + SN
22姿j + 灼N

2 ) . (60)
将式(60)代入式(11)整理得到如下与式(11)等价的边界条件:

摇 摇 MT
f SfMfSN

21姿N-1 + (MT
f SfMfSN

22 + I)姿N = - MT
f SfMf灼N

2 - MT
f Sf鬃 . (61)

由此得到如下的线性方程:
摇 摇 AZ = B , (62)

其中

摇 摇 Z {= 姿T( t0),姿T( t1),…,姿T( t j),…,姿T( tN }) T, (63)
摇 摇 B {= (x0 - 灼1

1) T, - (灼1
2 + 灼2

1) T,…, - (灼 j
2 + 灼 j +1

1 ) T,…,
摇 摇 摇 摇 - (灼N-1

2 + 灼N
1 ) T, - MT

f Sf鬃 - MT
f SfMf灼N }2

T, (64)

摇 摇 A =

S1
11 S1

12 0 0 0 … 0

S1
21 S1

22 + S2
11 S2

12 0 0 … 0

0 S2
21 S2

22 + S3
11 S3

12 0 … 0

0 0 S3
21 S3

22 + S4
11 0 … 0

0 0 0 0 埙 左 左
左 左 左 左 … SN-1

22 + SN
11 SN

12

0 0 0 0 … MT
f SfMfSN

21 MT
f SfMfSN

22 +

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
úúI

.

(65)
通过求解线性方程组(62),可求得 姿 的值,而根据式(25)、(43)与(57),可得如下关系式:

摇 摇 x j = - F j
4 = - (S j

21姿j -1 + S j
22姿j + 灼 j

2) . (66)
根据求得的 姿 值及式(66),可求得更新后的 x 的值,从而进入下一步迭代.

根据方程式(7),在得到满足精度的状态变量 x 的值后,可将最后一步迭代时的 姿 值代入

下式:
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摇 摇 u = ud - R -1(B(子)) T姿, (67)
从而得到控制输入 u 的值.

3摇 滚动时域更新

在以上保辛算法的基础上,通过每一个时间步的递进并更新状态和控制变量,即可完成闭

环反馈控制过程,核心步骤可以总结如下:

图 1摇 程序算法流程图

Fig. 1摇 Algorithm flowchart of the program

A. 确定在时间域 [ t,t + T] 内进行滚动时域控制的滚动步数 Simu_number, 将时间域 [ t,
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t + T] 划分为 Simu_number+1 份,给定状态变量在第一个节点上的初值 x0. 设定每个滚动步的

步长 RHC_time,以及每个滚动步分割的份数 RHC_number .
B. 进行第 iter 个滚动步的计算(1<= iter<=Simu_number+1):
淤 初始化第 iter 个滚动步的 RHC_number+1 个节点上的状态变量序列 x_t 与 x_new .
于 判断收敛条件是否满足,若满足,跳到步骤 C,若不满足,执行盂.
盂 将 x_new 赋给 x_t,通过方程(62)与(66),求得更新后的 x_new,并回到于.
C. 由 x_new 求出第一个点的控制向量 u0,将 u0 与 x0 代入受控微分方程,求出下一个点

的状态变量 x1.
D. 将 x1 赋给 x0, 回到步骤 B, 最终求得所有 Simu_number+1 个点上的状态变量与控制

输入.
程序流程图如图 1 所示.

4摇 数值仿真算例

算例 1摇 为了说明本文算法的有效性,选取一个非线性吊重控制系统的算例. 系统示意图

如图 2.

图 2摇 吊重控制系统示意图

Fig. 2摇 Representation of the lifting control system

图 2 所示系统的动力学方程为

摇 摇
(M + m) r - ml兹cos 兹 = - ccr - ml兹sin 兹 + ku,

- mlrcos 兹 + ( I + ml2)兹 = - cp兹 - mglsin 兹{ .
(68)

上述方程中, M 与 m 为滑块与吊重的质量,I 为吊重转动惯量,cc 与 cp 为分别为平动与转动的

阻尼系数,l 为小车质心到吊重质心的距离,g 为重力加速度,k 为控制系数,u 为控制输入,r 为
小车位移,兹 为吊重与铅垂线的夹角. 各个参数的值如下:

摇 摇 M = 1. 96 kg, m = 0. 045 kg, I = 0. 000 447 kg·m2,
摇 摇 cc = 16. 3 kg / s, cp = 0. 004 02 kg·m2 / s,
摇 摇 k = 0. 98 N·s / m, l = 0. 125 m, g = 9. 8 m / s2 .

系统的控制目标为使吊重的摆动尽快趋于稳定,即使得如下的性能指标取最小值:

摇 摇 J = 1
2 乙

6

0
[100r21 + 兹2

2 + r23 + 0. 1兹2
4 + 0. 02u2]d子 . (69)

将状态向量取为 x = [x1 摇 x2 摇 x3 摇 x4] T = [ r摇 兹 摇 r摇 兹] T, 系统的初始状态取为
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摇 摇 x0 = [0摇 3仔 / 8摇 0摇 0] .
表 1 列出了在不同的收敛精度下,性能指标、状态变量、协态变量以及控制输入与参考解

的相对误差. 其中以时间区间划分为 N = 1 000 份,着 = 1. 0 伊 10 -12 时求得的结果作为参考解.
着 定义为前后两个迭代步状态变量的差的模,即

摇 摇 着 = 椰xi +1 - xi椰 . (70)
表 1摇 本文算法在不同参数下与参考解的比较

Table 1摇 Comparison of the computation results with different variables

着 | J - J* | / | J* | | x - x* | / | x* | | 姿 - 姿* | / | 姿* | | u - u* | / | u* |

1E-00 2. 17E-05 7. 07E-06 4. 34E-04 5. 43E-05

1E-03 1. 02E-08 9. 29E-09 2. 39E-07 4. 90E-08

1E-06 7. 43E-11 1. 80E-10 2. 42E-09 1. 81E-09

1E-09 7. 06E-15 5. 97E-14 1. 78E-12 7. 31E-13

摇 摇 从表 1 中可以看出,本文的算法具有较高的收敛精度. 另外,本文算法对迭代初值的选取

要求宽松,并且收敛速度较快. 表 2 列出了各个迭代步中性能指标、状态变量、协态变量及控制

输入的前后两个迭代值的偏差,从表 2 可以看出,本文算法的收敛速度较快.
表 2摇 相邻迭代结果的距离

Table 2摇 Distances between results of adjacent iteration steps

k | Jk - Jk -1 | | xk - xk -1 | | 姿 k - 姿 k -1 | | uk - uk -1 |

1 0. 497 5 11. 384 5 1. 557 9 98. 770 6

3 0. 004 4 0. 106 9 0. 019 9 0. 180 2

5 6. 81E-07 7. 83E-05 2. 17E-05 2. 28E-04

7 4. 24E-10 6. 98E-08 1. 03E-08 3. 23E-07

9 1. 73E-12 1. 07E-10 5. 32E-12 4. 81E-10

11 1. 09E-14 3. 18E-13 1. 09E-14 6. 01E-13

摇 摇 图 3 与图 4 给出了迭代 1 次和迭代 3 次时小车运动距离与吊重摆角的解. 从图 3 和图 4
中可以看出,迭代 3 次后的解就能很好地接近参考解,可见算法的迭代效率较高.

图 3摇 小车运动距离收敛结果 图 4摇 吊重摆角收敛结果

Fig. 3摇 Convergence result of the movement distance Fig. 4摇 Convergence result of the swing angle

算例 2摇 本文算法是一种闭环反馈控制算法,对于很多不稳定的系统,即使很微小的初值

扰动也会对系统的运动状态产生影响,若使用开环控制,很可能导致控制任务的失败,而闭环

反馈控制则能很好地减小这类初值扰动的影响. 为了说明这一问题,选取如图 5 所示的倒立摆
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系统进行分析.

图 5摇 驱动小车上的倒立摆示意图

Fig. 5摇 Representation of the inverted pendulum on a driving cart

由 Newton 动力学方法可得到图 5 倒立摆的运动方程:

摇 摇 (M + m)x - ml兹2sin 兹 + ml兹cos 兹 = u,
mxcos 兹 + ml兹 = mgsin 兹{ .

(71)

考虑将如下的性能指标最小化的问题:

摇 摇 J = 1
2 乙

6

0
[100兹2 + 40x2 + u2]d子 . (72)

初始条件为 (兹,兹,x,x) | 子 = 0 = [ - 0. 1,0,0. 2,0] . 倒立摆是一个不稳定的系统,如果采用开环

控制,取实际初始状态向量与理想值偏差 0. 1% ,即
摇 摇 (兹,兹,x,x) | 子 = 0 = [ - 0. 1,0,0. 2,0] 伊 1. 001, (73)

则摆角与速度的实际路径与理想路径如图 6 和 7 所示.

图 6摇 摆角路径 图 7摇 速度路径

Fig. 6摇 Paths of the swing angle Fig. 7摇 Paths of the velocity

如图 6 和 7 所示,当初始状态只产生了 0. 1%的偏差时,摆角和速度在经过一段时间后就

会偏离理想路径,可见开环控制不能使用于倒立摆这类具有不稳定性的系统上. 而如果使用闭

环反馈控制,那么初始状态向量的偏差导致的影响会小很多,这是因为在闭环反馈控制中,每
一步的控制输入都是根据当前时刻的真实的状态向量计算得到的. 以滚动时域控制为例,将实

际初始状态向量与理想值偏差 20% ,即
摇 摇 (兹,兹,x,x) | 子 = 0 = [ - 0. 1,0,0. 2,0] 伊 1. 2, (74)
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得到摆角与速度的实际路径与理想路径如图 8 和图 9 所示.

图 8摇 摆角的实际与理想路径 图 9摇 速度的实际与理想路径

Fig. 8摇 Actual and ideal paths of the swing angle Fig. 9摇 Actual and ideal paths of the velocity

可以看出,即使初始条件产生了 20%的偏差,在一段时间之后,各个量的实际曲线便能很

好地跟踪理想曲线,通过反馈控制,消除了初始偏差的影响,最终系统还是能够达到稳定状态,
控制效果几乎没有影响.

5摇 结摇 摇 论

本文提出了基于拟线性化方法的非线性系统闭环反馈控制的保辛数值求解算法,通过拟

线性方法将非线性系统最优控制问题转化为线性非齐次 Hamilton 两点边值问题的迭代格式

求解. 本文基于对偶变量变分原理与生成函数构造的保辛算法将每一个迭代步中的线性非齐

次 Hamilton 两点边值问题转化为了线性方程组的求解,保持了原 Hamilton 系统的辛几何性

质,避免对 Riccati 微分方程进行数值积分,提高了计算效率.
数值仿真表明:本文保辛算法计算精度较高,迭代速度较快. 另外,与非线性系统开环控制

相比可以看出:由于倒立摆系统的内在不稳定性,初始状态向量的微小误差便会导致控制结果

的巨大差异. 若使用开环控制,很可能导致终端无法达到稳定状态,使任务失败. 而闭环反馈控

制由于在每一个滚动点采用了当前时刻的真实状态向量计算控制输入,因此能有效地降低初

始状态向量的误差对控制结果的影响.
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Symplectic Conservative Approach for Solving Nonlinear
Closed鄄Loop Feedback Control Problems

Based on Quasilinearization Method

JIANG Xin,摇 PENG Hai鄄jun,摇 ZHANG Sheng
(State Key Laboratory of Structural Analysis for Industrial Equipment,
Department of Engineering Mechanics, Dalian University of Technology,

Dalian, Liaoning 116024, P. R. China)

Abstract: A symplectic approach was proposed to solve the nonlinear closed鄄loop feedback
control problems. First, the optimal control problems of the nonlinear system were transformed
into the iteration form of linear Hamilton system爷 s two鄄point boundary value problems. Sec鄄
ond, a symplectic numerical approach was deduced based on dual variable principle and gener鄄
ating function. This method can keep the symplectic geometry structure of the Hamilton sys鄄
tem. Last, with the state vector and control input updated by the forwarding of time steps, the
goal of closed鄄loop control was achieved. The numerical simulation shows that the proposed
symplectic method has high precision and fast iteration speed. In addition, the closed鄄loop
feedback control and open鄄loop control were used separately to analyze the inverted pendulum
control system. The results show that in the case of the presence of initial errors, open鄄loop
control will result in the failure of the stability control tasks, while closed鄄loop feedback control
will eliminate the initial errors after a certain period of time and lead the system to a stable
state.

Key words: nonlinear system; quasilinearization; receding horizon control; variational princi鄄
ple; symplectic conservative method
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