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具具有时滞耦合的 n 个 van der Pol 振子
弱共振双 Hopf 分岔
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摘要:摇 研究了具有时滞耦合的 n 个 van der Pol 振子系统中发生的弱共振双 Hopf 分岔. 应用改进

的多尺度方法,得到了 2 颐5 共振的复振幅方程. 通过将复振幅设为极坐标形式,将复振幅方程转化

为一个二维的实振幅系统. 通过研究实振幅方程的平衡点及其稳定性,对系统在 2 颐 5 共振点附近

的动力学行为进行了开折和分类. 得到了一些有趣的动力学现象,如振幅死区、周期解和双稳态解

等,相应的数值模拟验证了理论结果的正确性.
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引摇 摇 言

近来大量耦合振子的集体动力学行为成为一个比较热门的研究课题,越来越多的实验

的[1鄄2]和数学的[3鄄4]研究结果发表. 耦合振子系统提供了研究物理、化学和生物科学等学科[5鄄12]

中存在的集体动力学一个强有力的工具. 例如,大量耦合的 van der Pol 振子常常被用来研究工

程、电子生物等方面的问题. 因此,由耦合 van der Pol 振子之间的相互作用所引起的动力学行

为受到越来越多的学者关注. 例如,Zhang 等[13]和 Song 等[14] 分别研究了具有时滞耦合的 3 个

van der Pol 振子系统. Barr佼n 等[15]研究了 4 个耦合 van der Pol 振子系统的同步问题. 而 Hirano
等[16]则研究了耦合 van der Pol 振子系统中极限环的存在性. 近来,人们对 van der Pol 振子系

统进行了进一步地研究. Kovacic 等[17] 研究了一个广义的 van der Pol 型振子极限环的性质.
Zhang 等[18]研究了一个具有变时滞耦合的随机耦合 van der Pol 振子网络,并利用图论和 Lya鄄
punov 函数法对该网络的渐近边界进行了研究. Xiao 等[19]对一个分数阶 van der Pol 振子进行

了研究. 在本文中,我们将研究一个具有多个 van der Pol 振子组成的系统中发生的弱共振双

Hopf 分岔.
由于信号有限的传播速度,化学反应的反应时间等因素的存在,在耦合系统中不可避免地

存在时间滞后,即时滞. 因此,时滞在耦合系统中是普遍存在的,并对系统的动力学行为有着重

要的影响. 一些学者已经开始研究时滞对耦合系统集体动力学行为的重要影响[20鄄22] . 因此,在
耦合 van der Pol 振子系统中引入时滞是非常有必要的.

467

摇 应用数学和力学,第 34 卷 第 7 期
摇 2013 年 7 月 15 日出版

摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 Applied Mathematics and Mechanics摇
摇 摇 Vol. 34,No. 7,Jul. 15,2013

* 收稿日期:摇 2013鄄04鄄07; 修订日期:摇 2013鄄05鄄25
作者简介:摇 王万永(1982—),男,河南南阳人,讲师,博士(通讯作者. E鄄mail:wangwanyong630@ 163.

com).



本文将以时滞和耦合强度作为分岔参数,应用多尺度方法研究多个耦合 van der Pol 振子

系统中发生的弱共振双 Hopf 分岔,得到其振幅方程,并对其共振点附近的动力学行为进行开

折和分类.

1摇 共 振 点

在本文中,研究一个有 n 个 van der Pol 振子组成的系统,具有如下方程:

摇 摇

u1( t) + u1( t) - (琢 - u2
1( t))u1( t) = Au2( t - 子),

u2( t) + u2( t) - (琢 - u2
2( t))u2( t) = Au3( t - 子),

左
un-1( t) + un-1( t) - (琢 - u2

n-1)un-1 = Aun( t - 子),

un( t) + un( t) - (琢 - u2
n( t))un( t) = Au1( t - 子

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï ),

(1)

其中, n 逸1 为振子的个数,A 为耦合强度,子 为耦合信号由一个振子传递到另一个振子所花费

的时间,即时滞.
为了便于研究,设 ui( t) = x2i -1( t), ui( t) = x2i( t), 则系统(1)可写为

摇 摇

x1( t) = x2, x2( t) = - x1 + 琢x2 + Ax4( t - 子) - x2
1x2,

x3( t) = x4, x4( t) = - x3 + 琢x4 + Ax6( t - 子) - x2
3x4,

左
x2n-3( t) = x2n-2, x2n-2( t) = - x2n-3 + 琢x2n-2 + Ax2n( t - 子) - x2

2n-3x2n-2,

x2n-1( t) = x2n, x2n( t) = - x2n-1 + 琢x2n + Ax2( t - 子) - x2
2n-1x2n

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï .

(2)

显然,原点 x j = 0( j = 1,2,…,2n) 是系统(2)的一个平衡点. 系统(2)在该平衡点处的线性

化系统的特征方程为

摇 摇 (姿2 - 琢姿 + 1) n = (A姿e -姿子) n . (3)
如果特征方程(3)有两对纯虚根 依 i棕1 和 依 i棕2, 则系统可能发生双 Hopf 分岔,此时,可得

摇 摇 ( - 棕2
1 - i琢棕1 + 1) n = (Ai棕1e - i棕1子) n, (4)

摇 摇 ( - 棕2
2 - i琢棕2 + 1) n = (Ai棕2e - i棕2子) n . (5)

当

摇 摇 棕1 颐 棕2 = k1 颐 k2 (6)
时,系统可能发生 k1颐 k2 的双 Hopf 分岔. 此时,由方程(4) ~ (6)以及三角函数之间的关系,我们

可以通过数值方法解出系统的 3 个临界参数值(见表 1).
表 1摇 当 n 取不同值时的一些弱共振双 Hopf 分岔点

Table 1摇 Some double Hopf bifurcation points with different n values

n 棕1 颐 棕2 琢c Ac 子c 棕1

2 2 颐3 -0. 132 648 0. 429 258 1. 539 060 0. 816 497

3 3 颐5 -0. 516 398 0. 730 297 1. 013 940 0. 774 597

5 2 颐5 -2. 527 760 2. 699 920 0. 567 691 0. 632 456

7 2 颐5 -3. 617 740 3. 740 060 0. 405 493 0. 632 456

9 3 颐7 -4. 106 540 4. 198 280 0. 319 924 0. 654 654

摇 摇 例如,当 n = 7,k1 颐 k2 = 2颐 5 时,可解得系统(2) 的 3 个临界参数的值为 琢c = - 3. 617 74,Ac

= 3. 740 06,子c = 0. 405 493,两个频率为棕1 = 0. 632 456,棕2 = 1. 581 14. 为了验证在临界参数值

处,系统是否具有两对比值为 2 颐5 的纯虚根,而且其它的特征根具有负实部,我们应用动力学
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软件 DDE鄄BifTool 进行数值分析,得到系统最大的若干个特征值,如图 1 所示.

图 1摇 系统(2)在共振点 琢c = - 3. 617 74, Ac = 3. 740 06, 子c = 0. 405 493 处的特征值分布

Fig. 1摇 Distribution of eigenvalues of system(2) at the resonant point of
琢c = - 3. 617 74, Ac = 3. 740 06, 子c = 0. 405 493

2摇 振 幅 方 程

在本节中,将应用多尺度方法计算系统在平衡点处 2 颐5 共振双 Hopf 分岔的规范型方程并

研究分岔点附近的动力学行为.
在文献[23]中,将多尺度方法进行了推广,研究了时滞耦合系统中发生的 1 颐 3 共振双

Hopf 分岔. 该方法同样可以研究时滞诱导的弱共振双 Hopf 分岔.
设 x = (x1,x2,…,x13,x14) T, 则可将式(2)写为向量形式的方程组

摇 摇 x = F(x,x子,滋) . (7)
然后,由多尺度方法,设方程(7)的解具有如下形式:

摇 摇 x( t) = 着x1(T0,T2) + 着2x2(T0,T2) + 着3x3(T0,T2) + O(着4) . (8)
首先按照如下形式摄动参数:
摇 摇 琢 = 琢 c + 着2琢 着, A = Ac + 着2A着, 子 = 子 c + 着2子 着, (9)

对时滞项进行 Taylor 展开,可得

摇 摇 x( t - 子) = 着x1(T0 - 子 c,T2) + 着2x2(T0 - 子 c,T2) +
摇 摇 摇 摇 着3[ - 子 着D0x1(T0 - 子 c,T2) - 子 cD2x1(T0 - 子 c,T2) +
摇 摇 摇 摇 x3(T0 - 子 c,T2)] + O(着4) . (10)
将方程(8) ~ (10)代入方程(7),Taylor 展开 F(x,x子,滋),分别令方程两端 着 的各次幂的

系数相等,可以得到如下的摄动方程:
摇 摇 D0x1 - F 0

x x1 - F 0
x子x1子 = 0, (11)

摇 摇 D0x2 - F 0
x x2 - F 0

x子x2子 = 1
2 F 0

xxx2
1 + F 0

xx子x1x1子 + 1
2 F 0

x子x子x
2
1子, (12)

摇 摇 D0x3 - F 0
x x3 - F 0

x子x3子 =

摇 摇 摇 摇 F 0
x滋着x1 滋 着 + 1

6 F 0
xxxx3

1 + F 0
xxx1x2 + F 0

x子滋着x1子 滋 着 + 1
2 F 0

xxx子x
2
1x1子 +

摇 摇 摇 摇 1
2 F 0

xx子x子x1x2
1子 + F 0

xx子x1子x2 + 1
6 F 0

x子x子x子x
3
1子 + F 0

xx子x1x2子 + F 0
x子x子x1子x2子 -

摇 摇 摇 摇 子 cF 0
x子D2x1子 - 子 着F 0

x子D0x1子 - D2x1 . (13)
因为系统(2)不含平方项,方程(12)的右端项实际上为 0,因此,方程(12)可以省略.
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方程(11)的解可以写为如下形式:
摇 摇 x1 = A1(T2)p1ei棕1T0 + A2(T2)p2ei棕2T0 + c. c. , (14)

其中, A j( j = 1,2) 是复振幅,p j 是相应于特征值 i棕 j 的右特征向量,
摇 摇 p1 = (1,i棕1,1,i棕1,…,1,i棕1),

摇 摇 p2 = 1,i棕2,
s1
s4
,i棕2

s1
s

æ
è
ç

ö
ø
÷

4

,…, s1
s

æ
è
ç

ö
ø
÷

4

6

,i棕2
s1
s

æ
è
ç

ö
ø
÷

4

æ

è
ç

ö

ø
÷

6
,

其中, s1 = cos[棕1子 c] + i sin[棕1子 c] 和 s4 = cos[棕2子 c] - i sin[棕2子 c], c. c. 表示前面所有项的

共轭.
将方程(14)代入方程(13),并且吸收参数 着 [24], 可得下面的复振幅方程:

摇 摇
A1 = C1滋滋 着A1 + C111-A2

1A
-

1 + C122-A1A2A
-

2,

A2 = C2滋滋 着A2 + C11-2A1A
-

1A2 + C222-A2
2A
-

2

{
,

(15)

其中,系数 C j滋 和 C ijk 为复系数,其值如下:
摇 摇 C1滋 = (0. 197 516 - 0. 035 770 9i)A着 + (0. 200 13 + 0. 015 499 8i)琢 着 -
摇 摇 摇 摇 (0. 084 613 4 + 0. 467 208i)子 着,
摇 摇 C2滋 = (0. 343 08 + 0. 042 44i)A着 + (0. 342 632 - 0. 045 973 7i)琢 着 +
摇 摇 摇 摇 (0. 250 971 - 2. 028 86i)子 着,
摇 摇 C111- = - 0. 033 354 9 - 0. 002 583 29i, C122- = - 0. 066 709 9 - 0. 005 166 58i,
摇 摇 C11-2 = - 0. 114 211 + 0. 015 324 6i, C222- = - 0. 057 105 3 + 0. 007 662 28i .
设

摇 摇 A1 = 1
2 r1ei兹1, A2 = 1

2 r2ei兹2, (16)

将方程(16)代入复振幅方程(15),分离实部、虚部,可以得到两个与相位变量解耦的振幅方

程,即规范型方程

摇 摇

r1 = (0. 197 516A着 + 0. 200 13琢 着 - 0. 084 613 4子 着) r1 -

摇 摇 0. 008 338 73r31 - 0. 016 677 5r1 r22,
r2 = (0. 343 087A着 + 0. 342 632琢 着 + 0. 250 971子 着) r2 -

摇 摇 0. 028 552 6r21 r2 - 0. 014 276 3r32

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï .

(17)

令 r1 = 0 和 r2 = 0, 可以得到振幅方程(17)的平衡点如下:

摇 摇 E0(0,0), E1( 23. 686 6A着 + 24琢 着 - 10. 147子 着 ,0),

摇 摇 E2(0, 24. 031 9A着 + 24琢 着 + 17. 579 5子 着 ),

摇 摇 E3( 8. 125 76A着 + 8琢 着 + 15. 102子 着 , 7. 780 4A着 + 8琢 着 - 12. 624 5子 着 ),
其中,相应于原系统的状态变量 x 的 Hopf 分岔是振幅变量 r1,r2 的静态分岔.

3摇 动力学分析

由于弱共振是余维二的分岔,因此,在振幅方程(17)中,虽然含有 3 个参数,但是只能选

择其中的两个作为分岔参数. 固定参数 琢 = 琢 c(即令 琢 着 = 0),选择我们比较关心的时滞 子 和耦

合强度 A 作为分岔参数,对系统在分岔点附近的动力学行为进行分类分析. 通过对振幅方程

的平衡点及其稳定性的分析,我们可以将平面 子鄄A 分为 6 个区域,在每个区域内,平衡点的个

数和稳定性都不相同,其拓扑结构如图 2(并参见图 3)的玉 ~ 遇所示. 在区域玉内,系统有一
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图 2摇 当 琢 c = - 3. 617 74 时,系统(14)在参数

平面 子鄄A 内的动力学行为分类图

Fig. 2摇 Classification of intrinsic dynamic behavior
of system (14) in the parameter plane of
子鄄A with 琢 c = - 3. 617 74

个稳定的平凡平衡点 E0(0,0),因此区域 玉 就是

所谓的死区,在此参数范围内振子的周期振动由

于时滞反馈的作用而被抑制了. 随着 子,A 的变化,
当参数进入区域 域 时,平凡平衡点失稳,一个稳

定的平衡点 E1( r10,0) 出现,E1( r10,0) 相应于原

系统频率为 棕1 的周期解. 在区域 芋 中,平衡点

E0(0,0) 和 E1( r10,0) 仍然存在,平衡点 E1( r10,0)
变为不稳定的,同时一个不稳定的平衡点 E2(0,
r20) 出现,该平衡点相应于原系统频率为 棕2 的周

期解. 当参数落在区域郁中,一个不稳定的双模态

平衡点 E3(r12,r22) 出现,平衡点 E0(0,0) 和 E1(r10,
0) 保持稳定性不变,单模态解 E2(0,r20) 变为稳定

平衡点.当参数变化到区域吁时,双模态解 E3(r12,
r22) 消失,平衡点 E0(0,r20) 仍是稳定平衡点,而平

衡点 E1(r10,0) 则变为不稳定的平衡点. 在区域 遇
中,平衡点 E1(r10,0) 消失,平衡点 E2(0,r20) 保持

其稳定性.

(a) (A,子) 取在区域玉内时, (b) (A,子) 取在区域域 (c) (A,子) 取在区域芋
稳定平衡点的相图 内时,周期解的相图 内时,周期解的相图

(a) Phase portrait of solution (b) Phase portrait of periodic (c) Phase portrait of periodic
in region 玉 solution in region 域 solution in region 芋

(d) (A,子) 取在区域郁内时, (e) (A,子) 取在区域吁 (f) (A,子) 取在区域遇
双稳态解的相图 内时,周期解的相图 内时,周期解的相图

(d) Phase portrait of bistability (e) Phase portrait of periodic ( f) Phase portrait of periodic
in region 郁 solution in region 吁 solution in region 遇

图 3摇 系统(14)在图 2 中相应区域内的相图

Fig. 3摇 Phase portraits of system (14) in different regions
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4摇 结摇 摇 论

在本文中,我们研究了一个具有 7 个耦合 van der Pol 振子组成的时滞系统中发生的弱共

振双 Hopf 分岔,通过应用多尺度方法,得到了 2 颐5 弱共振的规范型方程. 通过研究其规范型方

程,我们对系统在共振点附近的动力学行为进行了分类,相应的数值模拟验证了结果的正确

性. 结果显示,在多个具有时滞耦合的 van der Pol 振子系统中,其弱共振点附近存在振幅死区、
周期解和双稳态等动力学现象,同时本文也为研究大量耦合振子的集体动力学行为提供了可

参考的方法和结果.
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Weak Resonant Double Hopf Bifurcation of n
van der Pol Oscillators With Delay Coupling

WANG Wan鄄yong,摇 CHEN Li鄄juan
(College of Science, Henan Institute of Engineering,

Zhengzhou 451191, P. R. China)

Abstract: Weak resonant double Hopf bifurcation of n van der Pol oscillators with delay cou鄄
pling was investigated. With an extended method of multiple scales, the complex amplitude
equations were obtained. With the complex amplitudes expressed in a polar form, the complex
amplitude equations were reduced to a two dimensional real amplitude system. The equilibria
and their stability of the real amplitud equations were studied, and the dynamics around 2 颐 5
resonant point unfolded and classified. Some interesting phenomena are found, such as ampli鄄
tude death, periodic solution and bistability, etc. Validity of the analytical results is proved by
their consistency with numerical simulations.

Key words: double Hopf bifurcation; resonance; van der Pol oscillator; method of multiple
scales
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