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一一种新的计算 Timoshenko 梁
截面剪切系数的方法
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摘要:摇 Timoshenko 梁理论中考虑了截面剪切变形的影响,推导了一种新的计算剪切系数的方法.
首先采用悬臂梁纯弯曲变形条件下截面剪应力分布的精确解,基于能量原理得到了各种梁截面剪

切系数新的表达式,然后推导了弯扭耦合变形条件下截面剪应力分布的精确解,进一步获得了该

条件下截面的剪切系数. 结果表明,悬臂梁端面作用力偏离截面的弯曲中心将使剪切系数变小,通
过与 Cowper 计算结果的对比发现结果偏小,其原因是 Cowper 没有考虑与外力垂直的剪应力的影

响,因此新的计算结果更优越.
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引摇 摇 言

Timoshenko[1]首次在梁模型中引入了剪切变形, 其梁模型中定义了剪切系数用于描述剪

应力沿梁截面的变化. 剪切系数的计算有多种观点及计算公式, 不同的学者给出了不同的表

达式.
胡海昌等[2鄄3]指出,在 Timoshenko 梁模型中假定截面剪应变为常数,但剪应力不是常数,

因此与 Hooke 定律相矛盾. Cowper 通过重新定义梁的挠度和转角解决了这个矛盾,他利用

Love[4]关于悬臂梁剪应力分布的解析解得到了剪切系数的解析式[5] . Stephen 采用 Kennard 和

Leibowitz 的方法,对 Cowper 提出的理论进行了完善,采用 Love 的解计算了重力作用下 Timo鄄
shenko 梁的剪切系数[6] . 杜丹旭等采用子空间变分原理按照 Cowper 的定义计算了梁的剪切系

数,结果表明,子空间变分原理适于求解复杂截面梁的剪切系数[7] . Hutchinson 利用 Love 关于

悬臂梁应力分布的解析解研究了悬臂梁自由振动状态下的剪切系数,但其计算结果未得到试

验验证[8] . Hull 给出了 Mindlin 板的剪切系数精确表达式,发现板的剪切系数与板的固有频率

和板的形状参数等因素有关[9],Kawashima 使用 Cowper 对剪切系数的定义推导了材料为各向

异性体的石英水晶矩形截面梁的剪切系数,并证明了剪切系数与材料的刚度、截面的形状等因

素的关系[10] . Puchegger 等采用 Hutchinson 的梁理论推导了各向异性材料的截面剪切系数并

进行了数值仿真验证[11] . Omidvar 推导了正交各向异性分层复合材料薄壁梁截面的剪切系数,
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并给出了常用薄壁梁截面剪切系数的计算公式,当计算各向同性材料时他的计算结果与 Cow鄄
per 相同[12] .

虽然 Cowper 对 Timoshenko 梁截面挠度和转角的定义解决了剪应力和剪应变不满足

Hooke 定律的矛盾,然而 Cowper 的定义仍然存在一定的局限性,且 Love 的解不是精确解. 本文

基于能量原理,采用悬臂梁剪应力分布的精确解计算了梁截面的剪切系数,并考虑了外力偏心

对剪切系数的影响.

1摇 新的计算截面剪切系数的表达式

1. 1摇 基于能量原理的剪切系数计算方法

本文采用文献[2]提出的基于能量原理的剪切系数计算方法,设悬臂梁材料为各向同性

材料(受力图见图 1),长为 L,坐标系原点位于悬臂梁的底面,将悬臂梁的形心轴作为 z 轴,以
截面的惯性主轴为 x轴和 y轴. 设外力只作用于悬臂梁的一端,沿 x 轴方向,在侧面上不受任何

外力的作用,忽略悬臂梁体力.

图 1摇 悬臂梁受力图

Fig. 1摇 Force fig. of a cantilever beam

设剪力 Q 在梁截面内产生的剪应力为 子zx 和 子zy,C 是截面的剪切刚度,定义为

摇 摇 C = kGA, (1)
上式中 k是截面的剪切系数,G是材料的剪切弹性模量,A 是截面面积,则根据能量守恒原理可

得截面的剪切系数表示为
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1. 2摇 不同形状截面的剪切系数计算

1. 2. 1摇 纯弯曲变形条件下的剪切系数

当外力 Q 通过截面的弯曲中心时,梁将发生纯弯曲变形,其截面剪应力分布见文献[13].
1. 2. 1. 1摇 圆形截面

对于圆形截面,设截面边界的方程为

摇 摇 x2 + y2 = a2 . (3)
将文献[13]给出的圆形截面剪应力分布代入式(2),可得其截面剪切系数为

摇 摇 k = 6 (1 + 淄) 2

8淄2 + 14淄 + 7
. (4)

1. 2. 1. 2摇 椭圆形截面

对于椭圆形截面,设截面边界的方程为
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摇 摇 x2

a2 + y2

b2 = 1. (5)

将文献[13]给出的椭圆形截面剪应力分布代入式(2),令 m = b / a, 可得其截面剪切系数为

摇 摇 k = 3 (1 + 淄) 2 (3 + m2) 2

2[淄2m6 + m4(5淄2 + 4淄 + 2) + 11 (1 + 淄) 2m2 + 15 (1 + 淄) 2]
. (6)

1. 2. 1. 3摇 环形截面

对于环形截面,设其外边界方程为 x2 + y2 = a2,内边界方程为 x2 + y2 = b2,将文献[13] 给

出的环形截面剪应力分布代入式(2),令 m = b / a, 可得其截面剪切系数为

摇 摇 k = 24 (1 + m2) 2(1 + 淄) 2

(m2 + 1) 2(32淄2 + 56淄 + 28) + m2(76淄2 + 196淄 + 107)
. (7)

1. 2. 1. 4摇 薄壁圆环

令式(7)中 m = 1 可得薄壁圆环截面剪切系数

摇 摇 k = 96(1 + 淄) 2

204淄2 + 420淄 + 219
. (8)

1. 2. 2摇 弯扭耦合变形条件下的剪切系数

当外力偏离截面弯曲中心时,梁将发生弯曲和扭转耦合变形,其截面剪应力分布与纯弯曲

相比将发生变化,需要重新求解,设偏心距为 e, 则梁截面的扭矩为

摇 摇 Mz = - Qe . (9)
1. 2. 2. 1摇 圆形截面

弹性力学的应力平衡方程和以应力表示的变形协调方程见式(10)和式(11):

摇 摇
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摇 摇

(1 + 淄) Ñ
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(11)

在柱体周围的侧面上,边界条件见式(12),其中在侧面上 cos(N,z) = 0,

摇 摇
滓xcos(N,x) + 子xycos(N,y) + 子xzcos(N,z) = 0,
子yxcos(N,x) + 滓ycos(N,y) + 子yzcos(N,z) = 0,
子zxcos(N,x) + 子zycos(N,y) + 滓zcos(N,z) = 0

ì

î

í

ïï

ïï .

(12)

根据 Saint鄄Venant 原理,可以将悬臂梁两端的外力合成到端面的弯心上,得到合成力 Q 和

合成力矩 Mz, 忽略构成合力和合力矩的具体分布,得到悬臂梁的端面边界条件见式(13):
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摇 摇

Q = 乙乙
R
子zxdxdy, 0 = 乙乙

R
子zydxdy,

0 = 乙乙
R
滓zdxdy, 0 = 乙乙

R
y滓zdxdy,

Q(L - z) = - 乙乙
R
x滓zdxdy, Mz = 乙乙
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(x子yz - y子zx)dxdy
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(13)

式(11)至式(13)需要求解二阶偏微分方程, 直接求解比较困难, 因此本文采用试凑法.
假设

摇 摇 滓x = 滓y = 子xy = 0. (14)
沿 z 轴任一截面的弯矩为

摇 摇 My = Q(L - z) . (15)
假设

摇 摇 滓z = - (L - z) Q
Iy

x, (16)

上式中 Iy 是截面绕 y 轴的惯性矩,将 滓x,滓y,子xy 和 滓z 代入式(10)和式(11),得到

摇 摇
鄣子zx

鄣z = 0,
鄣子zy

鄣z = 0,
鄣子zx

鄣x +
鄣子zy

鄣y + Q
Iy

x = 0, (17)

摇 摇 Ñ
2子zx + 1

1 + 淄
Q
Iy

= 0, Ñ
2子zy = 0. (18)

引入应力函数 准, 使之满足

摇 摇 子zx =
鄣准
鄣y - Q

2Iy
x2, 子zy = -

鄣准
鄣x . (19)

则式(17)自动满足,代入式(18)可得

摇 摇 鄣
鄣y (Ñ

2准) = 2G淄 Q
EIy

, 鄣
鄣x (Ñ

2准) = 0. (20)

将式(20)积分,得到应力函数的控制方程:

摇 摇 Ñ
2准 = 2G淄 Q

EIy
y - 2琢G . (21)

可以证明,积分常数 琢 是单位长度的扭转角[13],滓z 满足边界条件式(13)的第 3 式至第 5
式,通过侧面边界条件可以证明式(13)的第 1 式和第 2 式成立[13] .

则此类问题的求解变为在边界条件式(12)和式(13)的第 6 式条件下通过求解式(21),得
到应力函数 准,从而可以得到 子zx 和 子zy .

将应力函数分解为两部分,令 准 = 准1 + 准2,其中 准1 为弯曲应力函数,准2 为扭转应力函数.
摇 摇 由式(21)可得

摇 摇 Ñ
2准 = 淄

淄 + 1
Q
Iy

y - 2琢G . (22)

由式(12)第 3 式和式(19)可得

摇 摇 d准
ds = 1

2
Q
Iy

x2 cos(N,x) . (23)

令 准1 = A1y3 + B1x2y + C1y, 准2 = D2x2 + E2y2,将 准1 和 准2 代入式(23),并由等式恒成立的

条件可得

摇 摇 B1a2 + C1 = 1
2

Q
Iy

a2, (24)
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摇 摇 3A1 - 3B1 = - 1
2

Q
Iy
, (25)

摇 摇 - 2D2 + 2E2 = 0. (26)
由式(21),令

摇 摇 Ñ
2准1 = 2G淄 Q

EIy
y, Ñ

2准2 = - 2琢G, (27)

可得

摇 摇 6A1 + 2B1 = 淄
淄 + 1

Q
Iy
, (28)

摇 摇 2D2 + 2E2 = - 2琢G . (29)
将式(19)代入端面边界条件式(13)第 6 式可得

摇 摇 Mz = 乙乙
R
[ - 2D2x2 - 2E2y2]dxdy . (30)

联立式(24)、式(25)和式(28)可得

摇 摇 A1 = (2淄 - 1)Q
24(1 + 淄) Iy

, B1 = (2淄 + 1)Q
8(1 + 淄) Iy

, C1 = (2淄 + 3)Q
8(1 + 淄) Iy

a2 . (31)

联立式(26)、式(29)和式(30)可得

摇 摇 D2 = E2 = -
Mz

仔a4, 琢 =
2Mz

仔a4G
. (32)

将 A1,B1,C1,D2 和 E2 代入应力函数 准,并将 准 代入式(19),则圆形截面弯扭耦合变形条

件下的剪应力分布精确解为

摇 摇
子zx =

(2淄 + 3)Q
8(1 + 淄) Iy

a2 - x2 - 1 - 2淄
3 + 2淄 y( )2 + 2 Qe

仔a4 y,

子zy = -
(2淄 + 1)Q
4(1 + 淄) Iy

xy - 2 Qe
仔a4 x

ì

î

í

ï
ï

ï
ï .

(33)

根据式(2)计算梁截面剪切系数可得

摇 摇 k = 6 (1 + 淄) 2

8淄2 + 14淄 + 7 + 12(1 + 淄) 2e2 / a2 . (34)

1. 2. 2. 2摇 椭圆形截面

按照 1. 2. 2. 1 的方法可得椭圆形截面的剪应力分布精确解为

摇 摇
子zx =

2(淄 + 1)a2 + b2

(1 + 淄)(3a2 + b2)
Q
2Iy

a2 - x2 - (1 - 2淄)a2

2(1 + 淄)a2 + b2 y( )2 + 2 Qe
仔ab3 y,

子zy = -
(1 + 淄)a2 + 淄b2

(1 + 淄)(3a2 + b2)
Q
Iy

xy - 2 Qe
仔a3b

x

ì

î

í

ï
ï

ï
ï .

(35)

根据式(2)计算梁截面剪切系数可得

摇 摇 k = [3(1 + 淄) 2 (3 + m2) 2 {] 2[淄2m6 + m4(5淄2 + 4淄 + 2) +
摇 摇 摇 摇 11(1 + 淄) 2m2 + 15(1 + 淄) 2] +
摇 摇 摇 摇 3(1 + 淄) 2 (3 + m2) 2(e2 / a2)(1 + 1 / m2 }) . (36)

1. 2. 2. 3摇 环形截面

按照 1. 2. 2. 1 的方法可得环形截面的剪应力分布精确解为
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摇 摇

子zx =
1

8(1 + 淄)
Q
I [
y

(2淄 - 1)y2 + (3 + 2淄 () - x2 + a2 + b2 -

摇 摇 a2b2 x2 - y2

(x2 + y2) ) ]2 + 2 Qe
仔(a4 - b4)

y,

子zy = -
1

4(1 + 淄)
Q
Iy

xy 1 + 2淄 + (3 + 2淄) a2b2

(x2 + y2)[ ]2 - 2 Qe
仔(a4 - b4)

x

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï .

(37)

根据式(2)计算梁截面剪切系数可得

摇 摇 k = [24(1 + m2) 2(1 + 淄) 2 {] (m2 + 1) 2(32淄2 + 56淄 + 28) +
摇 摇 摇 摇 m2(76淄2 + 196淄 + 107) + 48(e2 / a2)(1 + m2)(1 + 淄) }2 . (38)

1. 2. 2. 4摇 薄壁圆环

令式(38)中 m = 1 可得薄壁圆环截面的剪切系数

摇 摇 k = 96(1 + 淄) 2

204淄2 + 420淄 + 219 + 96(e2 / a2)(1 + 淄) 2 . (39)

1. 2. 3摇 小结

通过对比梁不同形状截面纯弯曲变形条件及弯扭耦合变形条件下的剪切系数可知,当梁

端面的外力偏离截面的弯曲中心时,截面的剪切系数将变小,且偏心距越大,剪切系数越小,各
截面剪切系数表达式的分母中最后一项均与 e2 / a2 成正比.

2摇 与 Cowper 解的比较

Cowper 于 1966 年给出了几种截面的剪切系数计算结果,他没有考虑外力偏心对剪切系

数的影响,本文计算结果与 Cowper 计算结果的比较见表 1,图 2 至图 5.
表 1摇 各截面剪切系数计算结果与 Cowper 结果的比较

Table 1摇 The comparison of shear coefficient for various cross section with the results of Cowper

section shape solution of Cowper solution of this paper

circle k = 6(1 + 淄)
7 + 6淄 k = 6(1 + 淄) 2

8淄2 + 14淄 + 7 + 12(1 + 淄) 2 e2 / a2

ellipse
k = 12(1 + 淄)(3 + m2)

淄m4 + (16 + 10淄)m2 + 40 + 37淄
m = b / a

k = [3(1 + 淄) 2 (3 + m2) 2 {] 2[淄2m6 + m4(5淄2 +

摇 摇 4淄 + 2) + 11(1 + 淄) 2m2 + 15(1 + 淄) 2] +

摇 摇 3(1 + 淄) 2(3 + m2) 2(e2 / a2)(1 + 1 / m2 })

m = b / a

ring
k = 6(1 + 淄) (1 + m2) 2

(7 + 6淄) (1 + m2) 2 + (20 + 12淄)m2

m = b / a

k = [24 (1 + m2) 2(1 + 淄) 2 {] (m2 + 1) 2(32淄2 +

摇 摇 56淄 + 28) + m2(76淄2 + 196淄 + 107) +

摇 摇 48(e2 / a2)(1 + m2)(1 + 淄) }2

m = b / a

thin鄄walled ring k = 2(1 + 淄)
4 + 3淄 k = 96(1 + 淄) 2

204淄2 + 420淄 + 219 + 96(e2 / a2)(1 + 淄) 2

摇 摇 由比较结果可知,对于圆形及椭圆形截面,当 Poisson 比 淄 = 0 时,Cowper 的计算结果与本

文相同,但随着 淄 的增大,Cowper 的计算结果逐渐增大,而本文的计算结果逐渐减小;对于环

形截面和薄壁圆环截面,Cowper 的计算结果也均比本文计算结果大,其原因是 Cowper 在定义

梁的挠度和转角时没有考虑与外力垂直的剪应力 子zy 的影响,由式(2) 可知,忽略 子zy 将使剪切
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系数增大,因此本文各截面的剪切系数计算结果均比 Cowper 小.

图 2摇 圆形截面剪切系数对比 图 3摇 椭圆形截面剪切系数对比

Fig. 2摇 Comparison of shear coefficients Fig. 3摇 Comparison of shear coefficients
for the circle section for the ellipse section

图 4摇 环形截面剪切系数对比 图 5摇 薄壁圆环截面剪切系数对比

Fig. 4摇 Comparison of shear coefficients Fig. 5摇 Comparison of shear coefficients
for ring section for thin鄄walled ring section

3摇 结论及展望

1) 梁端面的外力偏离截面的弯曲中心时,梁将发生弯扭耦合变形,本文采用试凑法给出

了梁发生弯扭耦合变形条件下截面剪应力分布的精确解;
2) 与纯弯曲变形相比,弯扭耦合变形条件下截面的剪切系数将变小,且偏心距越大,剪切

系数越小,各截面剪切系数表达式分母中偏心距的影响项均与 e2 / a2 成正比;
3) 本文得出的各截面剪切系数均比 Cowper 小,其原因是 Cowper 在定义梁的挠度和转角

时没有考虑与外力垂直的剪应力 子zy 的影响,因此本文的解更优越;
4) 本文研究了梁发生静变形条件下截面的剪切系数,考虑了与外力垂直的剪应力 子zy 及

外力偏离弯曲中心的距离的影响,但没有考虑惯性力的影响,今后将在计算模型中引入惯性

力,研究梁的固有特性等因素对截面剪切系数的影响.
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A New Method of Obtaining Timoshenko爷s
Shear Coefficients

WANG Le,摇 WANG Liang
(China Academy of Launch Vehicle Technology, Beijing 100076, P. R. China)

Abstract: With the effects of shear deformation of slender beams considered in Timoshenko
beam theory, a new method of obtaining Timoshenko爷 s shear coefficients was derived. First,
the exact solutions of the cross section爷s shear stress distribution of the cantilever beam under
action of pure bending were used, and the new expressions of various cross sections were ob鄄
tained based on energy principle. Then, the exact solutions of the cross section爷s shear stress
distribution of the cantilever beam under action of bending and torsion were derived and the co鄄
efficients obtained. The results show that the coefficients decrease when the terminal force de鄄
parts from the bending center. The results are smaller than those given by Cowper because his
theory doesn爷 t include the influence of shear stress perpendicular to the terminal force, and so鄄
lution of the new method is better.

Key words: Timoshenko beam theory; shear coefficient; bending; torsion; shear stress
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