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摘要:摇 研究了不连续激活函数的时滞神经网络的多稳定性问题,在所研究的神经网络中,激活函

数并不需要是连续的和单调的. 给出了判断该神经网络多个平衡点存在及局部指数稳定的充分条

件. 最后,给出了两个数值仿真例子来验证本文获得结果的有效性和较小的保守性.
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引摇 摇 言

近年来,由于时滞神经网络在诸如信号处理、模式识别、联想记忆、优化控制等领域的重要

应用(参见文献[1]),该神经网络受到了很多学者的关注. 神经网络在诸多方面的应用都与网

络的动力学行为特征有着密切的关系,因此,对神经网络动力学行为的理论研究,是神经网络

发挥其实际应用价值必不可少的首要环节.
目前,学者们对时滞神经网络平衡点和周期解渐近行为的研究已经比较深入和广泛,也获

得了大量丰富的理论成果(见文章[2鄄4]及其所引用的参考文献). 但是这些文献大都只关注

于神经网络的平衡点和周期解的单稳定性问题. 事实上,一个神经网络可能有多个吸引子[5鄄6] .
近期,越来越多的学者开始关注神经网络的多稳定性和多周期性问题[7鄄15] . 在文献[9]中,通过

一种基于系统几何结构的方法,作者研究了 n维时滞神经网络,得到了2n 个稳定平衡点和3n -
2n 个不稳定平衡点同时存在的充分条件. 在文献[10]中,作者得到了研究了 n 维时滞竞争神

经网络,通过几何方法和不等式技巧,得到了 3n 个平衡点存在以及 2n 个平衡点指数稳定的充

分条件. 在文献[11]中,作者证明了 n 维 Cohen鄄Grossberg 神经网络存在 2n 个指数稳定的平衡

点. 在文献[12]中,通过构造 Liapunov 函数以及矩阵不等式技巧,作者获得了递归神经网络的

时滞相关的多稳定性的判据. 在文献[15]中,作者考虑了自激励与高阶突触连接网络的多稳

定性问题.
值得注意的是,以上提到的工作都是在激活函数是连续的前提假设下进行的. 事实上,正

如文献[16]所指出的那样,不连续激活函数的神经网络是很重要的并且在实践中也会经常出
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现. 近些年来,不连续激活函数的神经网络的动力学特性得到了广泛深入地研究(参见文献

[17鄄29]). 作为不连续激活函数的特殊情况,多层激活函数的神经网络的多稳定性问题得到

了研究(参见文献[30]). Mexican鄄hat鄄type 激活函数的神经网络多稳定性判据被提出(参见文

献[31]). 据我们所知,作为一类比较广泛的不连续的激活函数,逐段连续激活函数的神经网

络的多稳定性问题还很少被考虑.
本文将讨论一类比较广泛的不连续的激活函数的神经网络的多稳定性问题,并给出一些

用于判断多个平衡点共存以及指数稳定的判据. 最后,给出两个数值仿真例子来说明所给判据

的有效性和较小的保守性.
记号摇 在本文中, Rn 表示 n维Euclid空间. S 表示有限集 S中元素的个数. 对于集合 S哿

R2,定义P(S) { x1 沂R (x1,x2) 沂 }S . 对于定义在R上的单值函数 f(u),用记号 f(孜 +) 和

f(孜 -) 分别表示 f(u) 在 u = 孜 处的右极限和左极限. 对于向量 x = (x1,x2,…,xn) 沂 Rn,范数

椰x椰 = max1臆i臆n xi . C([ t0 - 子,t0],Rn) 表示所有从[ t0 - 子,t0] 映射到 Rn 的连续函数的构成

的空间,其范数椰准椰t0 =max1臆i臆 {n maxt0-子臆s臆t0 准i( s }) ,其中准 = (准1,准2,…,准n) 沂C([ t0 -

子,t0],Rn) .

1摇 模 型 介 绍

在本文中,我们考虑以下不连续激活函数的时滞神经网络:

摇 摇 xi( t) = - 滋 ixi( t) + 移
n

j = 1
琢 ijg j(x j( t)) + 移

n

j = 1
茁 ijg j(x j( t - 子 ij)) + Ji, (1)

其中, i 沂 N {1,2,…, }n ,xi( t) 表示第 i 个神经元的状态,琢 ij 和 茁 ij 表示第 j 个神经元与第 i
个神经元之间的连接权,g j(·) 表示第 j个神经元的激活函数,子 ij 表示时滞,满足0臆 子 ij 臆 子,其
中 子 是一个常数.

我们考虑以下一类激活函数:

摇 摇 gi(u) =

f i
1(u), u < 孜 i

1,

f i
k(u), 孜 i

k-1 臆 u < 孜 i
k,

f i
mi
(u), u 逸 孜 i

mi-1

ì

î

í

ï
ï

ï
ï ,

(2)

其中, mi 是一个正整数,且对于任意的 i沂 N,都有 - ¥ < 孜 i
1 < 孜 i

2 < … < 孜 i
mi-1 < + ¥,对于任

意的 k沂Mi {1,2,…,m }i ,都有 f i
k(u) 是连续函数. 若令 孜 i

0 - ¥, 孜 i
mi

+ ¥,Ii1 ( 孜 i
0, 孜 i

1),
Iik [孜 i

k-1, 孜 i
k), k = 2,3,…,mi, 则式(2)可被改写为

摇 摇 gi(u) = f i
k(u),摇 摇 u 沂 I i

k, k 沂 Mi,
其中摇 摇 f i

k(u) 沂 C( I i
k,R) .

备注 1摇 由式(2)所定义的激活函数 gi 是逐段连续的. 若 gi 在每个分段点 孜 i
k 处的左右极限相等,即

摇 摇 gi(孜 k
i -) = gi(孜 k

i +),
则 gi 在 R 上连续. 否则,gi 不连续. 因此,在文献[7鄄15,30鄄31]中所研究的激活函数都可以看作是本文所研究

激活函数的特殊情况.

对于每个 i 沂 N, 我们定义

摇 摇 Sb
i = ( - 1) [b 移

j屹i
琢 ij g#

j + 移
n

j = 1
茁 ij g# ]j + Ji,摇 摇 b = 1,2, (3)
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其中 g#
i = sup

u沂R
gi(u) . 令 N 伊 M 胰

i沂
{ {

N
}i 伊 M }i . 对于任意的( i,k) 沂 N 伊 M, 定义下面的

函数:

摇 摇 F

摇 倚

i
k(u) = - 滋 iu + 琢 ij f i

i(u) + S1
i ,摇 摇 坌u 沂 I i

k,

摇 摇 F
摇 倚i

k(u) = - 滋 iu + 琢 ij f i
i(u) + S2

i ,摇 摇 坌u 沂 I i
k .

现在,我们给出关于 f i
k(u) 在 孜 i

k-1 和 孜 i
k 处左、右极限的 4 种条件:

摇 摇 (HA
f i
k
)摇 琢 ii f i

k(孜 i
k-1 +) > 滋 i孜 i

k-1 - S1
i 且 琢 ii f i

k(孜 i
k -) < 滋 i孜 i

k - S2
i ,

摇 摇 (HB
f ik
)摇 琢 ii f i

k(孜 i
k-1 +) < 滋 i孜 i

k-1 - S2
i 且 琢 ii f i

k(孜 i
k -) > 滋 i孜 i

k - S1
i ,

摇 摇 (HC
f ik
)摇 琢 ii f i

k(孜 i
k-1 +) > 滋 i孜 i

k-1 - S1
i 且 琢 ii f i

k(孜 i
k -) > 滋 i孜 i

k - S1
i ,

摇 摇 (HD
f ik
)摇 琢 ii f i

k(孜 i
k-1 +) < 滋 i孜 i

k-1 - S2
i 且 琢 ii f i

k(孜 i
k -) < 滋 i孜 i

k - S2
i .

令

摇 摇 N1 {= ( i,k) 沂 N 伊 M | 条件(HA
f ik
) }成立 ,

摇 摇 N2 {= ( i,k) 沂 N 伊 M | 条件(HB
f ik
) }成立 ,

摇 摇 N3 {= ( i,k) 沂 N 伊 M | 条件(HC
f ik
) 或(HD

f ik
) }成立 .

定义 1摇 称 N
-

(N1,N2,N3) 是 N 伊 M 的一个划分,如果

蚵 Np 哿 Np, p {沂 1,2, }3 ;
蛎 N1 + N2 + N3 = n;
蚰 P(N1) 胰 P(N2) 胰 P(N3) = N .

对于 N 伊 M 的每个划分 N
-
= (N1,N2,N3), 我们令

摇 摇 N

倚

= N1 胰 N2 胰 N3,
摇 摇 撞N- {= x 沂 Rn | xi 沂 I i

k, ( i,k) 沂 Np, p = 1,2, }3 ,

并且称 撞N- 是相应于 N
-
的 Rn 的一个划分.

在本文中,我们做以下假设:

(H1) 对于任意 ( i,k) 沂 N 伊 M,都存在常数 l
摇 倚i

k, l

摇 倚

i
k, 使得

摇 摇 l

摇 倚

i
k 臆

f i
k(u) - f i

k(v)
u - v 臆 l

摇 倚i
k,摇 摇 坌u,v 沂 I i

k;

(H2) 对于任意 i 沂 P(N1), 都有

摇 摇 啄 i 滋 i - 移
j屹i

( j,k)沂N

倚

l
-
j
k 琢 ij - 移

( j,k)沂N

倚

l
-
j
k 茁 ij > 0,

其中摇 摇 l
-
j
k = {max l

摇 倚

j
k , l

摇 倚
}j

k .

(H3) 对于任意 ( i,k) 沂 N

倚

,都有 滋 i 逸0,琢 ii 屹0 并且 l
摇 倚i

k, l

摇 倚

i
k 满足下列条件之一:

蚵 l

摇 倚

i
k 臆 l

摇 倚i
k <

啄 i

琢 ii
臆

滋 i

琢 ii
或

滋 i

琢 ii
臆

啄 i

琢 ii
< l

摇 倚

i
k 臆 l

摇 倚i
k,摇 摇 坌( i,k) 沂 N1;

蛎 l

摇 倚

i
k 臆 l

摇 倚i
k <

2滋 i

琢 ii
臆

滋 i

琢 ii
或

滋 i

琢 ii
臆

2滋 i

琢 ii
< l

摇 倚

i
k 臆 l

摇 倚i
k,摇 摇 坌( i,k) 沂 N2;

蚰 l

摇 倚

i
k 臆 l

摇 倚i
k 臆

滋 i

琢 ii
或

滋 i

琢 ii
臆 l

摇 倚

i
k 臆 l

摇 倚i
k,摇 摇 坌( i,k) 沂 N3 .

583不连续激活函数的时滞神经网络的多稳定性



备注 2摇 注意到由条件(H2)和(H3)可知, 滋 i 逸 啄 > 0 以及 2滋 i 逸 滋 i 逸0. 因此,由 l

摇 倚

i
k 臆 l

摇 倚i
k < 啄 i / 琢 ii 臆

滋 i / 琢 ii 可推知 琢 ii > 0;由 滋 i / 琢 ii 臆 啄 i / 琢 ii < l

摇 倚

i
k 臆 l

摇 倚i
k 可推知 琢 ii < 0;由 l

摇 倚

i
k 臆 l

摇 倚i
k < 2滋 i / 琢 ii 臆 滋 i / 琢 ii 可推知

琢 ii < 0;由 滋 i / 琢 ii 臆2滋 i / 琢 ii < l

摇 倚

i
k 臆 l

摇 倚i
k 可推知 琢 ii > 0.

2摇 主 要 结 论

在本节中,我们考察系统(1)多个平衡点的存在性和指数稳定性.

定理 1摇 设 N
-
= (N1, N2, N3) 是 N 伊 M 的一个划分. 如果条件(H1)、 (H2)和(H3)成立,

那么

(a) 若 N3 屹 堙,则系统(1) 在 撞N- 中没有平衡点;
(b) 若 N3 = 堙,则系统(1) 在 撞N- 中有唯一的平衡点.
证明摇 令 G i

k(u) = - 滋 iu + 琢 ii f i
k(u), u 沂 I i

k . 对于给定的 y = (y1,y2,…,yn) 沂 撞N-, 定义

摇 摇 Qi
k(u) = - 滋 iu + 琢 ii f i

k(u) + 移
j屹i

aijg j(y j) + 移
n

j = 1
茁 ijg j(y j) + Ji,摇 摇 u 沂 I i

k .

注意到 F

摇 倚

i
k(u) 臆 Qi

k(u) 臆 F
摇 倚i

k(u),且 F

摇 倚

i
k(u), Qi

k(u), F
摇 倚i

k(u) 可以看成是 G i
k 的垂直平移

之后的结果. 由(H3)可知,

摇 摇
f i
k(u) - f i

k(v)
u - v <

滋 i

琢 ii
,摇 摇 坌u,v 沂 I i

k

或

摇 摇
f i
k(u) - f i

k(v)
u - v >

滋 i

琢 ii
,摇 摇 坌u,v 沂 I i

k .

因此

摇 摇 琢 ii f i
k(u) - 滋 iu > 琢 ii f i

k(v) - 滋 iv,摇 摇 坌u,v 沂 I i
k

或

摇 摇 琢 ii f i
k(u) - 滋 iu < 琢 ii f i

k(v) - 滋 iv,摇 摇 坌u,v 沂 I i
k,

这就说明 G i
k 是严格单调的,同时 F

摇 倚

i
k(u), Qi

k(u), F
摇 倚i

k(u) 也是严格单调的. 现在我们在以下两

种情况下考虑方程 Qi
k(·) = 0 的根.

情况 1摇 ( i,k) 沂 N1 胰 N2 . 此时,方程 Qi
k(·) = 0 在 I i

k 内有唯一的根 u* . 事实上,由条件

(HA
f ik
) 可知Qi

k(孜 i
k-1 +) 逸 F

摇 倚

i
k(孜 i

k-1 +) > 0且Qi
k(孜 i

k-1 -) 臆 F

摇 倚

i
k(孜 i

k-1 -) < 0. 同理,由条件(HB
f ik
)

可知Qi
k(孜 i

k-1 +) < 0 且Qi
k(孜 i

k-1 -) > 0. 于是根据Qi
k(·) 在 Iik 上的连续性和单调性可得Qi

k(·)
在 Iik 上有唯一的零点 u*,且 u* 沂 int( Iik) .

情况 2摇 ( i,k) 沂 N3 . 此时方程 Qi
k(·) = 0 在 I i

k 上没有根. 由条件 HC
f ik
或 HD

f ik
可知

摇 摇 Qi
k(孜 i

k-1 +)Qi
k(孜 i

k-1 -) > 0,
又因为 Qi

k(·) 是单调的,故 Qi
k(·) 没有零点.

下面分别证明定理 1 的结论(a)和结论(b).
(a) 由于 N3 屹堙, 故取( i, k) 沂 N3 . 假设系统(1) 在 撞N- 中有平衡点 u* = (u*

1 , u*
2 , …,

u*
n ) . 那么 u*

i 沂 Iik 且

摇 摇 - 滋 iu*
i + 琢 ii f i

k(u*
i ) + 移

j屹i
琢 ijg j(u*

j ) + 移
n

j = 1
茁 ijg j(u*

j ) + Ji = 0.
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这就说明若给定 y = (u*
1 ,u*

2 ,…,u*
n ),则方程 Qi

k(·) = 0 在 I i
k 中有根 u*

i ,这与情况 2 的讨论相

矛盾. 故系统(1) 在 撞N- 中没有平衡点.

(b) 由于 N3 = 堙,所以N

倚

= N1 胰N2 .根据情况1的讨论我们可定义撞N- 上的自映射GN-(y) =
v*,其中 v* = (v*1 ,v*2 ,…,v*n ),且 v* 是给定 y 后方程 Qi

k(·) = 0 的根. 显然 GN- 是连续的,下证

GN- 是压缩映射. 现设 GN-(x) = u*,GN-(y) = v*,即,对于任意( i,k) 沂 N

倚

, 有

摇 摇 - 滋 iu*
i + 琢 ii f i

k(u*
i ) + 移

j屹i

( j,k)沂N

倚

琢 ij f i
k(x j) + 移

( j,k)沂N

倚

茁 ij f i
k(x j) + Ji = 0,

摇 摇 - 滋 iv*i + 琢 ii f i
k(v*i ) + 移

j屹i

( j,k)沂N

倚

琢 ij f i
k(y j) + 移

( j,k)沂N

倚

茁 ij f i
k(y j) + Ji = 0.

于是

摇 摇 - 滋 i(u*
i - v*i ) + 琢 ii[ f i

k(u*
i ) - f i

k(v*i )] +

摇 摇 摇 摇 移
j屹i

( j,k)沂N

倚

琢 ij[ f i
k(x j) - f i

k(y j)] + 移
( j,k)沂N

倚

茁 ij[ f i
k(x j) - f i

k(y j)] = 0.

从而有

摇 摇 u*
i - v*i = 移

j屹i

( j,k)沂N

倚

琢 ij[ f i
k(x j) - f i

k(y j)] + 移
( j,k)沂N

倚

茁 ij[ f i
k(x j) - f i

k(y j)] 伊

摇 摇 摇 摇 琢 ii
f i
k(u*

i ) - f i
k(v*i )

u*
i - v*i

- 滋 i

-1
臆

{ [摇 摇 摇 摇 移
j屹i

( j,k)沂N

倚

琢 ij
f i
k(x j) - f i

k(y j)
x j - y j

+ 移
( j,k)沂N

倚

茁 ij
f i
k(x j) - f i

k(y j)
x j - y ]

j
伊

摇 摇 摇 摇 琢 ii
f i
k(u*

i ) - f i
k(v*i )

u*
i - v*i

- 滋 i

-

}
1

椰x - y椰 臆

{ [摇 摇 摇 摇 移
j屹i

( j,k)沂N

倚

l
-
j
k 琢 ij + 移

( j,k)沂N

倚

l
-
j
k 茁 ]ij 伊

摇 摇 摇 摇 琢 ii
f i
k(u*

i ) - f i
k(v*i )

u*
i - v*i

- 滋 i

-

}
1

椰x - y椰 =

摇 摇 摇 摇 酌 i椰x - y椰,
其中

摇 摇 酌 i [= 移
j屹i

( j,k)沂N

倚

l
-
j
k 琢 ij + 移

( j,k)沂N

倚

l
-
j
k 茁 ]ij 伊 琢 ii

f i
k(u*

i ) - f i
k(v*i )

u*
i - v*i

- 滋 i

-1
.

下证 酌 i < 1.
由条件(H3)以及备注 2 的讨论可知存在下面两种情况:
蚵 当 琢 ii > 0 时,

摇 摇 l

摇 倚

i
k 臆 l

摇 倚i
k <

啄 i

琢 ii
或

2滋 i

琢 ii
< l

摇 倚

i
k 臆 l

摇 倚i
k,

蛎 当 琢 ii < 0 时,
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摇 摇 l

摇 倚

i
k 臆 l

摇 倚i
k <

2滋 i

琢 ii
或

啄 i

琢 ii
< l

摇 倚

i
k 臆 l

摇 倚i
k .

对于情况蚵,若 l

摇 倚

i
k 臆 l

摇 倚i
k < 啄 i / 琢 ii, 则有

摇 摇 琢 ii
f i
k(u*

i ) - f i
k(v*i )

u*
i - v*i

臆 琢 ii l

摇 倚

i
k 臆 啄 i = 滋 i - 移

j屹i

( j,k)沂N

倚

l
-
j
k 琢 ij - 移

( j,k)沂N

倚

l
-
j
k 茁 ij ,

摇 摇 琢 ii
f i
k(u*

i ) - f i
k(v*i )

u*
i - v*i

- 滋 i < - 移
j屹i

( j,k)沂N

倚

l
-
j
k 琢 ij - 移

( j,k)沂N

倚

l
-
j
k 茁 ij ,

因此

摇 摇 琢 ii
f i
k(u*

i ) - f i
k(v*i )

u*
i - v*i

- 滋 i > 移
j屹i

( j,k)沂N

倚

l
-
j
k 琢 ij + 移

( j,k)沂N

倚

l
-
j
k 茁 ij ,

摇 摇 酌 i [= 移
j屹i

( j,k)沂N

倚

l
-
j
k 琢 ij + 移

( j,k)沂N

倚

l
-
j
k 茁 ]ij 伊 琢 ii

f i
k(u*

i ) - f i
k(v*i )

u*
i - v*i

- 滋 i

-1
< 1.

若 2滋 i / 琢 ii < l

摇 倚

i
k 臆 l

摇 倚i
k, 则有

摇 摇 琢 ii
f i
k(u*

i ) - f i
k(v*i )

u*
i - v*i

逸 琢 ii l

摇 倚

i
k 逸2滋 i > 滋 i + 移

j屹i

( j,k)沂N

倚

l
-
j
k 琢 ij + 移

( j,k)沂N

倚

l
-
j
k 茁 ij ,

摇 摇 琢 ii
f i
k(u*

i ) - f i
k(v*i )

u*
i - v*i

- 滋 i > 移
j屹i

( j,k)沂N

倚
l
-
j
k 琢 ij + 移

( j,k)沂N
倚

l
-
j
k 茁 ij .

因此

摇 摇 琢 ii
f i
k(u*

i ) - f i
k(v*i )

u*
i - v*i

- 滋 i > 移
j屹i

( j,k)沂N

倚

l
-
j
k 琢 ij + 移

( j,k)沂N

倚

l
-
j
k 茁 ij ,

摇 摇 酌 i [= 移
j屹i

( j,k)沂N

倚

l
-
j
k 琢 ij + 移

( j,k)沂N

倚

l
-
j
k 茁 ]ij 伊 琢 ii

f i
k(u*

i ) - f i
k(v*i )

u*
i - v*i

- 滋 i

-1
< 1.

对于情况蛎,类似于情况蚵的方法,可以证明 酌 i < 1.
因此, GN- 是压缩映射且GN- 在撞N- 中有唯一的一个不动点,该不动点也就是系统(1)唯一的

平衡点. 至此定理证毕. 阴

备注 3摇 如果 N2 = N3 = 堙,且 u- 是系统(1) 在 撞N- 中唯一的平衡点,那么 u- 沂 int(撞N- ),这是因为 撞N- 的

边界点不可能满足系统(1)的平衡方程.

定理 2摇 设 N
-
= (N1,堙,堙) 是 N 伊 M 的一个划分. 如果条件(H1)、(H2)和(H3)成立,那

么 int(撞N-) 是系统(1)的一个不变集.

证明摇 注意到 N2 = N3 = 堙,故 N

倚

= N1 且 P(N1) = N . 设 x准( t) = (x准
1( t),x准

2( t),…,x准
n( t))

是系统(1) 对应于初始条件准 = (准1,准2,…,准n) 沂C([ t0 - 子,t0],int(撞N-)) 的解. 对于所有( i,
k) 沂 N1,都存在一个充分小的整数 着(着 垲 (孜 i

k - 孜 i
k-1) / 2) 使得

摇 摇 准i( s) 沂 [孜 i
k-1 + 着,孜 i

k - 着],摇 摇 坌s 沂 [ t0 - 子,t0] .

设区域 D =仪 i沂N
[孜 i

k-1 + 着,孜 i
k - 着] . 下面用反正法证明 x准( t) 在D中. 若 x准( t) 不在D中,
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则下面两种情况之一必然会发生.

情况 1摇 一定存在某个时刻 t1 > t0 以及某个( i,k) 沂 N

倚

使得 x准
i ( t1) = 孜 i

k-1 + 着,x准
i ( t1) 臆0

且

摇 摇
孜 i
k-1 + 着 臆 x准

i ( t) 臆 孜 i
k - 着, 子 臆 t < t1,

孜 j
k-1 + 着 臆 x准

j ( t) 臆 孜 j
k - 着, 子 臆 t < t1, j 屹 i, j 沂 N{ .

由系统(1)及条件 (HA
f ik
) 可得

摇 摇 x准
i ( t1) = - 滋 ix准

i ( t1) + 琢 ii f i
k(x准

i ( t1)) +

摇 摇 摇 摇 移
j屹i

琢 ijg j(x准
j ( t1)) + 移

n

j = 1
茁 ijg j(x准

j ( t1 - 子 ij)) + Ji 逸

摇 摇 摇 摇 - 滋 i(孜 i
k-1 + 着) + 琢 ii f i

k(孜 i
k-1 + 着) - 移

j屹i
琢 ij g#

j - 移
n

j = 1
茁 ij g#

j + Ji =

摇 摇 摇 摇 F

摇 倚

i
k(孜 i

k-1 + 着) > 0,
这就与 x准

i ( t1) 臆 0 相矛盾.

情况 2摇 一定存在某个时刻 t1 > t0 以及某个( i,k) 沂N

倚

使得 x准
i ( t1) = 孜 i

k - 着,x准
i ( t1) 逸0 且

摇 摇
孜 i
k-1 + 着 臆 x准

i ( t) 臆 孜 i
k - 着, 子 臆 t < t1,

孜 j
k-1 + 着 臆 x准

j ( t) 臆 孜 j
k - 着, 子 臆 t < t1, j 屹 i, j 沂 N{ .

由系统(1)及条件 (HA
f ik
) 可得

摇 摇 x准
i ( t1) = - 滋 ix准

i ( t1) + 琢 ii f i
k(x准

i ( t1)) +

摇 摇 摇 摇 移
j屹i

琢 ijg j(x准
j ( t1)) + 移

n

j = 1
茁 ijg j(x准

j ( t1 - 子 ij)) + Ji 臆

摇 摇 摇 摇 - 滋 i(孜 i
k - 着) + 琢 ii f i

k(孜 i
k - 着) + 移

j屹i
琢 ij g#

j + 移
n

j = 1
茁 ij g#

j + Ji =

摇 摇 摇 摇 F
摇 倚i

k(孜 i
k - 着) < 0,

这就与 x准
i ( t1) 逸 0 相矛盾.

由情况 1 与情况 2 的讨论, 可得 x准( t) 沂 D 沂 int(撞N-), 即 int(撞N-) 是系统(1)的一个不

变集. 至此定理证毕. 阴

定理 3摇 设 N
-
= (N1,N2,堙) 是 N 伊 M 的一个划分. 如果条件(H1)、(H2)和(H3)成立,那

么

(a) 若 N2 屹 堙,则系统(1) 在 撞N- 中唯一的平衡点是不稳定的;
(b) 若 N2 = 堙,则系统(1) 在 撞N- 中唯一的平衡点是局部指数稳定的.
证明摇 给定初始条件 准 = (准1,准2,…,准n) 沂 C([ t0 - 子,t0],int(撞N-)),设 x准( t) = (x准

1( t),
x准
2( t),…,x准

n( t)) 是系统(1) 的解. 根据定理 1 可知系统(1) 在 撞N- 中存在唯一的平衡点 x-( t) =
(x- 1( t),x- 2( t),…,x- n( t)) . 设 z( t) = x准( t) - x- .

首先证明结论(a). 定义 UU ( t) = maxi沂 {N maxs沂[ t0-子,t] zi( s }) . 对于给定的 t 逸 t0, 定义

摇 摇 J( t) {= i 沂 P(N2) zi( t) 逸 z j( t) , 坌j 沂 P(N2 }) ,
摇 摇 I( t) {= i 沂 J( t) 鄣+ zi( t) 逸 鄣+ z j( t) , 坌j 沂 J( t }) ,
摇 摇 滓( t) = min I( t),
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其中 鄣+ 表示右导数.

现在我们证明一定存在某个时刻 t1 > t0 以及某个 j 沂 P(N2),使得 x准
j ( t1) < 灼

倚

j 或 x准
j ( t1)

> 灼
倚

j,其中 灼

倚

j,灼
倚

j 沂 I jk 且 灼

倚

j 臆 灼
倚

j . 否则,有

摇 摇 灼

倚

k 臆 x准
k( t) 臆 灼

倚

k,摇 摇 坌k 沂 P(N2), t 逸 t0 - 子 . (4)
于是,下面两种情况之一必然会发生:

(C1) 对于任意 i 沂 P(N1), t 逸 t0,有 z滓( t)( t) 逸 zi( t) ;

(C2) 对于某个 资 沂 P(N1) 以及某个 t1 逸 t0,有 z资( t1) 逸 z滓( t1)( t1) .
对于情况(C1),我们首先证明

摇 摇 UU ( t) = max
i沂P(N2)

{
,

zi( t }) ,摇 摇 坌t 逸 t0, (5)

即,集 {合 zi( t) i 沂 P(N2
}) 中至少有个元素在 t时刻达到数值UU ( t) . 否则,必然存在某个

时刻 t > t0,使得UU ( t) = z咨( t2) ,其中 咨 沂 P(N2),t2 沂[ t0,t) . 令( 咨,p) 沂N2 . 由条件(H3)易

知,对于任意的 u,v 沂 I咨p,有 琢 咨 咨(( f 咨
p(u) - f 咨

p(v)) / (u - v)) > 2滋 咨 . 我们计算得

摇 摇 鄣+ z咨( t2) 逸- 滋 咨 z咨( t2) + 琢 咨 咨
f 咨
p(x咨( t2)) - f 咨

p(x- 咨)
x咨( t2) - x- 咨

z咨( t2) -

摇 摇 摇 摇 移
j屹咨

( j,k)沂N

倚

琢 咨 j
f j
k(x j( t2)) - f j

k(x- j)
x j( t2) - x- j

z j( t2) -

摇 摇 摇 摇 移
( j,k)沂N

倚

茁 咨 j
f j
k(x j( t2 - 子 咨 j)) - f j

k(x- j)
x j( t2 - 子 咨 j) - x- j

z j( t2 - 子 咨 j) >

摇 摇 摇 [摇 滋 咨 - 移
j屹咨

( j,k)沂N

倚

l
-
j
k 琢 咨 j + 移

( j,k)沂N

倚

l
-
j
k 茁 咨 ]j UU ( t) =

摇 摇 摇 摇 啄 咨UU ( t) 逸 0.
这与 UU ( t) = z咨( t2) 矛 盾. 因 此 式 (5) 成 立. 对 于 任 意 t 逸 t0, 定 义 籽( t) =
mi {n j 沂 P(N2) UU ( t) = z j( t }) , 那么计算得

摇 摇 鄣+ UU ( t) = 鄣+ z籽( t)( t) | 咨 j >

摇 摇 摇 [摇 滋 籽( t) - 移
j屹籽( t)

( j,k)沂N

倚

l
-
j
k 琢 籽( t) j + 移

( j,k)沂N

倚

l
-
j
k 茁 籽( t) ]j UU ( t) =

摇 摇 摇 摇 min
i沂

{
N

啄 }i UU ( t) .

因此 UU ( t) 是无界的. 这与式(4)矛盾.
对于情况(C2),必定存在 s1 沂 ( t0,t1),使得 z滓( s)( s) 逸 zi( s) , 坌i 沂 P(N1), 坌s 沂

( t0,s1),并且必定存在 资 沂 P(N1), 使得

摇 摇 z资( s1) = z滓( s1)( s1) , 鄣+ z资( s1) 逸 鄣+ z滓( s1)( s1) . (6)
类似于式 (5) 的证明,可以证明 UU ( s) = max

i沂P(N2)
{

,
zi( s }) ,坌t 逸 [ t0,s1] . 于是UU ( s1) =

zl( s1) = z资( s1) ,其中 l = 滓( s1) . 设 (资,p) 沂 N1 且 ( l,q) 沂 N2 . 注意到,在条件(H3)下有

摇 摇 琢 资资
f 资
p (u) - f 资

p (v)
u - v < 啄 资,摇 摇 坌u,v 沂 I 资

p ,
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且

摇 摇 琢 ll
f l
p(u) - f l

p(v)
u - v > 2滋 l,摇 摇 坌u,v 沂 Ilp .

于是计算可得

摇 摇 鄣+ z资( s1) - 鄣+ zl( s1) 逸

摇 摇 摇 摇 (滋 l - 滋 资) UU ( s1) [+ 琢 资资
f 资
p (x咨( s1)) - f 资

p (x- 咨)
x资( s1) - x- 资

-

摇 摇 摇 摇 琢 ll
f l
q(x咨( s1)) - f l

q(x- 咨)
xl( s1) - x- ]

l
UU ( s1) +

摇 摇 摇 摇 移
j屹资

( j,k)沂N

倚

琢 资 j
f j
k(x j( s1)) - f j

k(x- j)
x j( s1) - x- j

z j( s1) +

摇 摇 摇 摇 移
j屹l

( j,k)沂N

倚

琢 l j
f j
k(x j( s1)) - f j

k(x- j)
x j( s1) - x- j

z j( s1) +

摇 摇 摇 摇 移
( j,k)沂N

倚

茁 资 j
f j
k(x j( s1 - 子 资 j)) - f j

k(x- j)
x j( s1 - 子 资 j) - x- j

z j( s1 - 子 资 j) +

摇 摇 摇 摇 移
( j,k)沂N

倚

茁 l j
f j
k(x j( s1 - 子 l j)) - f j

k(x- j)
x j( s1 - 子 l j) - x- j

z j( s1 - 子 l j) <

摇 摇 摇 [摇 滋 l - 移
j屹l

( j,k)沂N

倚

l
-
j
k 琢 l j + 移

( j,k)沂N

倚

l
-
j
k 茁 l ]j UU ( s1) =

摇 摇 摇 摇 - 啄 lUU ( s1) 臆 0.
这与式(6)矛盾.

由情况(C1)和(C2)的讨论,我们可知一定存在某个时刻 t1 > t0 和某个 j 沂 P(N2),使得

x准
j ( t) < 灼

倚

j 或 x准
j ( t) > 灼

倚

j . 因此,x- 是不稳定的.

(b) 注意到 N
-
= (N1,堙,堙),于是P(N

倚

)= P(N1)= N . 由假设条件(H3)可得,对于任意的

( i,k) 沂 N

倚

= N1,都存在一个充分小的数 着 i > 0, 使得

摇 摇 琢 ii
f i
k(u) - f i

k(v)
u - v 臆 啄 i - (L + 1)着 i,摇 摇 坌u,v 沂 I i

k,

其中 L = 2子 移
( j,k)沂N

倚

l
-
j
k 茁 ij . 对于任意的 i 沂 N, 定义

摇 摇 VV i( t) = e着( t -t0) zi( t) ,
其中

摇 摇 着 = mi {n 着1, 着2, …, 着 n, (ln 2) / }子 . 令 姿 > 0, K = max
i沂

{
N

max
s沂[ t0-子,t0]

zi( s }) > 0. 显

然VV i( t) < K姿,坌t 沂 [ t0 - 子,t0],坌i 沂 N . 以下,我们证明

摇 摇 VV i( t) < K姿,摇 摇 坌t > t0, 坌i 沂 N . (7)
否则,必定存在一个 l沂N以及一个 t1 > t0,使得VV i( t) 臆K姿,坌t沂[ t0 - 子,t1],坌i沂N {\ }l ,
并且VV l( t) 臆 K姿,t 沂 [ t0 - 子,t1) 以及
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摇 摇 VV l( t1) = K姿, 鄣+ VV l( t1) 逸 0. (8)

设 ( l,p) 沂 N

倚

. 注意到

摇 摇 琢 ll
f l
p(xl( t1)) - f l

p(x- l)
xl( t1) - x- l

臆 啄 l - (L + 1)着 .

计算可得

摇 摇 鄣+ zl( t1) 臆- 滋 l zl( t1) + 琢 ll
f l
p(xl( t1)) - f l

p(x- l)
xl( t1) - x- l

zl( t1) +

摇 摇 摇 摇 移
j屹l

( j,k)沂N

倚

琢 咨 j
f j
k(x j( t1)) - f j

k(x- j)
x j( t1) - x- j

z j( t1) +

摇 摇 摇 摇 移
( j,k)沂N

倚

茁 l j
f j
k(x j( t1 - 子 l j)) - f j

k(x- j)
x j( t1 - 子 l j) - x- j

z j( t1 - 子 l j) <

摇 摇 摇 摇 [ - 滋 l + 啄 l - (L + 1)着] zl( t1) +

摇 摇 摇 摇 移
j屹l

( j,k)沂N

倚

琢 咨 j
f j
k(x j( t1)) - f j

k(x- j)
x j( t1) - x- j

z j( t1) +

摇 摇 摇 摇 移
( j,k)沂N

倚

茁 l j
f j
k(x j( t1 - 子 l j)) - f j

k(x- j)
x j( t1 - 子 l j) - x- j

z j( t1 - 子 l j) ,

因此

摇 摇 鄣+ VV l( t1) < ( - 滋 l + 啄 l - L着) VV l( t1) +

摇 摇 摇 摇 移
j屹l

( j,k)沂N

倚

琢 咨 j
f j
k(x j( t1)) - f j

k(x- j)
x j( t1) - x- j

VV j( t1) +

摇 摇 摇 摇 移
( j,k)沂N

倚

茁 l j
f j
k(x j( t1 - 子 l j)) - f j

k(x- j)
x j( t1 - 子 l j) - x- j

VV j( t1 - 子 l j)e着子 l j 臆

摇 摇 摇 摇 - (1 + 2子着 - e着子) 移
( j,k)沂N

倚

l
-
j
k 茁 l j K姿 臆0.

这与式(8)相矛盾. 因此式(7)成立. 于是, VV i( t) 臆 K,坌t > t0,坌i 沂 N . 从而我们可得

摇 摇 x准
i ( t) - x- i 臆 Ke -着( t -t0) = max

j沂
{

N
max

s沂[ t0-子,t0]
x准
i ( s) - x- }i e -着( t -t0) . (9)

因此, 椰x准( t) - x-椰 臆 椰准 - x-椰t0e
-着( t -t0),这就意味着 x- 是指数稳定的. 此定理证毕. 阴

3摇 数 值 仿 真

在本节中,我们给出两个数值仿真例子来说明本文所获结果的有效性.
例 1摇 考虑如下神经网络模型:

摇 摇
x1( t)
x2( t

æ

è
ç

ö

ø
÷

)
= -

x1( t)
x2( t

æ

è
ç

ö

ø
÷

)
+ 6 0. 4

- 0. 5
æ

è
ç

ö

ø
÷

6
g1(x1( t))
g2(x2( t)

æ

è
ç

ö

ø
÷

)
+

摇 摇 摇 摇 - 0. 3 0. 2
- 0. 1

æ

è
ç

ö

ø
÷

2
g1(x1( t - 0. 2))
g2(x2( t - 0. 1)

æ

è
ç

ö

ø
÷

)
+ 0. 1æ

è
ç

ö

ø
÷

0
, (10)

其中 g1(u) = g2(u) = tanh u .
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设分段点 孜 i
1 = - 2,孜 i

2 = - arcosh 6 , 孜 i
3 = - 1, 孜 i

4 = 1, 孜 i
5 = arcosh 6 ,孜 i

6 = 2,i = 1,2. 于是

gi 可看成如下形式的逐段定义的函数

摇 摇 gi(u) =
tanh u, u < 孜 i

1,

tanh u, 孜 i
k-1 臆 u < 孜 i

k,

tanh u, u 逸 孜 i
6

ì

î

í

ï
ï

ïï ,

k = 2,3,…,6,

其中 i = 1,2. 通过直接计算可知:

摇 摇 g#
1 = g#

2 = 1, l

倚

i
1 = 0, l

倚
i
1 = l

倚

i
2 = 1

cosh22
抑 0. 070 7,

摇 摇 l
倚

i
2 = l

倚

1
3 = 1

6 抑 0. 166 7, l
倚

i
3 = l

倚

1
4 = 1

cosh21
抑 0. 42,

摇 摇 l
倚

i
4 = 1, l

倚
i
5 = 1

cosh21
, l

倚

i
5 = l

倚
i
6 = 1

6 , l

倚

i
6 = l

倚
i
7 = 1

cosh22
, l

倚

i
7 = 0,

摇 摇 N1 {= (1,1),(1,7),(2,1),(2,7 }) , N2 {= (1,4),(2,4 }) ,
摇 摇 N3 {= ( i,2),( i,3),( i,5),( i,6) i = 1, }2 .

因此 N 伊 M 有 49 个划分 N
-
= (N1,N2,N3),其中具有形如(N1,N2,堙) 的划分有 9 个:

摇 摇 N
-

1 = {( (1,1), (2,1 }) , 堙, 堙), N
-

2 = {( (1,1), (2,7 }) , 堙, 堙),

摇 摇 N
-

3 = {( (1,1), (2,1 }) , 堙, 堙), N
-

4 = {( (1,7), (2,7 }) , 堙, 堙),

摇 摇 N
-

5 = {( (1,1 } {) , (2,4 }) , 堙), N
-

6 = {( (1,7 } {) , (2,4 }) , 堙),

摇 摇 N
-

7 = {( (2,1 } {) , (1,4 }) , 堙), N
-

8 = {( (2,7 } {) , (1,4 }) , 堙),

摇 摇 N
-

9 = (堙 {, (1,4), (2,4 }) , 堙) .
由定理 1 可知,系统(10)在每个划分区域 Dl 撞N- l( l = 1,2,…,9) 都有一个平衡点,而在

其它 40 个划分区域内没有平衡点. 由定理 3 可知,在划分区域 D1, D2, D3, D4 的平衡点是指

数稳定的,而在划分区域 D5, D6, D7, D8, D9 的平衡点是不稳定的(如图 1 和图 2 所示).

备注 4摇 本文中的定理也可用于连续激活函数的时滞神经网络的多稳定性的判断. 因为只要设定恰当

的分段点,连续函数就可以看成形如式(2)的逐段定义的函数.

例 2摇 考虑如下神经网络模型:

摇 摇
x1( t)
x2( t

æ

è
ç

ö

ø
÷

)
= -

x1( t)
x2( t

æ

è
ç

ö

ø
÷

)
+ 2. 1 - 0. 2

0. 5 0.
æ

è
ç

ö

ø
÷

8
g1(x1( t))
g2(x2( t

æ

è
ç

ö

ø
÷

))
+

摇 摇 摇 摇 - 0. 2 0. 1
- 0. 3 0.

æ

è
ç

ö

ø
÷

6
g1(x1( t - 0. 1))
g2(x2( t - 0. 2

æ

è
ç

ö

ø
÷

))
+ - 0. 52

0.
æ

è
ç

ö

ø
÷

15
,

其中

摇 摇 g1(u) =

- 0. 5, u < - 1,
- 0. 5u - 1, - 1 臆 u < 0,
0. 98u, 0 臆 u < 1,
1, u 逸1

ì

î

í

ï
ï

ï
ï ,

摇 摇 g2(u) =
- 1, u < - 1,
- u, - 1 臆 u < 1,
1, u 逸1

{
.
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图 1摇 例 1 中 4 个稳定平衡点和 5 个不稳定平衡点同时存在

Fig. 1摇 Coexistence of 4 stable equilibria and 5 unstable equilibria in example 1

图 2摇 例 1 中 x1, x2 的瞬态特性

Fig. 2摇 Transient behavior of x1, x2 in example 1

通过直接计算可知:

摇 摇 l

倚

1
1 = l

倚
1
1 = 0, l

倚

1
2 = l

倚
1
2 = - 0. 5, l

倚

1
3 = l

倚
1
3 = 0. 98, l

倚

1
4 = l

倚
1
4 = 0,

摇 摇 l

倚

2
1 = l

倚
2
1 = 0, l

倚

2
2 = l

倚
2
2 = - 1, l

倚

2
3 = l

倚
2
3 = 0,

摇 摇 g#
1 = g#

2 = 1, N1 {= (1,1),(1,4),(2,1),(2,2),(2,3 }) ,
摇 摇 N2 {= (1,3 }) , N3 {= (1,2 }) .

因此 N 伊 M 有 12 个划分:
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图 3摇 例 2 中 6 个稳定平衡点和 3 个不稳定平衡点同时存在

Fig. 3摇 Coexistence of 6 stable equilibria and 3 unstable equilibria in example 2

图 4摇 例 2 中 x1, x2 的瞬态特性

Fig. 4摇 Transient behavior of x1, x2 in example 2

摇 摇 N
-

1 = {( (1,1), (2,1 }) , 堙, 堙), N
-

2 = {( (1,1), (2,2 }) , 堙, 堙),

摇 摇 N
-

3 = {( (1,1), (2,3 }) , 堙, 堙), N
-

4 = {( (1,4), (2,1 }) , 堙, 堙),

摇 摇 N
-

5 = {( (1,4 } {) , (2,2 }) , 堙), N
-

6 = {( (1,4 } {) , (2,3 }) , 堙),

摇 摇 N
-

7 = {( (2,1 } {) , (1,3 }) , 堙), N
-

8 = {( (2,2 } {) , (1,3 }) , 堙),

摇 摇 N
-

9 = {( (2,3 } {) , (1,3 }) , 堙), N
-

10 = {( (2,1 }) , 堙 {, (1,2 }) ),
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摇 摇 N
-

11 = {( (2,2 }) , 堙 {, (1,2 }) ), N
-

12 = {( (2,3 }) , 堙 {, (1,2 }) ) .
由定理 1 可知,系统(11)在每个划分区域 Dl 撞N- l( l = 1,2,…,9) 都有一个平衡点,而在

其它 3 个划分区域内没有平衡点. 由定理 3 可知,在划分区域 D1, D2, D3, D4, D5, D6 的平衡

点是指数稳定的,而在划分区域 D7, D8, D9 的平衡点是不稳定的(如图 3 和图 4 所示).

备注 5摇 在文献[30]中,作者考虑的激活函数是不连续多层函数,即逐段常数函数. 显然本文例 2 中所涉

及的激活函数要比多层函数复杂得多. 因此,文献[30]所获的结果并不能用于例 2 中神经网络(11)稳定性的

判断.

4摇 结摇 摇 论

本文研究了一类连续或不连续激活函数的时滞神经网络的多稳定性. 通过分析办法和对

状态空间的划分,我们给出了判断该神经网络多个平衡点存在及局部指数稳定的充分条件. 最
后,给出了两个数值仿真例子,说明所给判据的有效性和较小的保守性.
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Multistability of Delayed Neural Networks
With Discontinuous Activations

CHEN Xiao鄄feng,摇 SONG Qian鄄kun
(Department of Mathematics, Chongqing Jiaotong University,

Chongqing 400074, P. R. China)

Abstract: The problem on the multistability was investigated for delayed neural networks with
discontinuous activations. For the neural networks being studied, the traditional assumptions
on the continuity and the monotonicity of the activation functions were not required. Several
sufficient conditions for checking the coexistence and local exponential stability of equilibria for
the considered neural networks were given. Finally, two numerical examples were given to
show the effectiveness and less conservatism of the proposed criteria.

Key words: neural network; discontinuous neuron activation; multistability; exponential sta鄄
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学术要闻

虚拟激励法推动我国高速列车自主创新

由大连理工大学工业装备结构分析国家重点实验室赵岩、张亚辉、林家浩(我刊

编委)等承担的“十一五冶国家科技支撑计划“中国高速列车关键技术研究及装备研

制冶重大项目的子课题“车体弹性体随机振动响应分析平台鄄基于随机振动的车体及

设备可靠性评估技术冶历经 4 年研究开发和对实际车辆模型的仿真分析,最近获得

高速列车生产单位南车青岛四方机车车辆股份有限公司等单位的联合验收.
专家评审意见书指出,课题组“基于虚拟激励法建立高效、精确的全三维车体有

限元随机振动分析理论和仿真技术. 完成了高速列车车体弹性体随机振动响应数值

仿真平台 SiPESC鄄HiPEM冶;“建立高速列车车体随机振动分析数字化设计规范和流

程. 首次实现了具有百万自由度高速列车车体随机振动的仿真计算,为车体产品开

发提供了有效的分析工具,有力支撑了我国高速列车车体设计冶;“形成了标准的分

析流程和方法,提高了车体随机振动可靠性评估的准确性冶;“可有效地缩短研发周

期,提高计算精度冶. 意见书最后指出:“该课题的核心关键技术为自主开发,达到了

世界先进水平,对高速列车形成完整知识产权具有重要意义.

蕧蕧蕧蕧蕧蕧蕧蕧蕧蕧蕧蕧蕧蕧蕧蕧蕧蕧蕧蕧蕧蕧蕧蕧蕧蕧蕧蕧蕧蕧蕧蕧蕧蕧蕧蕧

冶

893 陈摇 摇 晓摇 摇 丰摇 摇 摇 宋摇 摇 乾摇 摇 坤


