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SH 波对多个凸起与凹陷相连
地形的散射问题研究

*
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摘要:摇 以双等腰三角形凸起与半圆形凹陷相连地形为例,研究了 SH 波对复杂地形的散射问题.
利用分区求解的方法,把求解模型分割成 3 个区域,利用复变函数和多极坐标的方法分别构造各

个区域内满足边界条件的波函数,根据公共边界上的位移和应力连续条件建立方程组,求解方程

组得到各未知系数. 最后给出复杂地形的地表位移,并分析了波数、入射角等不同因素对复杂地形

造成的散射影响.
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引摇 摇 言

不同的局部地形对地震动的影响研究是地震工程领域研究的热点,在这方面国内外的学

者已经做了很多研究工作. 本文以弹性波动理论为基础,选取 SH 波作为入射波形探讨模拟地

震波,分析研究一种山谷相连复杂地形的地震响应问题.
关于 SH 波对不同地形的散射研究方面,1973 年 Trifunac[1]首先利用波函数展开法求解了

平面 SH 波入射半圆形凹陷地形的地震动. 1990 年刘殿魁等[2鄄4]将复变函数法引用到二维散射

问题的分析之中,在凹陷地形对地震动的影响方面得到了许多研究成果. 对于凸起地形,一些

学者也分别研究了圆弧形凸起、等腰三角形凸起等地形对 SH 波的散射问题[5鄄13] . 但是以上这

些研究主要针对的是单一的简单地形,对于现实中山谷相连等复杂地形的研究则相对较少.
2011 年,文献[14]研究了双等腰三角形凸起与半圆形凹陷相连地形对 SH 波的散射. 基于不

同的方法,作者对类似地形进行了重新研究,最后给出了整体地表的位移分布情况.

1摇 问题的表述

双等腰三角形凸起与半圆形凹陷相连地形的模型图如图 1 所示. 两个三角形凸起的顶点
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分别为 O和 O4,凸起高度分别为 h1 和 h2;两个等腰三角形底边中点分别为 O1 和 O3,半圆形凹

陷的圆心为 O2,O1 和O2 的距离为 d1,O1 和O3 的距离为 d2;水平地表记为 S,凹陷边界为 S2,两
个三角形斜边分别为 C1 和 C2 .

图 1摇 双等腰三角形凸起与半圆形凹陷相连地形示意图

Fig. 1摇 Model of two isosceles triangle hills and a semi鄄cylindrical canyon

求解该问题对于 SH 波的散射,就要在水平地表 S,三角形凸起 C1,C2 和半圆形凹陷 S2 上

给定应力自由的边界条件来求解 SH 波的控制方程. 该问题属于混合边界求解问题,采用分区

求解思想,建立两个虚拟边界,把整个求解区域分成 3 部分,如图 2 所示. 区域玉和区域芋分别

为两个等腰三角形斜边和半圆形边界围成的角域,区域域为含有 3 个半圆形凹陷的半空间域.

图 2摇 模型分区示意图

Fig. 2摇 Model of partition

2摇 波函数的建立及求解

各向同性均匀连续的介质中,对于稳态情况(时间因子 e - i棕t), SH 波满足的控制方程在复

平面可以表示为

摇 摇 鄣2W
鄣z鄣z-

+ 1
4 k2W = 0, (1)

其中, W为位移函数,k = 棕 / Cs,棕为位移W(x,y,t) 的圆频率,Cs = 滋 / 籽 为介质的剪切波速,籽,
滋 分别为介质的质量密度和剪切模量.

在极坐标系下,相应的应力分量为
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摇 摇
子rz = 滋·鄣W

鄣r = 滋· 鄣W
鄣z ei兹 + 鄣W

鄣z-
e - i( )兹 ,

子兹z =
滋
r·

鄣W
鄣兹 = i滋· 鄣W

鄣z ei兹 - 鄣W
鄣z-

e - i( )兹

ì

î

í

ï
ï

ï
ï .

(2)

2. 1摇 区域玉和区域芋内的驻波函数

在区域玉内构造一个驻波函数,使其满足斜边界 C1 上应力为 0 的条件

摇 摇 子D1
兹z =

0, 兹 = + 兹0,
0, 兹 = - 兹0

{ .
(3)

在复平面内,满足方程(1)和边界条件(3)的驻波函数可以表示为

摇 摇 W D1( z,z-) = W0移
¥

m = 0
AmJmp1(k z ) z( )z

mp1
+ ( - 1)m z( )z

-mp

[ ]
1

, (4)

其中, Am 为待求的常数, W0 为驻波函数的最大幅值, p1 = 仔 / (2兹0), Jmp1(·) 为mp1 阶的 Bessel
函数.

记 O 为原点时 O1 点的复坐标为 h1,根据移动坐标方法,则 z 可以表示为:z = z1 + h1, 因此

式(4)在复平面 ( z1,z-1) 上可以表示为

摇 摇 W D1( z1,z-1) =

摇 摇 摇 摇 W0移
¥

m = 0
AmJmp1(k z1 + h1 ) z1 + h1

z1 + h
æ
è
ç

ö
ø
÷

1

mp1
+ ( - 1)m z1 + h1

z1 + h
æ
è
ç

ö
ø
÷

1

-mp
é
ë
êê

ù
û
úú

1
. (5)

根据公式(2),得到相应的应力表达式:

摇 摇 子D1
r1z1 =

滋kW0

2 移
¥

m = 0
AmQ1

mp1( z1 + h1), (6)

其中

摇 摇 Q j
t( s) = Jt -1(k s ) s( )s

t -1
ei兹j - Jt +1(k s )( - 1) t s( )s

-( t +1)
ei兹j +

摇 摇 摇 摇 Jt -1(k s )( - 1) t s( )s
1-t

e - i兹j - Jt +1(k s ) s( )s
t +1

e - i兹j .

同理,区域芋内的驻波函数在 ( z3,z-3) 上可表示为

摇 摇 W D2( z3,z-3) = W0移
¥

m = 0
BmJmp2(k z3 + h2 ) z3 + h2

z3 + h
æ
è
ç

ö
ø
÷

2

mp2é
ë
êê +

摇 摇 摇 摇 ( - 1)m z3 + h2

z3 + h
æ
è
ç

ö
ø
÷

2

-mp
ù
û
úú

2
, (7)

其中, Bm 为待求常数,p2 = 仔 / (2兹1), 相应的应力分量

摇 摇 子D2
r3z3 =

滋kW0

2 移
¥

m = 0
BmQ3

mp2( z3 + h2) . (8)

2. 2摇 区域域内的散射波

在区域域中存在由半圆形凹陷 S j( j = 1,2,3) 产生的散射波 W Sj,利用多极坐标方法,满足

水平地表表面上应力自由边界条件的散射波在复平面( z j,z- j) 上可分别表示为

摇 摇 W S1( z j,z- j) = W0移
¥

m = 0
CmH(1)

m (k 着1j ) 着1j

着1

æ
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j
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着1
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,

摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 着1j = z1, z2 + id1, z3 + id2; j = 1,2,3, (9)
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摇 摇 W S2( z j,z- j) = W0移
¥

m = 0
DmH(1)

m (k 着2j ) 着2j

着2
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摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 着2j = z1 - id1, z2, z3 + i(d2 - d1); j = 1,2,3, (10)

摇 摇 W S3( z j,z- j) = W0移
¥

m = 0
EmH(1)

m (k 着3j ) 着3j

着3
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摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 着3j = z1 - id2, z2 - i(d2 - d1), z3; j = 1,2,3. (11)
根据式(9)、(10)、(11)和式(2),可分别求得相应的应力:

摇 摇 子S1
r j z j =

滋kW0

2 移
¥

m = 0
CmU j

m(着1j), (12)

摇 摇 子S2
r j z j =

滋kW0

2 移
¥

m = 0
DmU j

m(着2j), (13)

摇 摇 子S3
r j z j =

滋kW0

2 移
¥

m = 0
EmU j

m(着3j), (14)

其中

摇 摇 U j
t( s) = H(1)

t -1(k s ) s( )s
t -1

ei兹j - H(1)
t +1(k s )( - 1) t s( )s

-( t +1)
ei兹j +

摇 摇 摇 摇 H(1)
t -1(k s )( - 1) t s( )s

1-t
e - i兹j - H(1)

t +1(k s ) s( )s
t +1

e - i兹j .

2. 3摇 入射波和反射波

如图 1 所示,SH 波在 x2O2y2 坐标系下入射,入射角为 琢,在复平面( z j,z- j) 上,入射波和反

射波可以表示为

摇 摇 W I+R( z j,z- j) =

摇 摇 摇 摇 W0移
¥

m = 0

着m

2 (i)mJm(k 着2j )[( - 1)meim琢 + e - im琢] 伊
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, (15)

其中, 着0 = 1,着m = 2(m = 1,2,…),相应的应力在复平面( z j,z- j) 上的表达式为

摇 摇 子I+R
r j z j =

滋kW0

2 移
¥

m = 0

着m

2 (i)m[( - 1)meim琢 + e - im琢]Q j
m(着2j) . (16)

2. 4摇 边界条件及定解方程组

由于区域玉、区域芋和区域域的公共边界 S1 和 S3 上满足应力和位移的连续条件,边界 S2

上满足应力自由的条件,根据上面已经构造的波函数,建立方程组

摇 摇

W D1( z1,z-1) = W S1( z1,z-1) + W S2( z1,z-1) +

摇 摇 W S3( z1,z-1) + W I+R( z1,z-1),摇 摇 z1 沂 S1,

子D1
r1z1 = 子S1

r1z1 + 子S2
r1z1 + 子S3

r1z1 + 子I+R
r1z1 , z1 沂 S1,

W D2( z3,z-3) = W S1( z3,z-3) + W S2( z3,z-3) +

摇 摇 W S3( z3,z-3) + W I+R( z3,z-3), z3 沂 S3,

子D2
r3z3 = 子S1

r3z3 + 子S2
r3z3 + 子S3

r3z3 + 子I+R
r3z3 , z3 沂 S3,

子S1
r2z2 + 子S2

r2z2 + 子S3
r2z2 + 子I+R

r2z2 = 0, z2 沂 S2

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ïï .

(17)
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把位移和应力的表达式代入式(17),在复数域内进行 Fourier 级数展开,重构方程组,求解

该方程组,即可得到各项未知系数.
由于问题中存在无穷级数,所以采用了截断有限项的办法对其进行求解. 最后将得到的系

数反代入式(17)中进行验证,其满足的精度可以达到 10-2 ~ 10-3,这保证了结果的精确性.
2. 5摇 地表位移幅值

将上节中求得的未知系数代入到位移和应力的表达式中,可以得到各个区域的位移幅值

变化情况.
区域玉和区域芋的总波场分别为 W D1 和 W D2, 区域域中的总波场为

摇 摇 W2 = W S1 + W S2 + W S3 + W I+R . (18)
入射波的波长 姿 可以和区域域中第二个半圆的半径 r2 组合成一个入射波的波数 浊, 有 浊 =

2r2 / 姿 .研究双等腰三角形凸起与半圆形凹陷相连地形对 SH 波散射的影响,就要研究不同的

SH 波波数和入射角与地表位移幅值之间的关系.

3摇 算例与结果分析

作为算例,建立的模型如图 1 所示. 假设入射波振幅 W0 为 1. 0,区域域中半圆的半径 r1 =

r2 = r3 = 1. 0,山谷距离 d2 = 2d1,两个三角形凸起的顶角 2兹0 和 2兹1 都是 60毅 . y2 / r2 = 0 对应着

半圆形凹陷的圆心,y2 / r2 = 依 1 表示半圆形凹陷与水平面的相交位置, y2 / r2 < 1 代表半圆形

凹陷上的点,y2 / r2 = - d1 和 y2 / r2 = d2 - d1 分别对应两个三角形凸起的顶点. 下面主要分析不同

的 SH 波波数和入射角、不同的三角形凸起和半圆形凹陷之间的距离对地表位移幅值的影响.

图 3摇 地表位移幅值图(山谷不相连)

Fig. 3摇 Surface displacement amplitudes
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图 4摇 地表位移幅值图(山谷相连)

Fig. 4摇 Surface displacement amplitudes

图 5摇 半圆形凹陷处地表位移比值图(不同的山谷距离)

Fig. 5摇 Ratio of surface displacement of semi鄄cylindrical canyon

1) 图 3 和图 4 分别给出了当双等腰三角形凸起和半圆形凹陷不直接相连和直接相连两

种情况时,SH 波分别以不同波数、不同入射角入射时地表位移幅值的变化情况. 如图所示,当
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浊 = 0. 1 时,所求解的问题为准静态情况. 随着波数的不断增大,地表位移的变化开始显示出动

力学特征. 当 SH 波垂直入射时,地表位移幅值的最大值始终出现在三角形的顶点附近. 而随

着入射角 琢 的增加,位移幅值会相对有所减小. 图 4 中地表两边的位移幅值和图 3 相差不大,
但是中间部分的地表位移幅值变化很明显,这是由于两边的三角形凸起和半圆形凹陷直接相

连,产生的散射波互相影响造成的.
2) 图 5 给出了当 SH 波水平入射山谷相连地形时,其中半圆形凹陷附近的地表位移与 SH

波入射单个半圆形凹陷地形时地表位移的比值 驻W 随不同山谷距离的变化情况. 如图示,随着

山谷距离的不断增大,驻W 将会越来越接近于 1,这说明两边等腰三角形凸起对半圆形凹陷的

影响越来越小,另一方面也证明了本文解答的正确性.
3) 以 SH 波水平入射为例,选择 3 种波数,以不同的山谷距离为水平坐标,以 驻W 的平均

值 e 为纵坐标画图,结果见图 6. 由图示,随着山谷距离的不断增大,e 越来越趋向于 1. 当 d1 =
100r1 时,1 - e < 0. 03, 此时已经非常接近于 SH 波入射单个半圆形凹陷时的情况.

图 6摇 半圆形凹陷处地表位移比值随山谷距离变化图

Fig. 6摇 Surface displacement of semi鄄cylindrical canyon of different distance

4摇 结摇 摇 论

本文综合利用游动坐标和复变函数等方法,以双等腰三角形凸起与半圆形凹陷相连地形

为例,求解了 SH 波对复杂山谷地形的散射问题.
分析表明,入射波波数和入射角等因素都会对地表位移产生不同的影响. 当波数较小时

(浊 < 0. 1), SH 波对地表位移的影响较小,此时呈现出准静态特征,而随着波数的不断增大,
地表位移的变化不断加剧,呈现出明显的动力学特征. 入射角方面,地表位移的幅值随着入射

角的减小不断增大,地表右侧的波动特性也越来越明显,当入射波垂直入射时 (琢 = 0毅), 此时

两个三角形凸起顶点处的位移幅值达到最大,并且当 SH 波垂直入射时,地表位移关于 x2 轴左

右对称,这是由于研究的模型是对称的.
文中对凸起与凹陷地形相连及不相连两种情况进行了对比,两种情况下中间半圆形凹陷

部分的地表位移有明显的不同,这是由于两边凸起对中间凹陷地形之间会有相互影响,这种相

互影响将随着山谷距离的增大而不断减小. 文中对不同山谷距离下的地表位移变化情况进行

了分析,结果表明,当凸起与凹陷地形相隔 100 倍山基半径时 (d1 = 100r1), 此时三角形凸起
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和半圆形凹陷之间的相互影响已经非常小,基本可以忽略(与不存在凸起时半圆形凹陷附近

地表位移的比值整体不超过 3% ). 三角形凸起和半圆形凹陷各自都会表现出单独被冲击时的

情况.
三角形凸起的顶角角度、 凸起高度等因素也会对地表位移造成不同的影响, 以后将进行

更深入的研究. 另外, 我们将进一步研究 SH 波入射含有部分沉积物的谷地与山体之间的影响

问题.
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Research on Scattering of SH鄄Waves on
Multiple Hills and Canyons

HAN Feng,摇 WANG Guang鄄zheng,摇 CHEN Han
(State Key Laboratory of Explosion Science and Technology,
Beijing Institute of Technology, Beijing 100081, P. R. China)

Abstract: Taking two triangular hills joined by a semi鄄cylindrical canyon as an example, scat鄄
tering of SH鄄waves by complicated terrain were studied. The model was divided into three do鄄
mains. The wave functions satisfying the boundary condition at each domain were constructed
by complex function and moving coordinate methods. The algebraic equations were constructed
according to the conjunction of displacement and stress. After solving the equations, the un鄄
known coefficients were acquired. At last, the surface displacement were provided and the in鄄
fluence of different factors such as wave numbers and incident angles were discussed.

Key words: SH鄄waves; two isosceles triangular hills; semi鄄cylindrical canyon; surface dis鄄
placement
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