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隧洞围岩应力复变函数分析法
中的解析函数求解

*
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(浙江科技学院 建工学院,杭州 310023)

摘要:摇 利用复变函数理论进行地下任意开挖断面隧洞围岩应力分析的前提,是根据围岩应力边

界条件方程推导出两个解析函数. 从 Harnack 定理出发,将隧洞围岩应力边界条件方程转化成积分

方程;把 Laurent 级数有限项表示的映射函数引入积分方程中,将以任意开挖断面为边界条件的解

析函数求解转化成以单位圆周线为边界条件的求解问题. 对积分方程中各被积函数在讨论域内的

解析性进行了分析,在此基础上利用留数理论求解了方程中各项积分值,并获得了用来表示任意

开挖断面隧道围岩应力的两个解析函数通式. 给出了圆形和椭圆形隧道的两个解析函数求解算

例,所获得的结果与文献中的结果一致. 利用留数理论推导出的两个解析函数通式,适用于任意开

挖断面隧洞的围岩应力解析解的计算,且计算过程更为简单,计算结果更为精确.
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引摇 摇 言

尽管地下隧洞围岩应力解析方法解决实际工程问题的作用十分有限,但通过对解析结果

的分析获得的规律性认识,在理论价值上是不容忽视的,为此众多学者展开了大量研究. 对地

下圆形和椭圆形隧洞的围岩应力解析分析,由于开挖洞形相对简单,无论采用实变函数还是复

变函数,均可方便地获得各种边界条件下的解析解[1鄄3] . 对其它开挖洞形的地下隧洞围岩应力

解析分析,则必须借助于复变函数理论[4鄄5] . 一般思路为:通过保角变换把以复杂开挖断面为边

界的问题,映射成以单位圆为边界条件的问题. 然而从围岩应力边界条件方程中推导出用来表

示围岩应力的两个解析函数 渍( z) 和鬃( z),在推导过程中对映射函数难于处理. 从现有研究成

果看,对映射函数的研究相对成熟[6鄄8] . 对圆形和椭圆形隧洞的 渍( z) 和鬃( z) 的推导,由于映射

函数较简单,用 Cauchy 积分法或幂级数法可方便地求得解析函数[9鄄11],但对其它开挖断面则

显得办法不多. 朱大勇等[12] 将应力边界条件方程中的 渍0(滓),鬃0(滓) 及映射函数组合项

棕(滓) / 棕忆(滓) 展开成 Laurent 级数,然后代入到边界条件方程中,根据等式两边同幂项相等原

则求解 3 个 Laurent 级数,将对一个方程的求解问题转化成上百个方程的求解,过程非常繁琐.

543

摇 应用数学和力学,第 34 卷 第 4 期
摇 2013 年 4 月 15 日出版

摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 Applied Mathematics and Mechanics摇
摇 摇 Vol. 34,No. 4,Apr. 15,2013

* 收稿日期:摇 2013鄄02鄄22
基金项目:摇 浙江省科技厅面上基金资助项目(2008C23009)
作者简介:摇 祝江鸿(1974—),男,浙江江山人,高级工程师(Tel:+86鄄571鄄85070856; E鄄mail;zhujiang鄄

hong@ zust. edu. cn).



吕爱钟、张路青等[13鄄15] 将应力边界条件方程转化成积分方程后,部分积分项的计算采用了

Cauchy 积分公式,而对被积函数 (棕(滓) / 棕忆(滓)) 渍忆
0(滓) 则用一个新的级数来代替. 赵凯等[16]

利用多角形法获得的映射函数求解了矩形硐室开挖后的围岩应力,在推导用来表示围岩应力

的两个解析函数过程中,为简化计算,映射函数只取了 3 项. 汤澄波等[17鄄18],王润富、刘金

高[19鄄20]利用复变函数法分别对高地应力区天幕线拱形硐室断面围岩应力及马蹄形和梯形孔

口的应力集中问题进行了分析,但均未给出解析函数的显式.
由上可知,现有的研究在利用复变函数理论推导用来表示围岩应力的 渍( z) 和鬃( z) 时,对

解析函数或映射函数均作了数学上的处理,这种处理是以损失围岩应力的计算精度作为代价

的;而且对于每一个具体问题都要重复上述的求解步骤,计算过程非常繁琐,不具有通用性. 因
此,对隧洞围岩应力复变函数分析法中的两个解析函数 渍( z) 和鬃( z) 的求解研究是不成熟的.
吕爱钟[13鄄14]、张路青等[15]及 Zhang 等[21]在推导 渍( z) 和 鬃( z) 过程中,对应力边界条件积分方

程中的部分积分项采用了 Cauchy鄄Goursat 基本定理和 Cauchy 积分公式进行求解,这是较其它

文献合理的地方. 事实上,Cauchy鄄Goursat 基本定理和 Cauchy 积分公式均是留数定理的特殊情

况,若地下隧洞应力边界条件积分方程中的每一被积函数解析性均已知,即被积函数在讨论域

内的奇点个数和类型均明确,则无需将待求的解析函数或解析函数与映射函数组合项展开成

级数求解,可应用留数理论直接求得每一积分项的积分,进而较方便地推导出用来表示围岩应

力的 渍( z) 和 鬃( z) 通式,使问题的求解大为简化且所获得的任意断面隧洞围岩应力解更为精

确.

1摇 隧洞围岩应力的复变函数表示

1. 1摇 z 变量表示的隧洞围岩应力

据平面弹性力学和复变函数理论知,在围岩容重为 酌,围岩侧压力系数为 姿 及埋深为 H 的

均质围岩中开挖任意断面隧洞,开挖后的围岩应力计算可按洞口平面应变问题考虑[22鄄23],计
算模型如图 1 所示;且围岩应力的弹性平面解可用两个解析函数 渍( z) 和 鬃( z) 表示如下:

图 1摇 任意开挖断面隧洞计算模型

Fig. 1摇 Calculation model for the tunnel with
arbitrary excavation cross section

滓x + 滓y = 4Re[渍忆( z)], (1)
滓y - 滓x = 2Re[ z-渍义( z) + 鬃忆( z)], (2)
子xy = Im[ z-渍义( z) + 鬃忆( z)], (3)

式中, z 为隧洞开挖后围岩中任意点,滓x,滓y 和 子xy

为该点的应力分量,z- 为 z 的共轭. 渍( z),鬃( z) 的

表达式及隧洞洞周的应力边界条件方程式为[4,21]

渍( z) = - 1
2仔(1 + k) (X + iY)ln z +

摇 摇 Bz + 渍0( z), (4)

鬃( z) = k
2仔(1 + k) (X - iY)ln z +

摇 摇 (B忆 + iC忆) z + 鬃0( z), (5)

渍( t) + t 渍忆( t) + 鬃( t) = f( t), (6)

B =
滓¥

x + 滓¥

y

4 , B忆 =
滓¥

y - 滓¥

x

2 , C忆 = 子¥

xy, (7)
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式(4)和(5)中的 k为整数,X和 Y为洞周面力沿坐标轴的合力分量;B,B忆 和C忆 的值可按式(7)
求得,反映的是围岩应力与隧洞埋深、围岩容重及侧压力系数之间的关系; 渍0( z) 和 鬃0( z) 为

待求的解析函数. 式(6)为隧洞洞周应力边界条件方程, t为洞壁上任意点, f( t) 为该点的面力

合力. 式(7) 中的 滓¥

x ,滓¥

y 和 子¥

xy 的力学意义及计算见图 1. 隧洞开挖后隧洞壁为自由表面,因此

洞周面力 f( t) 为 0,由此知 X 和 Y 亦为 0. 根据图 1 的计算模型知 C忆 亦为 0. 将式(4) 和(5) 代

入式(6) 中,若能求得 渍0( z) 和 鬃0( z),则根据式(4) 和(5) 可求得 渍( z) 和 鬃( z) .
1. 2摇 灼 变量表示的 渍( z) 和 鬃( z)

对隧洞的任意开挖断面,直接求 渍( z) 和鬃( z) 是有困难的. 在 z平面中的任意开挖断面,可
看成由 灼 平面上的单位圆映射而得,这样 渍( z) 和 鬃( z) 就可用 灼 变量表示,因此就涉及到映射

函数问题. 本文考虑将单位圆外域映射到任意断面隧洞外域(图 2),该映射函数可用式(8)的
Laurent 级数有限项表示:

(a) 单位圆外域 (b) 任意断面隧洞外域

(a) The region exterior to (b) The region exterior to the tunnel with
the unit circle arbitrary excavation cross section

图 2摇 单位圆鄄任意开挖断面外域映射关系

Fig. 2摇 The mapping relationship between the region exterior to the unit circle and
the region exterior to the tunnel with arbitrary excavation cross section

摇 摇 z = 棕(灼) = 移
m

n = 1
cn灼 -(n-2), (8)

式中, m 为映射函数项数,取值与实际开挖洞形的复杂程度及对映射函数精度的要求有关, cn
为复常数,已知 m 和 cn 便确定了映射函数 棕(灼),其求解可按文献[5] 进行. 将式(8) 代入式

(4) 和(5) 并考虑应力边界条件,则以 灼 变量表示的 渍( z) 和 鬃( z) 为

摇 摇 渍( z) = B棕(灼) + 渍1(灼), (9)
摇 摇 鬃( z) = B忆棕(灼) + 鬃1(灼), (10)

其中

摇 摇 渍1(灼) = 渍0(棕(灼)), 鬃1(灼) = 鬃0(棕(灼)) .
单位圆周线上的点用 滓 表示,将式(9)和(10)代入式(7)整理后得

摇 摇 渍1(滓) + 棕(滓)
棕忆(滓)

渍忆
1(滓) + 鬃1(滓) = - 2B棕(滓) - B忆 棕(滓) . (11)

由于 棕(灼) 已知,根据方程(11),若求得渍1(灼) 和鬃1(灼),则代入式(9) 和(10) 便获得了解

析函数 渍( z) 和 鬃( z) .
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2摇 解析函数 渍( z) 和 鬃( z) 的求解

2. 1摇 解析函数 渍1(灼) 的求解

对式(11)两边作 Cauchy 积分算子:

摇 摇 1
2仔i 矣L

渍1(滓)
滓 - 灼 d滓 + 1

2仔i 矣L
棕(滓) 渍忆

1(滓)

棕忆(滓)(滓 - 灼)
d滓 + 1

2仔i 矣L
鬃1(滓)
滓 - 灼 d滓 =

摇 摇 摇 摇 1
2仔i 矣L - 2B棕(滓)

滓 - 灼 d滓 - 1
2仔i 矣L B

忆 棕(滓)
滓 - 灼 d滓, (12)

式中规定 L 为图 2(a)中逆时针方向的单位圆周线, 灼 为单位圆外任意点. 由 Harnack 定理知式

(11)与(12)等价,即将边界条件方程转化为积分方程后求得的解仍为原问题的解. 下面对方

程中每一项进行积分求解,先求等式右边第 1 项的积分.

摇 摇 1
2仔i 矣L - 2B棕(滓)

滓 - 灼 d滓 =

摇 摇 摇 摇 - 2B 1
2仔i 矣L

c1滓 + c2 + c3滓 -1 + … + cm滓 -(m-2)

滓 - 灼 d滓, (13)

上式被积函数分子中第 1 和 2 项分别为 c1滓 和 c2,均为圆内解析函数;其它项 c3滓 -1,…,
cm滓 -(m-2),在圆内除原点是奇点外均解析,分母中的 灼 是圆外任意点,因此分母项在圆内亦是

解析函数. 由 Cauchy鄄Goursat 基本定理知,被积函数的第 1 和 2 项积分值均为 0. 根据留数理论

知,其它项积分是在原点的留数. 上述积分求解亦可在单位圆外域讨论,被积函数在 灼 和无穷

远点是孤立奇点,积分为两个奇点的留数和,而无穷远点的留数为常数可略去. 两种算法的结

果一致为

摇 摇 1
2仔i 矣L - 2B棕(滓)

滓 - 灼 d滓 =- 2B移
m

n = 3
cn灼(n-2) . (14)

再来求式(12)右边第 2 项积分值. 由于 滓 是单位圆周上的点,可作如下变换:

摇 摇 - 1
2仔i 矣L B

忆 棕(滓)
滓 - 灼 d滓 =

摇 摇 摇 摇 - B忆 1
2仔i 矣L

c1滓- + c2 + c3 滓 -1 + … + cm 滓 -(m-2)

滓 - 灼 d滓 =

摇 摇 摇 摇 - B忆 1
2仔i 矣L

c1滓 -1 + c2 + c3滓 + … + cm滓(m-2)

滓 - 灼 d滓 . (15)

式(15)右边第 1 项被积函数在圆内有原点这一奇点,并易知是一级极点;其他各项被积函数

在圆内均解析,其积分值均为 0,因此有

摇 摇 - 1
2仔i 矣L B

忆 棕(滓)
滓 - 灼 d滓 =- Re s B忆 C1

(滓 - 灼)滓,é
ë
êê

ù
û
úú

é
ë
êê

ù
û
úú0 =

B忆 C1

灼 . (16)

式(12)左边第 1 项的被积函数在圆外除 灼 和无穷远点外处处解析,由留数定理得

摇 摇 1
2仔i 矣L

渍1(滓)
滓 - 灼 d滓 =- 渍1(灼) + 渍1(肄 ) . (17)

再来讨论式(12)左边第 2 项的积分. 令

摇 摇 F(滓) = 棕(滓)
棕忆(滓)

渍忆
1(滓), (18)
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则有

摇 摇 F(滓) = 棕(滓)
棕忆(滓)

渍忆
1(滓) . (19)

渍1(灼) 和 棕(灼) 除无穷远点外是圆外解析函数,因此其一阶导数 渍忆
1(灼) 和 棕忆(灼) 在圆外有

相同的性质;而棕(滓) 可以看成为式(20)在圆周上的取值.

摇 摇
C1

灼 + C2 + C3灼 + … + Cm灼(m-2) = 移
m

n = 1
Cn灼(n-2) . (20)

显然式(20)在圆外域是除无穷远点的解析函数. 由解析函数性质知,上述 3 个函数的积

和商组合在圆外除无穷远点处处解析,而 F(滓) 是这个组合函数在圆周上的取值. 根据圆的对

称点原理知,F(滓) 必是圆内解析函数在单位圆周上的取值[24],故有

摇 摇 1
2仔i 矣L

棕(滓) 渍忆
0(滓)

棕忆(滓)(滓 - 孜)
d滓 = 0. (21)

同理知式(12)左边第 3 项的积分:

摇 摇 1
2仔i 矣L

鬃1(滓)
滓 - 灼 d滓 = 0. (22)

根据上述讨论结果,并略去常数项有

摇 摇 渍1(灼) = - 2B移
m

n = 3
Cn灼 -(n-2) - B忆 C1灼 -1 . (23)

2. 2摇 解析函数 鬃1(灼) 的求解

再来讨论 鬃1(灼) 的求解. 对式(11)取共轭得

摇 摇 渍1(滓) + 棕(滓)
棕忆(滓)

渍忆
1(滓) + 鬃1(滓) = - 2B 棕(滓) - B忆棕(滓) . (24)

对方程(24)两边作用 Cauchy 积分算子有

摇 摇 1
2仔i 矣L

渍1(滓)
滓 - 灼 d滓 + 1

2仔i 矣L
棕(滓)渍忆

1(滓)
棕忆(滓)(滓 - 灼)

d滓 + 1
2仔i 矣L

鬃1(滓)
滓 - 灼 d滓 =

摇 摇 摇 摇 - 1
2仔i 矣L 2B 棕(滓)

滓 - 灼 d滓 - 1
2仔i 矣L B

忆棕(滓)
滓 - 灼 d滓, (25)

式中 L 和 灼 的规定同上. 参照 渍1(灼) 的求解知

摇 摇 1
2仔i 矣L

渍1(滓)
滓 - 灼 d滓 = 0, (26)

摇 摇 1
2仔i 矣L

鬃1(滓)
滓 - 灼 d滓 =- 鬃1(灼) + 鬃1(肄 ), (27)

摇 摇 - 1
2仔i 矣L 2B 棕(滓)

滓 - 灼 d滓 =
2B C1

灼 , (28)

摇 摇 - 1
2仔i 矣L B

忆棕(滓)
滓 - 灼 d滓 = B忆移

m

n = 3
Cn灼 -(n-2) . (29)

现重点讨论式(25)左边中间项的积分. 由前述知 F(滓) 是圆外域除无穷远点外的解析函

数在圆周上的取值,因此该被积函数在圆外有 灼和无穷原点两个奇点,其中在 灼是一级极点,而
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在无穷远处是 m - 2 级极点,可用留数计算规则求其积分,也可由 Cauchy 积分公式求之:

摇 摇 1
2仔i 矣L

棕(滓)渍忆
1(滓)

棕忆(滓)(滓 - 灼)
d滓 =-

移
m

n = 1
cn灼(n-2)渍忆

1(灼)

棕忆(灼)
+ F(肄 ), (30)

其中 F(肄 ) 是常数. 根据上述讨论结果,并略去常数项有

摇 摇 鬃1(灼) = -
移
m

n = 1
cn灼(n-2)渍忆

1(灼)

棕忆(灼)
-

2B C1

灼 - B忆移
m

n = 3
Cn灼 -(n-2) . (31)

2. 3摇 渍( z) 和 鬃( z) 的求解

将式(23)和(31)代入式(9)和(10)整理后,有
摇 摇 渍( z) = - B棕(灼) + 2Bc1灼 - B忆 c1灼 -1, (32)

摇 摇 鬃( z) = - 渍忆
1(灼)[棕忆(灼)] -1移

m

n = 1
cn灼(n-2) + B忆c1灼 - 2B c1灼 -1 . (33)

3摇 算摇 摇 例

3. 1摇 地下隧洞圆形开挖断面

假设在地下开挖一半径为 R 的圆形断面隧道. 要获知用来表示围岩应力的 渍( z) 和 鬃( z),
首先要明确映射函数的表达式. 根据式(8),将单位圆外域映射到半径为 R 的圆外域,映射函

数可按下式给出为

摇 摇 z = c1灼, (34)
其中 c1 等于 R, 为实常数. 将式(34)代入式(23)并求一阶导数后得

摇 摇 渍忆
1(灼) = B忆c1灼 -2 . (35)

将式(34)和(35)代入式(32)和(33)后得

摇 摇 渍( z) = Bc1灼 - B忆c1灼 -1, (36)
摇 摇 鬃( z) = B忆c1灼 - 2Bc1灼 -1 - B忆c1灼 -3 . (37)

根据式(34),将上述两式的 灼 转化成 z 后有

摇 摇 渍( z) = Bz - B忆R2

z , (38)

摇 摇 鬃( z) = B忆z - 2BR2

z - B忆R4

z3
. (39)

式(38)和(39)给出的 渍( z) 和 鬃( z) 的表达式与文献中的幂级数法结果[5,25]是一致的. 由
于隧洞埋深、围岩容重及围岩侧压力系数已知,将 渍( z) 和鬃( z) 代入式(1)、(2)和(3),便可进

行圆形隧洞开挖后的围岩应力计算.
3. 2摇 地下隧洞椭圆形开挖断面

假设在地下开挖一椭圆形隧洞,隧洞断面尺寸如图 3 所示. 根据公式(8),将 灼平面上单位

圆外域映射到 z 平面上椭圆形断面外域的映射函数为

摇 摇 z = 棕(灼) = c 灼 + m( )灼
, (40)

其中, c 和m为实常数,c = (a + b) / 2,m = (a - b) / (a + b),上述映射函数亦可参见文献[4鄄5].将
式(40)转化成 Laurent 级数有限项的标准形式为
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摇 摇 z = c1灼 +
c3
灼 , (41)

其中, c1,c3 亦为实常数,c1 = c,c3 = cm;c2 为 0,故没有写出. 将式(41)代入式(23)并求一阶导

数后得

摇 摇 渍忆
1(灼) = (2Bc3 + B忆c1)灼 -2 . (42)

图 3摇 椭圆形隧洞尺寸

Fig. 3摇 Sizes of the elliptic tunnel

将式(41)和(42)代入式(32)和(33)后得

摇 摇 渍( z) = Bc1灼 - (B忆c1 + Bc3)灼 -1, (43)
摇 摇 鬃( z) = (2Bc3 + B忆c1)[c1灼2 - c3] -1(c1灼 -1 + c3灼) + B忆c1灼 - 2Bc1灼 -1 . (44)

将 B,B忆,c1 及 c3 代入式(43) 和(44) 后,可知 渍( z) 和 鬃( z) 与文献[5,9,25]的结果一致.
3. 3摇 地下隧洞其它开挖断面形状

无论是圆形还是椭圆形地下隧洞,仅用一个方程就能描述它的开挖边界线,故能给出精确

的映射函数且函数的项数分别为 1 和 2 项,因此用本文的方法求得的 渍( z) 和 鬃( z) 在形式上

较简单,也容易和文献中所获得的结果作比较. 对于其它开挖断面形状的隧洞,只要给出它们

的映射函数,利用本文所获的解析函数通式均可方便地求得 渍( z) 和鬃( z) 的表达式. 现有文献

对其它开挖断面形状的隧洞,均未给出 渍( z) 和鬃( z) 的显式,因此无法对其它开挖断面形状的

渍( z) 和 鬃( z) 求解作验证. 对其验证的思路是利用 渍( z) 和 鬃( z) 的通式并结合具体隧洞的映

射函数,进行围岩应力计算,再将计算结果与数值计算结果或工程经验作比较,由于篇幅所限,
这部分研究将另文给出. 事实上,对任意开挖断面的隧洞,只要给出映射函数,无需对 渍0(滓),
鬃0(滓),棕(滓) 及它们的组合项作任何的简化或截项处理,利用文中的 渍( z),鬃( z) 通式可直接

进行围岩应力计算,且整个计算过程不发生任何计算精度损失,计算精度仅依赖于映射函数的

精度.

4摇 结摇 摇 论

1) 从 Harnack 定理出发,将任意开挖断面隧洞围岩应力边界条件方程转化成积分方程;
对每一被积函数在讨论域内的解析性进行了分析,然后利用留数定理直接求得了积分方程中

每一积分项的积分;最后推导出用来求解任意开挖断面隧洞围岩应力的两个解析函数通式.
2) 与文献中其它方法相比,本文在推导 渍( z) 和 鬃( z) 的过程中没有采用新的级数来代替

被积函数,也没对映射函数的项数作截项处理,实际使用时只需将映射函数代入上述两个通式

即可进行围岩应力计算,因此较其它方法更简单有效且获得的围岩应力解析解更为精确.
3) 利用本文的 渍( z) 和 鬃( z) 进行隧洞围岩应力计算是有条件的,即映射函数是以将单位
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圆外域映射到隧洞实际开挖断面外域的 Laurent 级数有限项的形式给出;同时圆形和椭圆形隧

洞的两个解析函数求解表明,本文给出的 渍( z) 和 鬃( z) 表达式是可靠的.
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Analytic Functions in Stress Analysis of the Surrounding
Rock for Caverns With the Complex Variable Theory

ZHU Jiang鄄hong
(School of Civil Engineering and Architecture, Zhejiang University of Science

and Technology, Hangzhou 310023, P. R. China)

Abstract: Two analytic functions must be derived from the stress equation for the boundary con鄄
dition, when the surrounding rock stress is analyzed in the tunnel with arbitrary excavation cross
section with the complex variable theory. Based on the Harnack theorem, the stress equation for
the boundary condition was transformed into an integral equation in the surrounding rock. The
mapping function expressed with the finite Laurent series was introduced into the integral equa鄄
tion, and then the boundary with arbitrary excavation cross section was changed into the
boundary with the unit circle line for solving two analytic functions. The analyticity was studied
for each integrand in the integral equation in discussed domain. Using above result, each inte鄄
gral term of the equation was solved with the residue theorem and the general formulas of two
analytic functions were obtained to calculate the surrounding rock stress in tunnel with arbitrary
excavation cross section. Moreover, study examples of the analytic functions were provided for
the circular tunnel and the elliptic tunnel and two general formulas for analytic function. The
results were in accordance with the literatures. General formulas of two analytic function ob鄄
tained with the residue theorem are adopted to calculate the surrounding rock stress in the cav鄄
erns with arbitrary excavation cross section. Compared to other methods, it is much simpler to
obtain the analytical solutions and the calculating results are more precise for the actual cav鄄
erns.

Key words: surrounding rock stress; analytic function; excavation cross section; Laurent se鄄
ries; residue theorem
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