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摘要:摇 基于调制反馈方法,对参数周期与激励力周期不相同情况下,研究其参数系统受迫振动响

应三角级数解. 采用谐波的线性组合形式从数学上表达受迫振动响应解,然后通过运用谐波平衡,
将参数振动方程转化成无限阶线性代数方程组,解出其谐波的系数. 上述方法的特点在于:1) 用

三角级数来表达振动受迫响应,十分便于参数振动的频域分析,剖析受迫响应性质;2) 从解的表

达可直接推出组合谐波共振条件; 3) 采用标准的 Runge鄄Kutta 算法得到的相图证实上述方法结果

的精确性. 研究结果表明:该方法适用于参数振动完整受迫响应解的数学表达与分析.
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引摇 摇 言

参数振动问题源于物理和机械的许多领域,对参数系统的稳定性研究和受迫响应估计是

两个最重要的问题. 在以往的研究中已经有许多种方法用于研究参数系统的稳定性. 这些方法

包括 Hill 方法[1]、摄动法[2]、平均法、Floquet 理论[3]、Sinha Chebyshev 多项式方法[4]等. 用近似

解析摄动方法研究了简支边界下轴向变速运动黏弹性 Rayleigh 梁的横向非线性参数振动的稳

态响应问题等[5] .
另外一些计算方法用来研究受迫响应,包括 David 的传递矩阵法[6]、Floquet 特征向量的

线性组合[7]、改进的直接谱分析法[8]、IHB( incremental harmonical balance)法进行非线性振动

求解[9],多尺度法求振动响应[5]等计算方法来得到受迫响应. 这些计算方法很有效地应用于

多自由度参数系统的受迫响应估计. 但是在科学和工程应用中,用 Fourier 级数表示受迫响应

在故障识别与诊断中十分便捷. 尤其是在对裂纹转子故障诊断等相同的情况在机械中是十分

重要且不可替代的[10] . 在分析直齿轮副参数振动中,采用矩阵谱分解中的 Sylvester 理论和

Fourier 级数给出参数振动系统的频响函数及响应稳定[11] .
本文中,基于调制反馈概念[12鄄13]研究参数周期与激励力周期不相同情况下受迫参数振动

的三角级数响应解. 通过极限运算、谐波平衡和代数运算,可以得到稳定状态受迫响应解的完

整表达式. 提出的级数解形式虽然是从调制反馈系统物理模型借鉴的,且反映了参数振动受迫

响应中频率裂解的本质.

792

摇 应用数学和力学,第 34 卷 第 3 期
摇 2013 年 3 月 15 日出版

摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 Applied Mathematics and Mechanics摇
摇 摇 Vol. 34,No. 3,Mar. 15,2013

* 收稿日期:摇 2012鄄12鄄24
作者简介:摇 黄迪山(1957—) ,男, 浙江诸暨人,副教授,博士(E鄄mail:hdishan@ shu. edu. cn)



1摇 调制反馈系统

在参数周期与激励力周期不相同情况下,考虑参数振动方程(1):

摇 摇 d2x
dt2

+ 棕2
n(1 + 茁cos 棕o t)x = Acos 棕p t, (1)

式中, 棕o 为参数变化频率,棕p 外力激励频率,A 外力幅度,灼 阻尼率, 茁 调制指数.
将式(1)改写成式(2):

摇 摇 d2x
dt2

+ 棕2
nx = Acos 棕p t - x棕2

n 茁cos 棕o t . (2)

根据式(2),将受迫参数振动响应问题可以转化为图 1 所示的系统. 该系统是一个二阶线性

系统和一个幅值调制环节组成的特殊反馈系统. 系统输出 x(t) 是所关注的受迫参数振动响应.

图 1摇 调制反馈系统

Fig. 1摇 Modulation feedback system

由于幅值调制的存在,系统将产生频率裂解现象,此过程可以概括为,在第 1 个 驻t 的时间

内,谐波成分 棕p 通过调制分解成有谐波成分 棕p - 棕o 和 棕p + 棕o . 然后,调制结果作为新的谐波

成分直接反馈到二阶线性单元内. 在第 2 个 驻t 时间内,棕p,棕p - 棕o 和 棕p + 棕o 这 3 个部分成为

系统的输出,并且再次进入裂解过程,这样 棕p - 2棕o,棕p - 棕o,棕p,棕p + 棕o,棕p + 2棕o 这 5 个谐波

分量的组合进入输入端,系统由此进行裂变循环……. 整个频率裂变解过程为图 2 所示.

图 2摇 系统频率裂解过程 ( t 逸0, 驻t 寅0)
Fig. 2摇 Frequency splitting process ( t 逸0, 驻t 寅0)

假设频率裂解过程不断继续,频率裂解过程最终将达到动态稳状. 因此,存在许多由 棕p 和

棕o 线性组合的谐波成分作为频率裂解动态平衡的结果,在数学上表达为

摇 摇 x( t) = 移
¥

k = -¥

Bkcos(棕p + k棕o) t . (3)

由于谐波成分的能量集中于 棕n 附近的一个窄带中,所以当 k 寅 ¥时系数 Bk 寅0. 因此,参
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数振动方程受迫响应解问题就转化为确定式(3) 中的系数 Bk .

2摇 裂解协调代数方程

使用 Euler 方程,式(1)可以转化为

摇 摇 d2x
dt2

+ 棕2
nx +

棕2
n茁
2 (ej棕ot + e - j棕ot)x = A

2 (ej棕pt + e - j棕pt) . (4)

将式(3)代入式(4),通过式(4)中两边谐波平衡,得到无限个线性代数方程.

摇 摇
棕2

n茁
2 B -1 + [棕2

n - 棕2
p]B0 +

棕2
n茁
2 B1 = A, (5)

摇 摇 ……

摇 摇
棕2

n茁
2 Bk-1 + [棕2

n - (棕p + k棕o) 2]Bk +
棕2

n茁
2 Bk+1 = 0

(k = …, - m, - (m - 1),…, - 3, - 2, - 1, 1, 2, 3, …, m - 1, m,…) .
(6)

引入记号

摇 摇 k = 棕2
n - (棕p + k棕o) 2

摇 摇 摇 摇 (k = …, - m, - (m - 1),…, - 3, - 2, - 1,0, 1, 2, 3,…, m - 1, m, …);
(7)

摇 摇 酌 =
棕2

n茁
2 . (8)

考虑 2m + 1 个有限方程,将所有与 Bk 有关的系数组合到一起,形成 2m + 1 阶线性代数方

程组,称为裂解协调代数方程(类似于 Hill 方程).
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(9)
记

摇 摇 WB = F . (10)

3摇 确定系数 Bk

(a) 为了解方程(9),将方程下半部分写成为
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摇 摇
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设频率因子

摇 摇 琢0 = 0, 琢1 = 1 - 酌2

琢0
,…, 琢m = m - 酌2

琢 (m-1)
, (12)

代入式(11),简化方程得

摇 摇
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从而解得

摇 摇 B0 = (A - 酌B -1)
1
琢0

+ 酌2

琢2
0琢1

+ 酌4

琢2
0琢2

1琢2
+ 酌6

琢2
0琢2
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(14)
因为当 m 寅 ¥时系数 Bm 寅0,所以系数 B0 可以展开如下:
摇 摇 B0 = (A - 酌B -1)S0, (15)

其中

摇 摇 S0 = 1
琢0

+ 酌2

琢2
0琢1

+ 酌4

琢2
0琢2

1琢2
+ 酌6

琢2
0琢2

1琢2
2琢3

+ … + 酌2n-2

琢 n-1仪
n-2

i = 0
琢2

i

+ … . (16)

同理可得

摇 摇

B1 = (A - 酌B -1)S1,
B2 = (A - 酌B -1)S2,
B3 = (A - 酌B -1)S3,
……
Bk = (A - 酌B -1)Sk

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï ,

(17)

其中

摇 摇 Sk = ( - 1) k移
¥

n = 1

酌2n+k-

(

2

仪
k-1

j = 0
琢 ) (j 仪
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i = k
琢2 )i 琢 (n+k-1)

. (18)
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(b) 将方程(9)的上半部分改写成

摇 摇
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得
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(20)
其中频率因子

摇 摇 琢0 = 0, 琢 -1 = -1 - 酌2

琢0
,…, 琢 -m = -m - 酌2

琢 -(m-1)
, (21)

得

摇 摇

B0 = (A - 酌B1)R0,
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B -2 = (A - 酌B1)R2,
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B -k = (A - 酌B1)Rk

ì
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(22)

其中

摇 摇 Rk = ( - 1) k移
¥

n = 1

酌2n+k-2

仪
k-1

j = 0
琢( )-j 仪

n+k-2

i = k
琢2( )-i 琢 -(n+k-1)

. (23)

从式(17)中的 B1 = (A - 酌B -1)S1 和式(22) 中的 B -1 = (A - 酌B1)R1 解出 B1 和 B -1, 最终得到

三角级数的系数:

摇 摇 B -k =
1 - 酌S1

1 - 酌2R1S1
ARk 摇 摇 (k = 1, 2, 3,…), (24)

摇 摇 Bk =
1 - 酌R1

1 - 酌2R1S1
ASk 摇 摇 (k = 1, 2, 3,…) . (25)

4摇 共 振 分 析

(a) 主共振
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在式(16)中,当频率因子 琢0 = 0 = 0 时 B0 寅 ¥. 当 棕 p 抑 棕 n 时受压参数振动响应发生

主共振.
(b) 组合谐波共振

在式(12)和(22)中,当频率因子 琢 k = 0 时 Bk 寅 ¥. 有如下关系:

摇 摇 琢 k = 棕2
n - (棕 p + k棕 o) 2 - 酌2 / 琢 (k-1) = 0. (26)

因此,组合谐波共振发生在 棕 p + k棕 o 抑 棕 n 处. 由于式(27) 中的 酌2 / 琢 (k-1) 项存在,所以谐波共

振频率发生左移.

5摇 谱 分 析

为了证实得到响应数学表达方法的有效性,下列谱例子说明三角级数响应解从时域转化

为频域表达.
例 1摇 设公式(1)中固有频率为 棕 n = 25,激励频率 棕 p = 10,周期参数频率 棕 o = 5,激励的

幅值为 A = 1,参数调制指数 茁 = 0. 3.
在式(3)中解 x( t) 可以简化为

摇 摇 x( t) = B -2 + (B -3 + B -1)cos 5t + (B -4 + B0)cos 10t + (B -5 + B1)cos 15t +
摇 摇 摇 摇 (B -6 + B2)cos 20t + (B -7 + B3)cos 25t +
摇 摇 摇 摇 (B -8 + B4)cos 30t + (B -9 + B5)cos 35t + … . (27)
根据公式(24)和(25)计算出系数 Bk 及相应的频率成分 棕 p + k棕 o, 它们列于表 1. 从表 1

结果画出受迫参数振动响应频谱图(图 3).
表 1摇 系数 Bk 的计算结果

Table 1摇 Calculation results of the value Bk

(棕 n = 25, 棕 p = 10, 棕 o = 5, 茁 = 0. 3)

k -9 -8 -7 -6 -5 -4 -3 -2

combination frequency
棕 p + k棕 o

-1. 4 棕 n -0. 2 棕 n - 棕 n - 0. 8棕 n - 0. 6棕 n - 0. 4棕 n - 0. 2棕 n 0

Bk 9E-8 6E-7 1. 6E-6 -5. 6E-7 -2. 4E-7 1. 5E-6 -7. 9E-6 4. 9E-5

k -1 0 1 2 3 4 5

combination frequency
棕 p + k棕 o

0. 2棕 n 0. 4棕 n 0. 6棕 n 0. 8棕 n 棕 n 1. 2棕 n 1. 4棕 n

Bk -3. 2E-4 0. 002 -2. 9E-4 -7. 7E-4 2. 2E-3 7. 75E-4 1. 23E-4

表 2摇 系数 Bk 的计算结果

Table 2摇 Calculation results of the value Bk

(棕 n = 25, 棕 p = 10, 棕 o = 4. 951 577 581 82, A = 1, 茁 = 0. 3)

k -9 -8 -7 -6 -5 -4 -3 -2

combination frequency
棕 p + k棕 o 抑

- 1. 4棕 n - 1. 2棕 n - 棕 n - 0. 8棕 n - 0. 6棕 n - 0. 4棕 n - 0. 2棕 n 0

Bk -0. 002 -0. 012 -0. 030 0. 017 -0. 014 0. 041 0. 006 7 1. 381

k -1 0 1 2 3 4 5

combination frequency
棕 p + k棕 o 抑

0. 2棕 n 0. 4棕 n 0. 6棕 n 0. 8棕 n 棕 n 1. 2棕 n 1. 4棕 n

Bk -8. 988 -9. 916 -305. 1 1 203 -2 643 -988 -163
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(棕 n = 25, 棕 p = 10, 棕 o = 5, 茁 = 0. 3) (棕 n = 25, 棕 p = 10, 棕 o = 4. 951 577 581 82,

A = 1, 茁 = 0. 3)
图 3摇 受迫参数振动响应的理论频谱 图 4摇 受迫参数振动响应的理论频谱

Fig. 3摇 Amplitude spectrum of the parametric Fig. 4摇 Amplitude spectrum of the parametric
vibration response solutions vibration response solutions

摇 摇 例 2摇 设式(1)中 棕 n = 25,棕 p = 10,棕 o = 4. 951 57,A = 1,茁 = 0. 3.
系数 Bk 的计算结果和相应的频率成分 棕 p + k棕 o 列于表 2. 受迫参数振动响应的理论频谱

列于图4. 从图4 中可以观察到组合谐波共振发生在 棕 p + 3棕 o (24. 854 7(rad / s))处,并且可以

明显看出谐振频率发生了左移.

6摇 响 应 相 图

在受迫响应中相图的特征对系统微小的变化是十分敏感的. 根据式(27),受迫响应表达

为特殊的三角级数. 如图 5 所示. 在相图中可以看到受迫响应的准周期性.
为了考核所述方法的准确性,用四阶 Runge鄄Kutta(使用 MATLAB 程序 ode45)所得到的相

图进行比较,如图 6 所示,除了阻尼比以外 (灼 = 0. 002 5),其它所有参数如同例 1. 由于相图对

阻尼比十分敏感,只有当受迫响应达到稳定,数值分析数据可以用来绘制相图.

(棕 n = 25, 棕 p = 10, 棕 o = 5, (棕 n = 25, 灼 = 0. 002 5, 棕 p = 10,

A = 1, 茁 = 0. 3) 棕 o = 5, A = 1, 茁 = 0. 3)

图 5摇 调制反馈方法所得响应相图 图 6摇 Runge鄄Kutta 法所得响应相图

Fig. 5摇 Phase diagram obtained by the Fig. 6摇 Phase diagram obtained by the
presented approach Runge鄄Kutta method
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通过比较图 5 与图 6 中的轨迹, 本文提出的方法所得到结果与 Runge鄄Kutta 法的结果高

度一致. 因此, 该方法对于参数振动受迫响应的逼近是十分精确地, 并且可以用来预测响应

的频谱.

7摇 结摇 摇 论

在调制反馈的预测模型中,单自由度参数振动的受迫响应可以完整地用三角级数逼近. 三
角级数的系数由 棕 p,棕 o 和 茁 组成的级数来表示,本文方法在时域以及频域上受迫响应的预测

都具有明显的优势,并且从响应表达中给出组合谐波共振判据.
然而,计算逼近的精确度取决于谐波项的数量. 文中看到 15 个谐波项可以提供满意精度,

并且相图也与 Runge鄄Kutta 法所得到的结果高度统一.
本文提出的方法将具有周期参数的普通微分方程转化为线性代数方程,极大地减少了计

算方法的复杂程度. 因此,它对于参数激励非线性系统的周期解计算分析是一个十分有效的工

具.
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Trigonometric Series Approach for Forced
Parametric Vibration Response

HUANG Di鄄shan
(School of Mechatronic Engineering and Automation, Shanghai University,

Shanghai 200072, P. R. China)

Abstract: Modulation feedback method was used to predict the forced response of a linear sys鄄
tem that was governed by an ordinary differential equation with periodic coefficients. The sys鄄
tem was excited by both periodic coefficients and external force terms that had different peri鄄
ods. In the method, the forced response is expressed as a special trigonometric series. By ap鄄
plying harmonic balance and limitation operation, all coefficients of the harmonic components
in the forced response solution are fully approached. The investigation result shows that the
new approach has an advantage in the complete and analytical solution of forced response and
in the expression of nonlinear dynamic characteristics, and it is very significant for the theoreti鄄
cal research and engineering application in dealing with the problem of forced parametric vibra鄄
tion.

Key words: parametric vibration; forced response; trigonometric series
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