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噪噪声和生存环境对捕食生态系统的影响
*

徐摇 伟1
,摇 戚鲁媛1

,摇 高维廷2

(1. 西北工业大学 数学系,西安 710129;
2. 西北工业大学 电子信息学院,西安 710129)

摘要:摇 建立了可以描述自然生物生存环境复杂度的捕食生态系统的随机模型,并基于实验得到

的系统参数研究了生存环境复杂程度和随机激励强度对两个物种的稳态概率分布,以及系统由非

临界状态到临界状态的平均首次穿越时间的影响. 在弱扰动假设下应用 Stratonovich鄄Khasminskii
随机平均原理分别得到了两个物种的稳态概率密度函数并采用 Monte鄄Carlo 对原系统模拟来验证

理论求解的正确性. 利用 Pontryagin 方程得到了系统由非临界状态到临界状态的平均首次穿越时

间表达式. 研究表明:1)生存环境越简单的生态系统越容易受到随机因素的影响;2)随机干扰强度

越大生态系统越不稳定;3)系统的平均首次穿越时间随生存环境复杂度提高而变长;4)作用在食

物自然生长率的随机激励对系统的平均首次穿越时间影响较大.
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引摇 摇 言

自从 Lotka 和 Volterra 提出描述物种间相互作用的经典生态模型———Lotka鄄Volterra 模型

后[1鄄2],生态系统数学建模以及模型分析领域吸引了众多学者的关注[3鄄8] . 一般来说,由于自然

界中存在众多的不确定因素,随机模型比确定性模型更能准确表达生态系统的状态. 对生态系

统随机模型的分析主要分为定量和定性两大部分. 众多学者经过长期努力,发展了一系列可适

用于定量分析生态系统随机模型的方法,例如摄动法、路径积分法[9]、广义图胞映射方法[10]

等. 2004 年,Cai 和 Lin 首次利用随机平均法研究了白噪声扰动的捕食类型的生态系统随机模

型,分别得到了系统中两物种的稳态概率密度(PDF)和系统由某状态运动到临界状态的平均

首次穿越时间(MFPT) [11] . 2007 年,Cai 等进一步建立了受白噪声扰动的含食物过剩和捕食者

饱和两个极端情况的统一捕食类型的生态系统模型,并利用随机平均法得到了该统一模型中

两物种的稳态 PDF[12] .
以上工作研究的模型中考虑了物种间的自竞争因素,环境中的不确定因素以及食物和食
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物分配因素,但是并没有考虑到生存环境(或社会环境)的复杂度对捕食生态模型的影响. 实
验研究已经发现,生存环境对捕食生态系统中各物种的个体分布有极其重要的影响[13鄄17] .
2011 年, Bairagi 和 Jana 建立了包含生存环境复杂度和时滞的确定性捕食生态系统模型并从

理论上研究了其稳定性和 Hopf 分叉[18] . 但是关于包含生存环境复杂程度的生态系统的随机

模型的研究工作却少见报道.
综上所述,本文建立了包含生存环境复杂度的捕食类型的生态系统的随机模型并进行分

析. 首先,利用动力系统的局部稳定性条件得到了生存环境复杂程度 n(0 < n < 1) 的两个阈

值 n1 和 n2,根据阈值将环境复杂度划分为3个子区间,在每个子区间上分析了含生存环境复杂

程度的确定性生态动力系统的运动性态. 其次,当 n1 < n < n2 时应用随机平均法和 Pontryagin
方程,从理论上推导了随机系统中两物种的稳态 PDF 和随机系统由某非临界状态到临界状态

的 MFPT . 然后,利用实验数据进行数值计算,具体分析了随机扰动强度和生存环境复杂程度

对稳态 PDF 和 MFPT 的影响. 最后,利用 Monte鄄Carlo 模拟(MCS)验证了理论分析的准确性.

1摇 建立研究模型

1. 1摇 经典 Lotka鄄Volterra模型的重要性质介绍

描述物种间相互作用的经典 Lotka鄄Volterra 模型表示如下[1鄄2]:
摇 摇 x1 = x1(a - bx2), x2 = x2( - d + fx1), (1)

其中, x1 和 x2 分别代表食物和捕食者(例如:兔子和狼) 的数量,a,b,d和 f为正常数,a表示食

物自然生长率,d表示捕食者自然死亡率,两个交叉项 bx1x2 和 fx1x2 表示物种之间的互相作用.
系统(1) 是保守系统,有一个不稳定平衡点(0,0),一个稳定的非渐近平衡点(d / f,a / b) 和如

下形式的首次积分[19]:

摇 摇 r(x1,x2) = fx1 + bx2 - d ln
fx1

d - a ln
bx2

a - a - d, (2)

其中, r(d / f,a / b) = 0,且对正数 x1 和 x2,r(x1,x2) 是常数,表示系统的周期轨道,也是系统(1)
的极限环,该周期轨道的周期定义为

摇 摇 T(R) = 矣dt = 矣 1
x2( fx1 - d) dx2 = 矣 1

x1(a - bx2)
dx1, (3)

其中,环路积分定义在由式(2)确定的周期轨道上.
1. 2摇 含生存环境复杂程度的模型及其性质研究

包含生存环境复杂度的捕食生态系统的确定性模型表示如下[18]:

摇 摇 x1 = zx1 1 -
x1æ

è
ç

ö
ø
÷

k
-

琢(1 - n)x1x2

1 + 琢(1 - n)hx1
, x2 = - dx2 +

兹琢(1 - n)x1x2

1 + 琢(1 - n)hx1
, (4)

其中, x1,x2 和 d 表示含义与模型(1) 中的相同;z,k,琢,n,h 和 兹均为正常数,z表示食物自然生

长率,k表示环境对食物的最大容纳量, - zx2
1 / k 表示食物的种内竞争用以确保食物不会无限制

增长, 琢,h 和 兹 分别表示捕食率、食物消化率和食物转化效率,n(0 < n < 1) 是生存环境复杂

程度参数,n越大表示生存环境越复杂,x1x2 的交叉项表示包含生存环境复杂性的 Holling 域类

型的种间作用[20] . 为使理论研究贴近实验研究,文中系统(4)的参数选为草履虫蛹和栉毛虫的

实验结果[18]: z = 2. 65,k = 898,琢 = 0. 045,h = 0. 043 7,d = 1. 06,兹 = 0. 215.
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令方程(4)右边等于 0 得到系统(4)的 3 个平衡点 (0,0),(k,0) 和 E*(x*
1 ,x*

2 ), 其中

摇 摇 x*
1 = d

琢(1 - n)(兹 - hd), x*
2 =

z(k - x*
1 )[1 + 琢h(1 - n)x*

1 ]
琢k(1 - n) . (5)

利用动力系统在平衡点处的局部稳定性条件[21]得到 n 的两个阈值,记为 n1 和 n2, 其中

摇 摇 n1 = 1 - 兹 + hd
琢hk(兹 - hd) = 0. 122 7, n2 = 1 - d

琢k(兹 - hd) = 0. 844 5, (6)

且当 0 < n < n1 时,根据极限环存在条件[22] 知系统(4) 存在一个极限环;当 n1 < n < n2 时,

E* 是渐近稳定点;当 n2 < n < 1 时,(k,0) 是渐近稳定点. 表 1 中给出了当 n1 < n < n2 时,E*

的部分具体值.
表 1摇 E* 的部分具体值 (n1 < n < n2)

Table 1摇 Some specific values of E*(n1 < n < n2)

n 0. 15 0. 3 0. 6 0. 7

E* (164. 3, 72. 2) (199. 5, 83. 4) (349. 1, 114. 7) (465. 5, 120. 5)

1. 3摇 建立生存环境复杂的捕食生态系统随机模型

自然界中存在的影响生态系统中各物种繁衍生息的不确定因素,诸如飓风、地震等,可以

用噪声来模拟,基于确定性模型,本文建立如下随机模型:

摇 摇
X1 = zX1 1 -

X1æ
è
ç

ö
ø
÷

k
-

琢(1 - n)X1X2

1 + 琢(1 - n)hX1
+ X1W1( t),

X2 = - dX2 +
兹琢(1 - n)X1X2

1 + 琢(1 - n)hX1
+ X2W2( t

ì

î

í

ï
ï

ï
ï ),

(7)

其中, X1(t) 和 X2(t) 是两个随机过程,分别代表食物和捕食者的数量;Wi(t) 是零均值强度为

Di(i = 1,2) 的相互独立的Gauss白噪声,分别作用于食物自然生长率 z和捕食者自然死亡率 d .

2摇 稳态概率密度研究

2. 1摇 随机平均法

为便于应用随机平均法,引入下列变换简化模型(7):

摇 摇 A = 琢(1 - n)h, s = z / k, f = 琢(1 - n)(兹 - hd), a = z - zd
kf, b = f琢(1 - n)

f + Ad . (8)

利用变换(8), E* 可简化为(d / f,a / b), 模型(7)可化简为如下形式:

摇 摇
X1 = X1[a - bX2 + G1(X1,X2)] + X1W1( t),

X2 = X2[ f X1 - d + G2(X1,X2)] + X2W2( t
{

),
(9)

其中

摇 摇
G1(X1,X2) = - s

f ( f X1 - d) + AX2
b( f X1 - d)
f(1 + AX1)

,

G2(X1,X2) = - AX1
f X1 - d
1 + AX1

ì

î

í

ï
ï

ï
ï .

(10)

利用 It觝 公式[23]将式(9)转化为如下 It觝 随机微分方程:
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摇 摇
dX1 = X1 a - bX2 + G1(X1,X2) + 1

2 D[ ]1 dt + D1 X1dB1( t),

dX2 = X2 f X1 - d + G2(X1,X2) + 1
2 D[ ]2 dt + D2 X2dB2( t

ì

î

í

ï
ï

ï
ï ),

(11)

其中, B1( t) 和 B2( t) 是相互独立的单位 Wiener(维纳)过程, (1 / 2)D1X1dt 和(1 / 2)D2X2dt 是
Wong鄄Zakai 修正项.

与式(11)相应的 FPK 方程复杂度过高难以理论求解,为得到两个物种的稳态 PDF,首先

定义一个与式(2)对应的随机过程 R( t), 表示如下:

摇 摇 R(X1,X2) = f X1 + bX2 - d ln
f X1

d - a ln
bX2

a - d - a . (12)

利用 It觝 准则由式(11)、(12)得到 R( t) 的 It觝 随机微分方程:

摇 摇 dR =
( f X1 - d)G1(X1,X2) + (bX2 - a)G2(X1,X2) +

摇 摇 摇 摇 1
2 f D1X1 + 1

2 bD2X

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú2

dt +

摇 摇 摇 摇 D1 ( f X1 - d)dB1 + D2 (bX2 - a)dB2 . (13)
为使用随机平均法,需要作如下两点说明: 1) 当 n1 < n < n2 时,利用四阶 Runge鄄Kutta 算法计

算系统(4)并结合式(10)发现 G1(x1, x2) 和 G2(x1, x2) 是小量; 2) 假设噪声强度Di( i = 1,2)
是小量. 由以上两点可知式(13) 右边是小量,故而 R( t) 是慢变过程并且系统(9)可以看做是

保守系统(1)受弱扰后产生的新系统.

图 1摇 保守系统(1)的 3 个不同周期轨道(极限环)

Fig. 1摇 Three different period orbits ( limit cycles)

of conservative system (1)

图 1 给出了保守系统(1)的 3 个极限环 (n = 0. 5),a,b和 f如式(8) 中定义. 由图可见:1)
食物 x1 和捕食者 x2 均沿式(2) 确定的轨道做周期运动; 2) r值越大两物种数量的变化范围越

大,即系统越不稳定. 图 2 给出了生存环境复杂程度分别为 n = 0. 3 和 0. 5(n1 < n < n2) 时系

统(4) 的运动轨道. 由图 2 可知:系统稳定于 E*, 生存环境越复杂,收敛速度越快.
利用 Stratonovich鄄Khasminskii 随机平均原理,得到 R( t) 的平均 It觝 随机微分方程如下:
摇 摇 dR = m(R)dt + 滓(R)dB( t), (14)

其中, B( t) 是单位 Wiener 过程, 掖·业 t 表示一个周期内的时间平均,m(R) 和 滓(R) 分别为漂

移系数和扩散系数.
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图 2摇 与两个生存环境复杂度对应的系统(4)的轨道

Fig. 2摇 Two trajectories of system (4) with two different habitat complexity levels

摇 摇 m(R) = 掖( f X1 - d)G1(X1,X2) + (bX2 - a)G2(X1,X2)业 t +

摇 摇 摇 摇 1
2 f D1 掖X1业 t +

1
2 bD2 掖X2业 t, (15)

摇 摇 滓2(R) = D1 掖( f X1 - d) 2业 t + D2 掖(bX2 - a) 2业 t, (16)

摇 摇 掖·业 t =
1

T(R) 矣·dt = 1
T(R) 矣

·dX2

X2( f X1 - d) = 1
T(R) 矣

·dX1

X1(a - bX2)
. (17)

根据式(1)、(3)和(17)得到如下关系式:

摇 摇 掖X1业 t =
d
f , 掖X2业 t =

a
b , (18)

摇 摇 a掖( f X1 - d) 2业 t = d 掖(bX2 - a) 2业 t =
g(R)
T(R), (19)

摇 摇 AX2
b ( f X1 - d) 2

f(1 + AX1)
+ (bX2 - a)G2(X1,X2) t

= G(R)
T(R) , (20)

其中

摇 摇 g(R) = a矣 f X1 - d
X2

dX2, (21)

摇 摇 G(R) = bA
f 矣

f X1 - d
1 + AX1

dX2 . (22)

将式(18) ~ (20)代入式(15),将式(19)代入式(16)得到化简后的漂移系数和扩散系数如下:

摇 摇 m(R) = 1
2 dD1 + 1

2 aD2 - s
af

g(R)
T(R) + G(R)

T(R) , (23)

摇 摇 滓2(R) =
dD1 + aD2

ad
g(R)
T(R) . (24)

m( r) 和 滓( r) 可以通过计算系统(1)和公式(2)得到,保守系统(1)就是随机平均的基系统.
2. 2摇 稳态 PDF

由 It觝 随机微分方程(14)可知,随机过程 R( t) 的稳态 PDF 满足如下 FPK 方程:

摇 摇 d
dr [m( r)p( r)] - 1

2
d2

dr2
[滓2( r)p( r)] = 0, (25)

其中, m( r) = m(R) | R = r, 滓2( r) = 滓2(R) | R = r .
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利用求 FPK 方程的平稳解方法[24]得

摇 摇 p( r) =
N1

滓2( r)
exp 乙 r

0

2m(v)
滓2(v)

dv = NT( r)exp 姿 - r + af
s 乙

r

0

2m(v)
滓2(v)

d[ ]{ }v , (26)

其中, N1 和 N 表示两个归一化系数,

摇 摇 N =
N1ad

dD1 + aD2
, 姿 = 2sd

f(dD1 + aD2)
. (27)

假设当 R = r 时随机过程 X1 的条件 PDF 为 p x1
( )| r ,则 R 与 X1 的联合 PDF 为

摇 摇 p( r,x1) = p( r)p(x1 | r) = p( r)
x1(a - bx2)T( r)

=

摇 摇 摇 摇 N
x1(a - bx2)

exp 姿 - r + af
s 乙

r

0

2m(v)
滓2(v)

d[ ]{ }v . (28)

利用式(2)和 Jacobi 变换得 X1 与 X2 的联合 PDF,

摇 摇 p(x1,x2) = N
x1x2

exp 姿 - r + af
s 乙

r

0

2m(v)
滓2(v)

d[ ]{ }v , (29)

于是得到两物种的稳态 PDF 为

摇 摇 p(x1) = 乙 ¥

0
p(x1,x2)dx2, (30)

摇 摇 p(x2) = 乙 ¥

0
p(x1,x2)dx1 . (31)

p(x1) 与 p(x2) 的存在说明:当 n1 < n < n2 时,与确定性系统(4)不同,随机系统(7)不再稳定

到某个稳定点而是稳定到一定的分布.

(a) 食物 X1 (b) 捕食者 X2

(a) Prey X1 (b) Predator X2

图 3摇 3 个生存环境复杂度对应的两物种稳态概率

Fig. 3摇 The stationary PDFs of prey and predator populations with three habitat complexity levels

图 3 给出了 3 个生存环境复杂程度对应的两物种稳态 PDF 的图像: (a)食物 X1 的稳态

PDF;(b) 捕食者 X2 的稳态 PDF,噪声强度为 D1 = D2 = 0. 01. 对系统(7)进行 Monte鄄Carlo 模拟

(MCS),理论解和 MCS 一致证明了理论求解的有效性. 从图中看出: X1 和 X2 均以固定的概率

在系统(4) 的稳定点 E* 周围振动(见表 1) . 当 n = 0. 15 时偏离振动范围最大,而当 n 增大时

振动范围明显减小,这表明生存环境简单的系统受随机扰动时变化最明显,换句话说生存环境

越简单的系统在随机激励作用下变得越不稳定,此结果符合自然规律,证明该随机模型能够解

761徐摇 摇 伟摇 摇 摇 戚摇 鲁摇 媛摇 摇 摇 高摇 维摇 廷



(a) 食物 X1 (b) 捕食者 X2

(a) Prey X1 (b) Predator X2

图 4摇 3 个噪声强度对应的两物种稳态概率

Fig. 4摇 The stationary PDFs of prey and predator populations with three noise intensities

释一定的实际问题. 图 4 给出了 3 个噪声强度对应的两物种稳态 PDF 的图像: (a) 食物 X1 的

稳态 PDF;(b) 捕食者 X2 的稳态 PDF, 其中生存环境复杂度为 n = 0. 6. 由图可知:X1 与 X2 的

波动范围均随噪声强度增大而增大,也就是说,外界不确定因素越强生态系统越不稳定.

3摇 平均首次穿越时间

随机因素的干扰使两物种个体数均呈现出波动性变化. 由于生态系统中物种之间存在互

相依赖关系,故而应避免任何一个物种濒临灭绝的情况发生. 由图 1 可知当 r 增大时,物种波

动范围增大,有濒临灭绝的可能,因此研究随机过程 R( t) 由非临界状态 r1 运动到某临界状态

rc 的 MFPT(记为 茁( r1)) 是有意义的. 茁( r1) 满足如下 Pontryagin 方程[24]:

摇 摇 m( r1)
d茁
dr1

+ 1
2 滓2( r1)

d2茁
dr21

= - 1, (32)

其中, m( r1) = m(R) | R = r1,滓
2( r1) = 滓2(R) | R = r1 .

方程(32)的边界条件为

摇 摇 d茁
dr1 r1 = 0 = -

1
m(0) = - 2

dD1 + aD2
, 茁( rc) = 0. (33)

利用常数变易法得方程(32)的解为

摇 摇 茁( r1) = 姿af
s 乙

rc

r
{

1

1
g(u) exp 姿(u - af

s 乙
u

0

G(v)
g(v) dv[ ]) ·

摇 摇 摇 摇 乙 u

0
T(w)exp 姿 - w + af

s 乙
w

0

G(v)
g(v) d( )[ ]v d }w du . (34)

数值计算中取非临界状态为 r1 = 0(对应平稳点 E*),临界状态为 rc = 5. 图 5 和图 6 中分

别给出了与 3 个生存环境复杂程度相应的 MFPT 的图像. 图 5 表示 茁( r1) 随D1 的变化趋势(D2

= 0),图 6 表示 茁( r1) 随 D2 的变化趋势(D1 = 0) . 结果显示:1) 茁( r1) 随 Di 增大而减小,且
W1( t) 的作用比 W2( t) 明显(纵坐标轴标度不同),即作用在食物生长率的随机激励对 MFPT
影响较大; 2) 生存环境复杂度 n 对 MFPT 影响明显, n 越大 MFPT 越大,代表着系统相对越稳

定,这是符合自然规律的.
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图 5摇 平均首次穿越时间随 D1 的变化 (D2 = 0) 图 6摇 平均首次穿越时间随 D2 的变化(D1 = 0)

Fig. 5摇 MFPT to a critical state for Fig. 6摇 MFPT to a critical state for

varying D1(D2 = 0) varying D2(D1 = 0)

4摇 结摇 摇 论

本文建立了可以刻画自然生物生存环境复杂程度的捕食生态系统的随机模型,并得到了

生存环境复杂程度的两个阈值 n1 和 n2,在区间(0, n1),(n1,n2) 和(n2,1) 上分别讨论了确定

性系统的动力学行为. 在实验室得得到了系统由非临界状态到临界状态的 MFPT 表达式. 结合

实验得到的系统参数进行数值计算,研究了生存环境复杂程度和噪声强度对物种稳态 PDF 和

MFPT 的系统参数条件下,在 (n1, n2) 区间内对随机系统应用 Stratonovich鄄Khasminskii 随机平

均法得到了该生态模型中两个物种稳态 PDF 的理论解;利用 Pontryagin 方程的影响. 对原系统

的 Monte鄄Carlo 数值模拟验证了理论结果的正确性.
对两物种稳态 PDF 的研究发现:受随机扰动的系统将在 E* 附近振动,振动程度随噪声强

度增大而增大,并且生存环境越简单的系统振动越强烈,表示系统越不稳定. 对系统 MFPT 的

研究发现:系统由非临界态到临界态的 MFPT 随生存环境复杂度提高而变长. 作用在食物生长

率上的随机激励对 MFPT 影响较大. 所有的研究结果均符合自然规律,该随机模型可以有效地

解释一定的实际问题.
本文建立的模型是一个复杂模型,研究过程中假设随机激励为 Gauss 白噪声并且理论研

究限制在 n1 < n < n2 的情形,下一步我们将继续考虑其他形式的激励对系统运动性态的影响

并将进一步探索当 0 < n < n1 和 n2 < n < 1 时研究随机系统的运动性态的理论方法.
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Effects of Noises and Habitat Complexity in the
Prey鄄Predator Ecosystem

XU Wei1,摇 QI Lu鄄yuan1,摇 GAO Wei鄄ting2

(1. Department of Mathematics, Northwestern Polytechnical University,
Xi爷an 710129, P. R. China;

2. Department of Electronic Information, Northwestern Polytechnical University,
Xi爷an 710129, P. R. China)

Abstract: To explore the habitat complexity and random environmental factors effects to the
ecosystem, a new stochastic predation type ecosystem with habitat complexity was proposed.
Both theoretical analysis and numerical analysis were explored. With the assumption of weak
disturbances, the stationary probability density functions (PDF) for both species were obtained
by applying the Stratonovich鄄Khasminskii averaging principle. The accuracy of the results ob鄄
tained from theoretical method was demonstrated by those obtained from Monte Carlo simula鄄
tion (MCS) . The system mean first passage time (MFPT) was solved from the Pontryagin
equation. The effects of the habitat complexity and the noise intensity were investigated via nu鄄
merical calculations based on the data obtained from experiment. Results obtained show that:
1) the ecosystem with smaller habitat complexity is less stable when the system is disturbed by
noises; 2) the stronger the noise intensities are, the less stable the ecosystem will be; 3) the e鄄
cosystem with bigger habitat complexity has longer MFPT; 4) the noise added to the prey natu鄄
ral increase rate has a bigger effect on the MFPT than that added to the predator natural death
rate does.

Key words: stochastic ecosystem; stationary probability density; mean first passage time; hab鄄
itat complexity
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