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车辆随机振动功率谱分析的虚拟激励法概述
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摘要:摇 车辆受到路面或轨道不平度激励会产生随机振动,对这类随机振动进行快速有效的分析

对于提高车辆性能具有非常重要的意义. 而这类随机振动的分析,历来都只能将车辆模拟为自由

度很低的弹簧质量体系,其计算精度难于保证. 特别在需要计算疲劳应力集中的情况,需要使用网

格很密的有限元模型,计算困难就更为突出. 此外,在考虑多个车轮受到路面随机激励时,就更难

应用效率相对较高的频域分析来计算车辆的随机振动;而只能借助于一条或几条路面不平度样

本,让车轮在上面移动,借助数值积分工具而粗略地得到随机响应的统计特性. 效率很低而且精度

不高. 虚拟激励法对于克服上述困难具有很好的效果;目前已在我国的汽车、火车、磁浮列车等领

域获得日益广泛的应用. 该文对此作一概略的叙述.
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引摇 摇 言

车辆运行时受到路面或轨道表面不平度的激励所产生的随机振动,是车辆振动的主要原

因. 它对于车辆乘坐的舒适性、安全性、耐久性等都有重大影响. 由于传统随机振动计算方法的

复杂低效,对这类振动的控制历来主要依赖于试验手段. 不但周期长、费用高,而且在初始的设

计阶段因为没有模型实体而难于进行试验,也难于修改参数而进行多方案比较. 虽然说采用若

干个随机激励的样本函数,通过逐步积分的手段对每一个样本函数进行数值积分,然后对大量

的数值计算结果进行数值统计处理也能得到有一定参考价值的结构随机响应. 但是这不但要

耗费巨大的计算成本,而且为了降低计算成本,就需要寻找少量最为适当的样本函数,往往这

本身也不太容易. 工程界普遍认为基于随机振动理论的功率谱方法是最为合理的方法. 世界各

国有许多著名的专家为探索高效精确的计算方法而作出了长期不懈的努力. 其实相同的努力
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也在其它工程领域进行. 例如最近几十年来,随着大跨度桥梁、大型水坝和机场、车站、体育馆

等各种大跨度公用建筑的蓬勃发展,急切需要研究大跨度结构的不同支撑点受到非一致随机

地震激励的结构响应计算方法. 尽管表现形式不同,但是这类随机振动在数学方程及其处理上

却与车辆多个车轮受到路面或轨道表面激励的情况是大同小异的. 在这抗震领域,似乎有更多

的著名学者付出了很大努力,去研究这类多输入多输出(MIMO)随机振动问题的有效计算方

法[1鄄5] . 例如在经过多年研究之后,国际著名的学者,加州大学伯克利分校(University of Cali鄄
fornia, Berkeley)地震研究中心主任 Kiureghian 教授等[4]在其研究报告中指出“虽然随机振动

方法以其统计特性而很吸引人,它却还不能被执业工程师接受为其分析方法冶;普林斯顿大学

(Princeton University)教授 Vanmarcke 等[5]则进一步指出“虽然在随机激励场中随机响应分析

方法的理论框架已经建立,但是将其应用于地震工程界还是不现实的,除非是对于只有少量自

由度和支承的简单结构冶.
自 1980 年以后,我国的基本建设蓬勃发展,大型水坝、桥梁等的大量兴建更令全世界瞩

目. 国家对于相关的科学研究也显著加大了投入,取得了大量成果. 虚拟激励法就是在这种形

势下发展起来的[6鄄14] . 虚拟激励法没有沿袭国际上流行多年的传统思路,而是运用计算力学的

手段,独辟蹊径,将平稳随机振动的计算转化为简谐振动计算,而将非平稳随机振动的计算转

化为常规的逐步积分计算. 不但用最简单的数学工具求得了随机振动问题的精确解,而且计算

效率提高若干数量级. 几十年来阻碍随机振动被工程界广泛应用的计算效率瓶颈就此被打破.
以上在国际上长期未能解决的 MIMO 随机振动问题的求解也被我们中国人破解了,并且被数

以百计的著名专家教授应用于大型水坝、桥梁、体育场馆等的抗震计算之中[15鄄18] . 借助于虚拟

激励法,成千上万自由度的三维整体工程分析已经可以轻易地在微机上得到精确的计算结果,
有力地推动了我国工程技术的发展.

虚拟激励法在大跨度结构抗震分析上所取得的突破,也为车辆多个轮子受路面激励而发

生的随机振动计算带来了算法上的突破. 事实上,车辆做匀速运动时所受的地面激励可以模拟

为大跨度结构受平稳随机地震激励的作用;而做非匀速运动时,则可模拟为受非平稳(演变)
随机地震激励的作用;而在同一轨道上各车轮所受轨道不平度的激励之间只有相位角的差异,
则与桥梁各桥墩受随机地震波激励时之行波效应在数学表达上完全一致. 于是,在大跨度结构

抗震领域所适用的虚拟激励法经过适当的变换即可应用于车辆的随机振动计算. 实际上海洋

平台的随机波浪响应,大跨度悬索桥的风激抖振等的随机振动计算也都有类似之处[11] . 首先

在汽车随机振动领域实现了虚拟激励法计算的是郑浩哲、赵又群、李强等[19鄄21] . 近年来,我国

的汽车、火车、磁浮列车研发和生产领域也发表了大量论文和报告,纷纷对虚拟激励法作了深

入研究[22鄄27],在国际学术界也成为有特色的创新成果[28鄄32] .

1摇 匀速运动独轮车受路面不平度激励的随机振动计算

假定路面是整体水平(没有倾斜)的,在足够长的一段直线距离内,路面的竖向不平度可

以看作是一个空间平稳随机过程[12] . 其随机起伏(竖向位移) x = x( s) 的自变量是距离 s . 相
应的功率谱是空间谱 Ss

xx(赘), 自变量则是空间频率(r / m),即 f s = 1 / 姿;或 赘 = 2仔f (rad / m). 姿
为波长.

如果一个独轮车以均匀速度 v 在路面上运动,则它所受的路面竖向强迫位移仍然是 x,可
以看作是 x = x( t) . 相应的功率谱是时间谱 St

xx(棕), 自变量则是时间频率(r / s),即 f = 1 / T;或
圆频率 棕 = 2仔f (rad / s); T 为周期.
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这是从空间或时间的两个不同角度来描述地面的不平度,它们的关系为[12]

摇 摇 St
xx(棕) = Ss

xx(赘) / v . (1)
该独轮车由路面不平度引起的竖向激励,相当于结构受竖向地震作用. 不过激励谱不是以地面

加速度的形式给出,而是按强迫动位移的方式给出. 它们之间有下列换算关系

摇 摇 St
x咬x咬(棕) = 棕4St

xx(赘) . (2)
车辆的竖向运动方程为

摇 摇 My + Cy + Ky = - MExg( t) . (3)
可以用虚拟激励法求解[6,8,11],虚拟地面加速度为

摇 摇 xg( t) = St
x咬x咬(棕) ei棕t . (4)

将此虚拟地面加速度代替式(3)右端的真实地面加速度 xg( t), 得到下列虚拟激励简谐运动方

程

摇 摇 My + Cy + Ky = - ME St
x咬x咬(棕) ei棕t . (5)

对于自由度较高的有限元体系,假定 C 是比例阻尼矩阵,则这个简谐运动方程的位移向量的

解为

摇 摇 y( t) = 移
q

j = 1
u j准j = 移

q

j = 1
酌 jH j准j Sx咬 g(棕) ei棕t . (6)

这里总共计算了 q阶特征对(棕 j,准j), j = 1,2,…,q; 第 j阶振型参与系数 酌 j 和频率响应函数H j

为

摇 摇 酌 j = 准T
j ME, H j = (棕2

j - 棕2 + 2i灼 j棕 j棕) -1 . (7)
根据虚拟激励法[8,11],位移响应 y 的功率谱矩阵可按下式计算

摇 摇 Syy = y*yT . (8)
若将式(6)代入式(8),可得

摇 摇 Syy = y*yT = 移
q

j = 1
移

q

k = 1
酌 j酌 k准j准T

kH*
j (棕)Hk(棕)Sx咬 g(棕), (9)

这是位移功率谱矩阵的常规算法. 它的计算量是直接按式(8)计算时的 q2 倍. 如果取 q = 100 ~
200 阶振型进行振型叠加,则按虚拟激励法的计算在确保精度完全不受损失的前提下,计算速

度可加快 4 个数量级. 因此借助于虚拟激励法,大型系统随机振动计算的效率瓶颈不复存在.
应用 y不难算得结构的其它虚拟响应,例如某应力集中点处的虚拟应力 滓, 则该点处的应

力功率谱可以方便地用下式计算:
摇 摇 S滓滓(棕) = 滓滓* = 滓 2 . (10)

当然,要计算应力集中时,必须将有限元网格划分得非常细,并且计算大量的振型,亦即取很大

的 q, 才能确保计算精度. 这是虚拟激励法特别能够发挥高效精确优点的情况.

2摇 匀速运动多轮车受路面不平度激励的随机振动计算

倘若车辆有 m 个车轮同时受到路面或轨面不平度的激励,则激励谱矩阵是一个 m 阶非负

定的 Hermit 矩阵,记作 Sxx(棕) . 它可被表达成下列形式[10鄄11]:

摇 摇 Sxx(棕) = 移
m

j = 1
姿 j鬃 j鬃*T

j , (11)

其中,上标*与 T 代表取复共轭及矩阵(向量)转置,而 姿 j 及 鬃 j 则是该 Hermit 矩阵的特征对,
它们满足以下关系式:
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摇 摇 Sxx鬃 j = 姿 j鬃 j, (12)

摇 摇 鬃*T
j 鬃 j = 啄 ij =

1摇 摇 ( i = j),
0摇 摇 ( i 屹 j){ .

(13)

因此,只要用每一阶特征对构造下列虚拟激励

摇 摇 x j = 鬃*
j 姿 j ei棕t, (14)

就可以将 Sxx 表达为以下形式

摇 摇 Sxx = 移
m

j = 1
x*
j xT

j . (15)

一般情况下, 鬃 j 是复向量,而 姿 j 为非负实数. 若按下式计算虚拟(简谐)响应

摇 摇 y j = Hx j, (16)
则不难证明下列算式成立

摇 摇 移
m

j = 1
y*
j yT

j = H (* 移
m

j = 1
x*
j xT )j HT = H*Sxx(棕)HT = Syy, (17)

摇 摇 移
m

j = 1
x*
j yT

j (= 移
m

j = 1
x*
j xT )j HT = Sxx(棕)HT = Sxy, (18)

摇 摇 移
m

j = 1
y*
j xT

j = H (* 移
m

j = 1
x*
j xT )j = H*Sxx(棕) = Syx . (19)

如果由 x j 算得另一种量的虚拟响应为 z j,也不难证明二种响应 y 与 z 之间的互谱矩阵为[10鄄11]

摇 摇 Syz = 移
m

j = 1
y*
j zT

j , Szy = 移
m

j = 1
z*
j yT

j . (20)

因此对于这种一般情况的多点平稳随机激励问题,可以转化为若干个简谐振动计算而求

得响应的功率谱. 使得问题得到极大的简化.
对于某些特殊的情况, 例如在计算半节车厢的随机振动时, 该结构模型所包含的全部 m

个车轮都在同一轨道上排成一列, 当这些车轮通过轨道时, 可以用下列表达式来表示这些激

励[11鄄13]:

摇 摇 f( t) =

F1( t)
F2( t)
左

Fm( t

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

ü

þ

ý

ï
ïï

ï
ïï)

=

a1F( t - t1)
a2F( t - t2)

左
amF( t - tm

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

ü

þ

ý

ï
ïï

ï
ïï)

. (21)

这个多点激励向量表达式与表示大跨度结构多支点随机地震激励的行波效应表达式是完

全一样的. 各车轮经过轨道上这一点时受到的激励分量有相同的随频率分布的形式,但存在时

间滞后,即作用时间上相差一个常因子. 这里 a j( j = 1,2,…,m) 是实数,代表各点的作用强度.
假定式(21) 中所有 a j 和 t j 皆为已知常数,则 f( t) 可视为广义的单激励. 设 F( t) 的自谱密度

SFF(棕) 为已知,则相应的虚拟激励为

摇 摇 F( t) = SFF(棕) ei棕t . (22)
显然,与 F( t - t1) 相应的虚拟激励为

摇 摇 F( t - t1) = SFF(棕) ei棕( t -t1);
而与前面式(21)相应的虚拟激励为
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摇 摇 f( t) =

a1e -i棕t1

a2e -i棕t2

左
ame -i棕t

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

ü

þ

ý

ï
ïï

ï
ïïm

SFF(棕) ei棕t, (23)

这是一个广义单激励问题的虚拟激励. 与忽略各车轮所受激励时间差的情况相比,只不过是式

(22)中的幅值向量由实向量变成了复向量. 不管有几个车轮,随机振动计算的工作量都与单

个车轮受激励情况基本相当(一般只增加几个百分点).

3摇 移动车辆受路面不平度激励的非平稳随机振动计算

车辆在路面上移动时,包含了质量的移动和随机荷载的移动. 比较难于处理的是后者. 但
是按照虚拟激励法的基本原理,可以将移动的平稳随机荷载转化为一系列不同频率的移动简

谐荷载,因此只要弄清楚移动简谐荷载的计算就可以了. 林家浩、吕峰等[12鄄13] 介绍了借助于扩

展精细积分法处理这个问题的高效精确方法.
对于在路面或桥面上以匀速移动的随机点荷载来说,最简单的处理方法是将这个荷载按

照静力平衡原理将它分解到它所作用的单元的各个节点上. 然后用幅值随时间变化的各个节

点荷载的合力来模拟随机点荷载的匀速或变速移动,这是“简单分解法冶. 但是当单元划分比

较粗,亦即单元尺寸较大时,这种分解法会造成较大的局部误差. 改进的办法是采用构建有限

元时的形函数对移动荷载进行分解,这是“协调分解法冶,它可以达到很高的精度,但是计算效

率较低. 一般可以应用二者的折衷方案,即“混合分解法冶 [13鄄14] . 于是,在每一个单元节点上的

随机荷载 f( t) 可以看作是一个零均值平稳随机荷载 x( t) 乘以一个随时间变化的非随机函数

g( t), 即

摇 摇 f( t) = g( t)x( t) . (24)
相对于 x( t) 中的每一个频率分量而言,g( t) 一般假定为随时间慢变的确定性函数. 如果已经

知道 x( t) 的功率谱密度 Sxx(棕),则与 f( t) 相应的虚拟激励为[7,9,11]

摇 摇 f( t) = Sxx(棕) g( t)ei棕t . (25)
以它作为外载对系统进行数值积分计算(例如采用 Newmark(纽马克)方法),就可以得到在任

意时刻的任何一种位移. 或与位移成线性关系的其它响应量,记为 y(棕,t) . 可以证明[7,9,11],
y( t) 的自功率谱密度有下列形式:

摇 摇 Syy(棕,t) = y*(棕,t)y(棕,t) = y(棕,t) 2 . (26)
如果采用精细积分法代替 Newmark 方法进行移动荷载或移动车辆的积分,则会在精度和效率

上有较大的改进[11鄄12] .
吕峰[13],张志超等[14,30鄄31],Zhang 等[28]在上述方法基础上,又对车-轨-地基,车-桥耦合

系统的随机振动进行了深入研究. 所提出的算法都达到了工程实用的要求. 其计算规模和精度

也是各种国外有限元程序系统目前还做不到的. 特别是,基于大连理工大学自主开发的工程与

科学计算软件集成系统(简称 SIPESC)搭建的车辆随机振动仿真平台,已经实现我国高速列车

的全三维有限元车体高效随机振动数值模拟仿真,而在微机上实现的计算规模达到百万自由

度量级,对我国高速列车基于随机振动功率谱的动力学设计提供了有效手段[29] .

4摇 车辆受路面不平度激励的随机振动灵敏度分析

一系、二系悬挂刚度阻尼系统对于车辆动力学性能具有显著的影响,也是车辆动力学设计
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中的关键参数. 由于加工、制造等多种原因,悬挂系统的参数实际值与设计值往往不一致,而存

在一定的不确定性. 开展车辆受路面不平度激励的车辆设计关键参数灵敏度分析对于车辆运

行的安全性、舒适性具有重要意义,也是车辆设计参数优化和振动控制的基础工作[32鄄36] . 由于

同时需要考虑路面不平度随机性和参数的随机性,此类问题一直具有很大挑战性. 虚拟激励法

通过谱分解的思想将随机振动分析转化为确定性振动分析,为车辆受路面不平度激励的随机

振动灵敏度分析提供了新的解决途径[32,37鄄40] .
由虚拟激励法可知,对于车辆在虚拟激励下的任一虚拟响应 r(琢,棕) (如位移、加速度和

应力等),其自功率谱可以表示为

摇 摇 Srr(琢,棕) = r (琢,棕)* r(琢,棕) . (27)
随机振动响应功率谱可按下式计算响应方差

摇 摇 u(琢) = 滓2(琢) = 2 乙 ¥

0
S(琢,棕)d棕 . (28)

由式(27)可知,任一响应功率谱对车辆悬挂系统不确定参数的一阶、二阶灵敏度分别为

摇 摇 鄣S(琢,棕)
鄣琢 i

= 鄣r(琢,棕)
鄣琢 i

*

r(琢,棕) + r (琢,棕)* 鄣r(琢,棕)
鄣琢 i

, (29)

摇 摇 鄣2S(琢,棕)
鄣琢 i鄣琢 j

= 鄣2 r (琢,棕)
鄣琢 i鄣琢 j

*

r(琢,棕) + 鄣r(琢,棕)
鄣琢 i

* 鄣r(琢,棕)
鄣琢 j

+

摇 摇 摇 摇 鄣r(琢,棕)
鄣琢 j

* 鄣r(琢,棕)
鄣琢 i

+ r (琢,棕)* 鄣2 r(琢,棕)
鄣琢 i鄣琢 j

, (30)

则响应方差对车辆悬挂不确定参数的一阶、二阶灵敏度分别为

摇 摇 鄣u(琢)
鄣琢 i

= 2 鄣
鄣琢 i
乙 ¥

0
S(琢,棕)d棕 = 2 乙 ¥

0

鄣S(琢,棕)
鄣琢 i

d棕, (31)

摇 摇 鄣2u(琢)
鄣琢 i鄣琢 j

= 2 鄣2

鄣琢 i鄣琢 j
乙 ¥

0
S(琢,棕)d棕 = 2 乙 ¥

0

鄣2S(琢,棕)
鄣琢 i鄣琢 j

d棕 . (32)

由此可以看到,只要由式(28) ~ (29)计算出结构虚拟响应的一阶、二阶灵敏度即可计算响应

功率谱的一阶、二阶灵敏度,则可进一步由式(30)和(31)计算随机振动响应方差的一阶、二阶

灵敏度. 可见基于虚拟激励法的随机响应灵敏度分析不但精确方便,而且有极高的计算效率.

5摇 路面不平度功率谱识别的逆虚拟激励法

路面或轨道表面不平度的功率谱,对于车辆设计是非常重要的. 但是要以足够的精度来产

生这些功率谱,也是一件相当困难、繁重的工作. 林家浩、智浩、郭杏林等[41鄄42] 将虚拟激励法逆

向推广,用来求解随机振动的反问题(随机荷载识别问题),亦即从测量得到的随机响应,逆推

随机荷载,从而为随机荷载的识别开辟了一条有效的途径. 下面作一简单的介绍.
前面提到,为了解决随机 MIMO 正问题,国际学术界曾经作出了巨大的努力,但是效果并

不理想,成为众所瞩目的难题. 而随机荷载识别,本质上是随机 MIMO 问题的反问题,其难度无

疑比上述随机 MIMO 正问题更为困难得多. 因此,长期以来,这方面的研究论文就更加难以找

到. 虚拟激励法通过提出简单的虚拟激励,将平稳随机振动 MIMO 问题精确地转化为简谐振动

问题,使得多年未能解决的困难迎刃而解. 而在此基础上发展出来的逆虚拟激励法[41鄄42],则是

将随机 MIMO 反问题转化为简谐 MIMO 反问题,也就是说,将一个本来很困难的随机反问题转

化为一个简单得多的简谐反问题,使得这类问题的求解有了全新的锐利武器. 一系列实验和理

论研究[43鄄44]表明,逆虚拟激励法不但易于实施,而且精度高,抗干扰能力强,是非常有发展前
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景的随机荷载识别方法. 近年来,这一“逆虚拟激励法冶已经在国内航空、土木、车辆等工程领

域得到日益广泛的研究和应用. 其中在路面不平度功率谱密度识别的领域,也有多位学者发表

了研究论文,例如文献[43鄄48].

6摇 结摇 摇 论

本文介绍了虚拟激励法在车辆行驶随机振动问题中的应用. 虚拟激励法在计算上的高效

和精确性,使得车辆的随机振动问题可以采用精细的有限元模型进行分析,同时也能处理更为

复杂的多点平稳 /非平稳随机振动问题,这是传统随机振动方法所不能完成的. 另外,逆虚拟激

励法在路面或轨道表面不平度功率谱的识别问题中也具有广阔的应用前景.
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Summary on the Pseudo鄄Excitation Method for
Vehicle Random Vibration PSD Analysis

ZHAO Yan,摇 ZHANG Ya鄄hui,摇 LIN Jia鄄hao
(State Key Laboratory of Structural Analysis for Industrial Equipment,
Department of Engineering Mechanics, Faculty of Vehicle Engineering

and Mechanics, Dalian University of Technology, Dalian, Liaoning 116023, P. R. China)

Abstract: Random vibration will take place for vehicles moving on uneven road or railway sur鄄
faces. Quick and reliable PSD (power spectral density) analysis for such random vibration is of
great importance in order to improve the performance of vehicles. Due to the low efficiency and
precision of the conventional random vibration algorithm, previously the vehicles have to be
modeled into spring鄄mass systems with very low degrees of freedom, and so the analysis preci鄄
sion cannot be ensured. Particularly if the fatigue stress concentration is computed, very re鄄
fined finite element meshes must be adopted, the computational cost will be extremely high and
prohibited. In addition, when several wheels are excited simultaneously on different locations
of the surface, the MIMO (multi鄄input鄄multi鄄output) random vibration analysis will be even
more difficult. Usually, only one or a few samples of the surface unevenness were taken for di鄄
rect numerical integration, the results were then used to evaluate the statistical characteristics
of the vehicle random responses. Clearly, both the precision and efficiency are quite limited. In
recent years, the pseudo鄄excitation method has received much attention in overcoming the a鄄
bove difficulties, and are being used and further developed by many experts in the research
fields of cars, trains or even maglevs, which are briefly summarized.

Key words: vehicle; random vibration; pseudo鄄excitation method; power spectral density
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