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箱式约束变分不等式的一类新光滑 gap 函数
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摘要:摇 针对箱式约束变分不等式问题,利用一类积分型全局最优性条件,提出了一个新光滑 gap
函数. 该光滑 gap 函数形式简单且具有较好的性质. 利用该 gap 函数,箱式约束变分不等式可转化

为等价光滑优化问题进行求解. 进一步地,讨论了可保证等价光滑优化问题的任意聚点为箱式约

束变分不等式问题解的条件. 以一个简单的摩擦接触问题为例阐释了该方法的应用. 最后,利用标

准的变分不等式考题验证了方法的有效性.
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引摇 摇 言

变分不等式问题(简记为 VIP)即寻找向量 x 沂 S 满足如下不等式:
摇 摇 掖F(x),y - x业 逸 0,摇 摇 坌y 沂 S, (1)

其中, S奂 Rn 为非空闭凸集,F:S寅 Rn 为向量值函数,掖·,·业 表示 Rn 上的内积. 记 VIP 的最优

解集为 S* . 本文着重讨论箱式约束变分不等式问题(简记为 VIP([ l,u],F)),即 S 为如下长

方体:
摇 摇 S { x 沂 Rn | li 臆 xi 臆 ui, i = 1,2,…, }n , (2)

其中, li 沂 R {胰 - }¥ ,ui 沂 R {胰 + }¥ ( i = 1,2,…,n),分别表示变量的下界与上界. 若 l =
0,u = + ¥,即 S = Rn

+,则 VIP 退化为一般的互补问题. 不难验证, VIP([ l,u],F) 等价于混合互

补问题[1] . 在工程领域,变分不等式与互补问题在诸如摩擦接触力学分析、弹塑性分析及流体

弹性动态润滑问题等方面均有广泛应用[2鄄4] . 特别是对于不能直接转化为势函数极小化的非关

联流动问题,如摩擦接触问题和非关联流动弹塑性问题,变分不等式和互补问题被认为是其最

恰当的数学表述形式[5] . 考虑到与变分不等式和互补问题密切联系的最优化领域在算法方面

的强大支撑,近年来关于变分不等式与互补问题的研究也颇受工程计算领域的关注[6] .
通过定义价值函数,将变分不等式转化为等价优化问题进行求解,是目前变分不等式问题

研究的热点之一[7] . 其中较重要的一类价值函数则为 gap 函数,已有的 gap 函数多源于 Aus鄄
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lender 提出的如下经典 gap 函数[8]:
摇 摇 g(x) = max

y沂
{

S
F(x),x - }y , (3)

显然, g(x) 在集合 S上非负,且 g(x) = 0,x沂 S当且仅当 x 为 VIP 的解,从而 VIP 可转化为如

下最优化问题:
摇 摇 min

x沂S
g(x) = max

y沂S
掖F(x),x - y业 . (4)

遗憾的是,一般情况下,gap 函数 g(x) 不可微. 为克服此点,一些可微 gap 函数被提出,如
Fukushima 提出的正则化 gap 函数、Peng 提出的 D鄄gap 函数等,具体可参见文献[9鄄11].

不同于上述已有的这些可微 gap 函数,本文通过对 Auslender 经典 gap 函数应用一类积分

型全局最优性条件,提出一类新的光滑 gap 函数. 所提出的新光滑 gap 函数具有如下优点:印)
形式简单,具有显式表达;英) 若 F 连续可微,则该函数亦连续可微;樱) 利用此光滑 gap 函数

可将 VIP([ l,u],F) 转化为等价可微约束优化问题,从而可利用已有的可微约束优化算法进

行求解;婴) 若 ÑF 为 P鄄矩阵(见定义 1),则由此光滑 gap 函数所得到的等价可微优化问题的

任意聚点均为 VIP([ l,u],F) 的解.

1摇 预 备 知 识

首先,给出如下的基本定义及对所应用的积分型全局最优性条件的简单介绍.
定义 1摇 矩阵 M 沂 Rn伊n 称为

印) P0 鄄矩阵,若其每个主子式均非负;
英) P鄄矩阵,若其每个主子式均为正.
从定义可以看出,半正定矩阵为 P0 鄄矩阵,正定矩阵为 P鄄矩阵.
定义 2摇 函数 F:S 寅 Rn,S 哿 Rn 称为

印) 单调的,若对 S 内的任意 x, y,均有(x - y) T(F(x) - F(y)) 逸 0;
英) 严格单调的,若对 S 内的任意 x, y 且 x 屹 y,均有(x - y) T(F(x) - F(y)) > 0;
樱) 模为 孜 的强单调的,若对 S 内的任意 x, y,均有(x, y) T(F(x) - F(y)) 逸 孜椰x -

y椰2,其中 孜 > 0 为常数;
婴) P0 鄄函数,若对 S 内的任意 x, y 且 x 屹 y,存在至少一个指标 i 使得

摇 摇 xi 屹 yi, (xi - yi)(F i(x) - F i(y)) 逸 0; (5)
鹰) P鄄函数,若对 S 内的任意 x, y 且 x 屹 y,存在至少一个指标 i 使得

摇 摇 xi 屹 yi, (xi - yi)(F i(x) - F i(y)) > 0; (6)
应) Uniform P鄄函数,若存在正常数 滋 > 0,使对 S内的任意 x, y,存在至少一个指标 i 使得

摇 摇 (xi - yi)(F i(x) - F i(y)) 逸 滋椰x - y椰2 . (7)
从定义可以看出,严格单调函数必单调,单调函数均为 P0 鄄函数,强单调函数为 uniform P鄄

函数. 若 F 可微,则 F 为单调函数等价于,对于所有的 x 沂 S,均有ÑF(x) 为半正定矩阵,进而

为 P0 鄄矩阵; F 为严格单调函数等价于,对于所有的 x 沂 S,均有ÑF(x) 为正定矩阵,进而为 P鄄
矩阵. 若 F 为 uniform P鄄函数,则 ÑF(x) 为 P鄄矩阵.

Hiriart鄄Urruty 在文献[12]中介绍了一类积分型全局最优性条件,该条件以积分的形式刻

画了优化问题的全局最优值:给定连续函数 f:Rn 寅R及非空有界开集的闭包赘奂 Rn,则 f在赘
上的全局极大值有如下刻画:

摇 摇 max
x沂赘

f(x) = lim
p寅¥

1
p ln乙

赘
exp(pf(x))dx . (8)
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事实上,该积分型全局最优性条件可以理解为是 Laplace 对于形如

摇 摇 乙
R
exp(pf(x))dx

的实积分在 p 寅 ¥时的渐近行为的研究结果[13鄄14] . 而 Laplace 指出的这个结果对于大偏差理论

尤其是大偏差中的率函数理论的发展起到了相当大的促进作用[15] . 相应地, f在赘上的全局最

优解则有如下定理结果(文献[12]定理 4. 1).
定理 1摇 若 赘奂 Rn 为某非空有界开集的闭包,函数 f:赘寅R连续. 且 f在 赘上的全局极大

值点 x* 唯一. 则点列

摇 摇 xk =
乙
赘
x exp(kf(x))dx

乙
赘
exp(kf(x))dx

,摇 摇 k = 1,2,… (9)

在 k 寅 ¥时收敛到 x* .

2摇 箱式约束变分不等式的新光滑 gap 函数

对经典 gap 函数 g(x) 应用积分型全局最优性条件,得到

摇 摇 g(x) = lim
p寅¥

gp(x)
1
p ln乙

S
exp(p掖F(x),x - y业)dy . (10)

对于 VIP([ l,u],F) 有

摇 摇 gp(x) = 掖F(x),x业 + 1
p ln乙

S
exp(p掖F(x), - y业)dy =

摇 摇 摇 摇 掖F(x),x业 + 1
p ln 乙 u

l
exp(p掖F(x), - y业)dy .

令集合 I(x) {= i | F i(x) = }0 , 则

摇 摇 gp(x) = 掖F(x),x业 + 1
p ln 乙 u

l
exp(p掖F(x), - y业)dy =

摇 摇 摇 摇 掖F(x),x业 + 1
p ln 仪

i埸I(x)

exp( - pF i(x) li) - exp( - pF i(x)ui)
pF i(x)

仪
i沂I(x)

(ui - li
æ
è
ç

ö
ø
÷) =

摇 摇 摇 摇 掖F(x),x业 + 1
p 移

i埸I(x)

ln exp( - pF i(x) li) - exp( - pF i(x)ui)
pF i(x

æ
è
ç

ö
ø
÷

)
+

摇 摇 摇 摇 1
p 移

i沂I(x)

ln(ui - li) . (11)

下面的定理结果表明,若 F是连续可微的,则函数 gp(x) 亦是连续可微的,从而函数 gp(x)
可看作是对经典 gap 函数 g(x) 的光滑化,故称其为新光滑 gap 函数.

定理 2摇 若 F 是连续的,则函数 gp(x) 亦是连续的. 进一步地,若 F 是连续可微的,则
gp(x) 亦是连续可微的,且其一阶导数为

摇 摇 [Ñgp(x)] i =

F i(x) + ÑF i(x) xi -
li exp( - pF i(x) li) - uiexp( - pF i(x)ui)
exp( - pF i(x) li) - exp( - pF i(x)ui)

é
ë
êê -

摇 摇 1
pF i(x

])
,摇 摇 i 埸 I(x),

F i(x) + ÑF i(x) xi -
ui + liæ

è
ç

ö
ø
÷

2
,摇 摇 i 沂 I(x

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï ),

(12)
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其中, [Ñgp(x)] i 表示向量Ñgp(x) 的第 i 个元素.
证明摇 对于函数

摇 摇 gp(x) = 掖F(x),x业 + 1
p ln乙

S
exp(p掖F(x), - y业)dy,

则由含参变量积分的性质[16]可以得到

摇 摇 Ñgp(x) = F(x) + ÑF(x)x -
乙
S

ÑF(x)y exp(p掖F(x),x - y业)dy

乙
S
exp(p掖F(x),x - y业)dy

.

所以,对于 VIP([ l,u],F), 有

摇 摇 Ñgp(x) = F(x) + ÑF(x)x -
乙
S

ÑF(x)y exp(p掖F(x),x - y业)dy

乙
S
exp(p掖F(x),x - y业)dy

=

摇 摇 摇 摇 F(x) + ÑF(x)x -
乙 u

l
ÑF(x)y exp(p掖F(x),x - y业)dy

乙 u

l
exp(p掖F(x),x - y业)dy

.

经简单运算即可得到式(12)的结果. 阴
利用新光滑 gap 函数,可得到 VIP([ l,u],F) 的如下等价光滑优化问题:

摇 摇 min gp(x) = 掖F(x),x业 + 1
p 移

i埸I(x)

ln exp( - pF i(x) li) - exp( - pF i(x)ui)
pF i(x

æ
è
ç

ö
ø
÷

)
+

摇 摇 摇 摇 1
p 移

i沂I(x)

ln(ui - li),摇 摇 s. t. li 臆 xi 臆 ui, i = 1,2,…,n . (13)

鉴于目前已有的优化求解方法多数仅能得到问题的稳定点,下面分析优化问题(13)的稳

定点可保证为 VIP([ l,u],F) 解的条件. 首先,给出关于经典 gap 函数 g(x) 的关于最优解集

S* 的稳定点特征,可参见文献[17].
引理 1摇 对于任意的 x 沂 S,令 Y(x) 表示优化问题(4)的最优解集,则
摇 摇 x 沂 S* 圳 x 沂 Y(x) .
令

摇 [yp(x)] i =

li exp( - pF i(x) li) - ui exp( - pF i(x)ui)
exp( - pF i(x) li) - exp( - pF i(x)ui)

+ 1
pF i(x)

,摇 摇 i 埸 I(x),

ui + li
2 , 摇 摇 i 沂 I(x

ì

î

í

ï
ï

ï
ï ),

(14)
则由定理 1,若 F(x) 屹 0,即 Auslender 所提出的 gap 函数 g(x) 有唯一最优解 y*(x), 则有

摇 摇 y*(x) = lim
p寅¥

yp(x) . (15)

而若 F(x) = 0, 则式(15)仍然成立,得到的是 gap 函数 g(x) 的某个最优解 y*(x) .
定理 3摇 假设 F连续可微,ÑF(x) 为 P鄄矩阵. {若 x }p 为优化问题(13) 的稳定点列,x*

{

为

x }p 的聚点,则 x* 为箱式约束变分不等式的解.
证明摇 由定理 2 可知, F 连续从而 gp(x) 连续. {若 x }p 为优化问题(13) 的稳定点列,x*

{为 x }p 的聚点,则有
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摇 摇 Ñgp(x*) = F(x*) + 移
i埸I(x*)

ÑF i(x*) 伊

摇 摇 摇 摇 x*
i -

li exp( - pF i(x*) li) - ui exp( - pF i(x*)ui)
exp( - pF i(x*) li) - exp( - pF i(x*)ui)

- 1
pF i(x*

æ

è
ç

ö

ø
÷

)
+

摇 摇 摇 摇 移
i沂I(x*)

ÑF i(x*) x*
i -

ui + liæ
è
ç

ö
ø
÷

2
= 0, (16)

即

摇 摇 F(x*) + 掖ÑF(x*),x* - y(x*)业 = 0.
由 ÑF(x) 为 P鄄矩阵,从而存在指标 i 使得

摇 摇 (x*
i - yi(x*))[掖ÑF(x*),x* - y(x*)业] i > 0. (17)

对式(16)的第 i 项乘以 x*
i - yi(x*), 得到

摇 摇 (x*
i - yi(x*))F i(x*) + (x*

i - yi(x*))[掖ÑF(x*),x* - y(x*)业] i = 0. (18)
由 y(x*) 沂 Y(x*), 从而

摇 摇 (x*
i - yi(x*))F i(x*) 逸 0. (19)

将式(17)与式(19)相加,得到

摇 摇 (x*
i - yi(x*))F i(x*) + (x*

i - yi(x*))[掖ÑF(x*),x* - y(x*)业] i > 0
与式(18)矛盾. 从而必有 y(x*) = x*,由引理 1, x* 箱式约束变分不等式的解. 阴

定理 3 表明,若 F连续可微且为 uniform P鄄函数,则优化问题(13)的解收敛到 VIP([ l,u],
F) 的唯一最优解. 从而,可利用已有的约束可微优化问题求解算法对问题(13) 进行求解,以
得到 VIP([ l,u],F) 的唯一最优解. 下面的下降性质则表明,若 F 为严格单调函数,则可以得

到优化问题(13)的下降方向,从而亦可构造下降类算法进行求解.
定理 4摇 假设 F连续可微,且对所有的 x沂 S 其 Jacob 阵 ÑF(x) 正定,则对任意的 x沂 S,

向量 dp 满足下述下降条件:
摇 摇 lim

p寅¥
掖Ñgp(x),dp业 臆 0,摇 摇 dp 屹0, (20)

其中, dp = ([dp] 1,[dp] 2,…,[dp] n) 为

摇 摇 [dp] i =

li exp( - pF i(x) li) - ui exp( - pF i(x)ui)
exp( - pF i(x) li) - exp( - pF i(x)ui)

+ 1
pF i(x)

- xi,摇 摇 i 埸 I(x),

li + ui

2 - xi, 摇 摇 i 沂 I(x)

ì

î

í

ï
ï

ï
ï .

(21)
进一步地,若 F 为 S 上模为常数 孜 > 0 的强单调函数,则对任意的 x 沂 S, 有

摇 摇 lim
p寅¥

掖Ñgp(x),dp业 臆 孜椰d椰2, (22)

其中, d = y*(x) - x = lim
p寅¥

dp, y*(x) 沂 Y*(x) .

证明摇 由式(13)和式(14)与式(12)得到

摇 摇 lim
p寅¥

掖Ñgp(x),dp业 = lim
p寅

{
¥

移
i沂I(x)

F i(x) + ÑF i(x) xi -
ui + liæ

è
ç

ö
ø
÷

é
ë
êê

ù
û
úú2
[dp] i +

摇 摇 摇 摇 移
i埸I(x)

F i(x) + ÑF i(x) xi -
li exp( - pF i(x) li) - ui exp( - pF i(x)ui)

exp( - pF i(x) li) - exp( - pF i(x)ui)
æ
è
ç

é
ë
êê -

摇 摇 摇 摇 1
pF i(x

) ])
[dp] }i =
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{摇 摇 摇 摇 移
i沂I(x)

[F i(x) - ÑF i(x)di]di + 移
i埸I(x)

[F i(x) - ÑF i(x)di]d }i =

摇 摇 摇 摇 掖F(x),d业 - 掖ÑF(x)d,d业 . (23)
由ÑF(x) 正定,可得

摇 摇 lim
p寅¥

掖Ñgp(x),dp业 臆 掖F(x),d业 = 掖F(x),y*(x) - x业 = - g(x) 臆 0, (24)

即得到了不等式(20).
若 F 在 S 上强单调,则由式(23)和(24)可得

摇 摇 lim
p寅¥

掖Ñgp(x),dp业 臆 lim
p寅¥

(掖F(x),dp业 - 掖ÑF(x)dp,dp业) 臆

摇 摇 摇 摇 - 掖ÑF(x)d,d业 臆- 孜 椰d椰2 . (25)
定理证毕. 阴

3摇 新光滑 gap 函数在摩擦接触问题中的应用

将变分不等式转化为光滑最优化问题,在算法方面,可以借鉴大量已经成熟的光滑优化算

法求解变分不等式问题,在理论分析方面,可以将光滑优化的相关分析方法引入到变分不等式

的研究中,如解的性质的研究.
下面以一个单点摩擦接触问题为例,阐述本文所提光滑 gap 函数的应用. 众所周知,不同

于无摩擦接触分析可以等价转化为势能极小化问题,摩擦接触问题不存在相应的势函数. 而利

用本文所提 gap 函数,我们给出了一个与摩擦接触分析等价的极小化模型. 此外,与一般的基

于最小势能原理或最小余能原理建立的数学模型所不同的是,gap 函数的最优值总是已知的,
若问题有解,则必为 0,这对于估计解的误差是有利的.

图 1摇 弹簧模型 图 2摇 力与位移示意图

Fig. 1摇 A spring model Fig. 2摇 Forces and displacements

考虑如图 1 和 2 所示两自由度摩擦接触问题. 记接触点位移为 [uT,uN],外力[FT,FN],
接触力[PT,PN] . 则接触点的平衡方程为

摇 摇
FT

F{ }
N

-
PT

P{ }
N

=
K11 K12

K21 K
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

22

uT

u{ }
N

;

刚度矩阵取为

摇 摇
K11 K12

K21 K
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

22

= 1
2

2k1 + k3 k3

k3 2k2 + k
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

3

;
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接触点满足单侧接触条件和 Coulomb 摩擦接触定律为

摇 摇
PN 逸0, uN 臆0, PNuN = 0,

PT 臆 滋PN,摇 摇 摇 摇 若 uT = 0,

PT = 滋PN sgn(uT), 若 uT 屹0

ì

î

í

ïï

ïï ,
摩擦因数记为 滋 . 利用参变量变分原理[4],问题可以表述为如下线性互补问题(LCP)的形式:

摇 摇 v = M姿 + q, vT姿 = 0,摇 摇 姿 逸 0, v 逸 0,
其中

摇 摇

M =
K11 + 滋K21 - (K11 + 滋K21) K12 + 滋K22

- (K11 - 滋K21) K11 - 滋K21 - K12 + 滋K22

K21 - K21 K

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

22

,

q =
FT + 滋FN

- FT + 滋FN

F

ì

î

í

ï
ï

ïï

ü

þ

ý

ï
ï

ïï
N

, 姿 =
姿1

姿2

姿

ì

î

í

ï
ï

ïï

ü

þ

ý

ï
ï

ïï
3

, v =
v1
v2
v

ì

î

í

ï
ï

ïï

ü

þ

ý

ï
ï

ïï
3

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï

,

(26)

其中, 姿1,姿2,姿3 分别表示接触点的正切向滑动、负切向滑动和法向滑动.
基于本文所提光滑 gap 函数,该线性互补问题(LCP)可等价为光滑优化问题:

摇 摇

min gp(姿) = 掖M姿 + q,姿业 +

摇 摇 1
p 移

i埸I(姿)

ln exp( - p[M姿 + q] i li) - exp( - p[M姿 + q] iui)
p[M姿 + q]

æ
è
ç

ö
ø
÷

i

+

摇 摇 1
p 移

i沂I(姿)

ln(ui - li),

s. t. 摇 姿 i 逸0, i = 1,2,…,n

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï ,

其中, M,姿,q 如式(26) 所定义,[M姿 + q] i 仍然表示向量 M姿 + q 的第 i 个元素,li = 0,i = 1,
2,…,n,ui = + ¥,i = 1,2,…,n . 在实际计算中,考虑到参数 p寅 ¥,上式中的上界 u可利用参数

p 替代,从而得到线性互补问题的如下近似光滑优化问题:

摇 摇

min gp(姿) = 掖M姿 + q,姿业 +

摇 摇 1
p 移

i埸I(姿)

ln 1 - exp( - p2[M姿 + q] i)
p[M姿 + q]

æ
è
ç

ö
ø
÷

i

+ 1
p 移

i沂I(姿)

ln p,

s. t. 摇 姿 i 逸0, i = 1,2,…,n

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï ,

(27)

其中,参数 p 起到控制解的逼近精度的作用.
大量成熟的光滑优化算法可用于问题(27)的求解,例如 MATLAB 中的优化工具箱等. 下

面,具体测试几种简单的情形,计算中统一取 p = 108, 并采用 MATLAB 优化工具箱中的 fmin鄄
con 求解. 计算结果列于表 1,其中, det(H) 表示光滑 gap 函数的 Hessian 阵的行列式值.

情况 1摇 令 k1 = k2 = 1, k3 = 0, 滋 = 0. 3, FT = 1, FN = 1. 接触点处于切向滑动状态, uT =
0. 7, PT = 0. 3, PN = 1, 与解析解一致. 检验目标函数的 Hessian 阵的行列式值大于 0,问题的

解唯一.
情况 2摇 令 k1 = k2 = 1, k3 = 0, 滋 = 0. 8, FT = 1, FN = 1. 接触点处于滑动状态,发生正向

滑动 uT = 0. 2, PT = 0. 8, PN = 1, 与解析解一致. 检验目标函数的 Hessian 阵的行列式值大于

0,问题的解唯一.
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情况 3摇 令 k1 = k2 = 1, k3 = 0, 滋 = 1. 1, FT = 1, FN = 1. 接触点处于粘着状态,PT = 1,
PN = 1, 与解析解一致. 检验目标函数的 Hessian 阵的行列式值为负,问题的解不稳定.

情况 4摇 令 k1 = k3 = 0, k2 = 1, 滋 = 0. 1, FT = 0. 1, FN = 1.接触点处于任意滑动状态,
PT = 0. 1, PN = 1.与解析解一致. 检验目标函数的 Hessian 阵的行列式值为 0,说明问题的解不

唯一.
表 1摇 两自由度摩擦接触问题中不同情形下的计算结果

Table 1摇 Numerical results for different cases of two degree鄄of鄄freedom frictional contact problem

case contact state displacement uT, uN contact force pN, pT gap function det (H)

1 slip uT = 0. 7, uN = 0 PN = 1, PT = 0. 3 3. 022 6E-7 2. 306 6E+3

2 slip uT = 0. 2, uN = 0 PN = 1, PT = 0. 8 -1. 252 2E-7 1. 327 4E+6

3 stick uT = 0, uN = 0 PN = 1, PT = 1 -5. 370 1E-7 -9. 68

4 slip uT = arbitrary value, uN = 0 PN = 1, PT = 0. 1 -3. 210 5E-7 0

4摇 数 值 试 验

进一步以标准箱式约束变分不等式考题检验本文方法的有效性. 算例选自混合互补问题

标准考题库 MCPLIB[18] . 可微优化问题(13)或(27)采用 MATLAB 中的 fmincon 求解器求解,
除特殊说明外,参数 p 统一取为108 .

例 1摇 Kojima鄄Shindo 问题(MCPLIB 库文件 kojshin. gms)
设函数 F:R4 寅 R4:

摇 摇 F(x) =

3x2
1 + 2x1x2 + 2x2

2 + x3 + 3x4 - 6

2x2
1 + x1 + x2

2 + 10x3 + 2x4 - 2

3x2
1 + x1x2 + 2x2

2 + 2x3 + 9x4 - 9

x2
1 + 3x2

2 + 2x3 + 3x4 -

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

ü

þ

ý

ï
ï
ï

ï
ïï3

.

当可行域为 S { x - 0. 5 臆 xi 臆0. 5,i = 1,2,3, }4 ,问题的解为 x* {= 1 / 2, - 1 / 2,1 / 2,

1 / }3 ,F* {= - 15 / 4, 2 6 , - 4, }0 ;当可行域为 S { x 沂 R4 }+ ,问题有两个解:退化解 x*

{

=

6 / 2,0,0,1 / }2 ,F* {= 0,2 + 6 / 2,0, }0 ;非退化解 x* {= 1,0,3, }0 ,F* {= 0,31,0, }4 .
计算结果列于表2,其中当参数 p取固定的大数108 时,可得到非退化解. 而在计算迭代过程中通

过调整参数 p,如取迭代序列 pk = 0. 1 伊 1. 2k 时,则可以得到退化解 x* {= 6 / 2,0,0,1 / }2 .
表 2摇 Kojima鄄Shindo 问题的计算结果

Table. 2摇 Numerical results for Kojima鄄Shindo problem

domain initial x p computational solution x* gp(x*)

[-0. 5,0. 5] (1,1,1,1) 1. 0E+8 (0. 500 0, -0. 500 0, 0. 500 0, 0. 333 3) 2. 338 9E-9

[0, +肄 ] (1,1,1,1) 1. 0E+8 (1, 0, 3, 0) 3. 305 6E-7

[0,+肄 ] (1,1,1,1) 0. 1 伊 1. 2k (1. 224 7, 0, 0, 0. 5) 2. 427 1E-8

摇 摇 例 2摇 Nash 平衡问题(MCPLIB 库中文件 nash. gms)
将 Nash 平衡模型表述为如下非线性互补问题:
摇 摇 xi(ÑC i(xi) - p(孜) - xi Ñp(孜)) = 0,
摇 摇 ÑC i(xi) - p(孜) - xi Ñp(孜) 逸 0,摇 摇 xi 逸0, 坌i = 1,2,…,10,

其中, p(孜) = 5 0001 / 酌孜 -1 / 酌, C i(xi) = ci(xi) +
茁 i

1 + 茁 i
L1 / 茁 i
i x(茁 i+1) / 茁 i

i , ci, Li, 茁 i, 酌 > 1 为参数,
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茁 = [1. 2,1,0. 9,0. 6,1. 5,1,0. 7,1. 1,0. 95,0. 75], L = [10,10,10,10,10,10,10,10,10,10],
酌 = 1. 2, c = [5,3,8,5,1,3,7,4,6,3] .

这里考虑一个 10 维 Nash 平衡问题,MCPLIB 中给出的解为

摇 摇 x* = (7. 44, 4. 09, 2. 59, 0郾 93, 17. 93, 4. 09, 1. 3, 5. 59, 3. 22, 1. 67) .
本文计算结果列于表 3.

表 3摇 Nash 平衡问题的计算结果

Table 3摇 Numerical results for Nash equilibrium problem

initial x computational solution x* gp(x*)

(1,1,…,1)
(7. 441 5, 4. 097 8, 2. 590 6, 0. 935 4, 17. 949 0, 4. 097 8,

1. 304 7, 5. 590 1, 3. 222 2, 1. 677 1)
5. 502 6E-5

摇 摇 例 3摇 交通平衡问题(MCPLIB 库中文件 gafni. gms)
这是一个 5 维盒式约束变分不等式模型. 其中 MCPLIB 中给出的解为 x* = (0, 0, 0. 014,

0. 144, 0. 103 3) . 本文计算结果列于表 4.
表 4摇 交通平衡问题的计算结果

Table 4摇 Numerical results for a traffic assignment model

initial x computational solution x* gp(x*)

(0,0,0,0,0) (0, 0, 0. 013 7, 0. 145 1, 0. 103 3) 1. 822 5E-6

摇 摇 例 4摇 Colville 问题(MCPLIB 库中文件 colvnlp. gms)
这是一个 15 维非线性互补问题. 问题为非线性规划标准考题 Colville 问题的 KKT 条件,

MCPLIB 中给出的解为 x* = (0. 300, 0. 333, 0. 400, 0. 428, 0. 224, 0, 0, 5. 174, 0, 3. 061,
11. 840, 0, 0, 0. 104, 0) . 本文计算结果列于表 5.

表 5摇 Colville 问题的计算结果

Table 5摇 Numerical results for Colville problem

initial x computational solution x* gp(x*)

(0,0,…,0)
(0. 300 0, 0. 333 4, 0. 400 0, 0. 428 4, 0. 224 1, 0, 0,
5. 174 2, 0, 3. 061 1, 11. 841 0, 0, 0, 0. 104 4, 0)

1. 898 2E-4

摇 摇 从计算结果可以看出,本文所提方法可得到各考题的解. 此外,我们注意到一个有趣的现

象,当参数 p 选为一固定的大数时,不能获得例 1 中 Kojima鄄Shindo 考题的退化解,但在迭代过

程中通过不断调整 p的取值,如按 pk = 0. 1 伊 1. 2k 调整,则迭代结果收敛到退化解. 造成这种结

果的一种可能的原因是参数 p 起到了某种延拓的作用,迭代过程中通过调整 p 的取值,可以控

制迭代沿着某个特定路径进行,但其具体的延拓机理尚不明确,需要进一步的研究.

5摇 结 束 语

最后,对所提出的光滑 gap 函数作两点说明以结束本文. 首先,虽然出于便于数值计算并

使理论结果与数值计算相对应的目的,本文的研究重点放于盒式约束的变分不等式问题,事实

上,对于一般的变分不等式与互补问题,亦可得到与本文相类似的理论结果;其次,如本文第 4
节所指出的,参数 p 不仅起到控制解的逼近精度的作用,还可能起到某种延拓作用,而其具体

的延拓机理尚需进一步地研究.
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New Smooth Gap Function for Box Constrained
Variational Inequalities

ZHANG Li鄄li1,摇 LI Xing鄄si2

(1. School of Mathematical Science, Dalian University of Technology,
Dalian, Liaoning 116023, P. R. China;

2. State Key Laboratory of Structural Analysis for Industrial Equipment,
Dalian University of Technology, Dalian, Liaoning 116023, P. R. China)

Abstract: A new smooth gap function for box constrained variational inequality problem was
proposed based on an integral global optimality condition. The smooth gap function was simple
and had some good differentiable properties. The box constrained variational inequality problem
could be reformulated as a differentiable optimization problem by using the proposed smooth
gap function. Conditions under which any stationary point of the optimization problem was the
solution to box constrained variational inequality problem were discussed. A simple frictional
contact problem was analyzed to illustrate the application of this smooth gap function. Finally,
numerical experiments confirmed the good theoretical properties of the method.

Key words: box constrained variational inequality problem; smooth gap function; integral
global optimality condition
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