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单自由度干摩擦振子 1颐4
强共振时的 N鄄S 分岔
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摘要:摇 研究一个单自由度干摩擦系统的受迫振动行为. 在 1颐 4 共振条件下,根据平衡点附近级数

形式的解建立系统的 Poincar佴 映射. 运用范式理论将映射简化成标准形式. 结果显示,系统会发生

NS(Neimark鄄Sacker)分岔. 数值模拟验证了理论结果.
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引摇 摇 言

在工程中,普遍存在着干摩擦现象. 干摩擦力可以使系统产生复杂的动力学效应,例如在

轴承传动和刹车制动系统中的颤振. 此外,系统总是在一定的激励下作我们所期望的运动,因
此干摩擦和激励的成对出现是常见的现象. 研究在存在干摩擦力时系统受激振动的动力学行

为,有利于我们准确地对系统施加控制,使其运动符合我们的要求.
各种非线性动力系统中的周期解问题和环面解问题越来越多地被人们研究. Chatterjee 和

Mallik 在文献[1]中研究了一族具有一个碰撞阻尼的单自由度自激振子的拟周期运动;Budd
等在文献[2]中证明了在单自由度碰撞振动系统中如果回复系数小于 1,拟周期运动不可能发

生;文献[3]研究了没有阻尼的两自由度碰撞振动系统,并分别在非共振、弱共振和强共振情

形下分析了单碰周期运动的 Hopf 分岔;谢建华[4],Wen[5] 研究了单面碰撞约束的碰撞振动系

统具有两个-1 特征值时的余维 2 分岔,发现了周期 2 两碰轨道的 Hopf 分岔;文献[6鄄7]中分

别研究了映射的 Hopf鄄Hopf 分岔和 Hopf鄄flip 分岔.
本文介绍一种在平衡点附近通过微分方程的级数解形式建立系统 Poincar佴 映射的方法.

将其具体应用于 1颐4 共振情形,我们可以得出 Poincar佴 映射. 运用平面映射的范式理论对所建

立的映射进行简化. 最后结合相关定理得出结论:在一定范围内取值的参数,其取某些值时,系
统具有稳定的周期解;其取另一些值时,系统具有稳定的环面解.
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1摇 力学模型与运动方程

如图 1 所示的单自由度力学模型,质量为 m 的物块置于速度为 v的皮带上,左端连接有刚

度系数为 k 的弹簧,在小激励力 着f(兹) 和皮带干摩擦力的作用下作小幅振动.
根据 Newton 第二定律可以建立系统的运动微分方程为

摇 摇 mz = - kz + F( z - v) + 着f(兹), (1)
其中, 着 为小参数, f(兹) 为关于 兹 的 2仔 周期函数,且 兹 线性依赖于时间 t . F( z - v) 为干摩擦

力,当相对速度不为 0 时,其表达式为

摇 摇 F(vr) = - sign(vr)m
0. 2

1 + 1. 42 vr
+ 0. 25 + 0. 05v2é

ë
êê

ù
û
úúr , (2)

图 1摇 力学模型

Fig. 1摇 The mechanical model

其中 vr 为物块相对于摩擦面(即皮带)的速度. 表
达式中的系数:0. 2,0. 25,0. 05,1. 42 是取决于材

料的,不同的材料具有不同的数值. 因此,在纯理

论研究中,我们对这些值的取法具有一定的随意

性,可分别设为 琢,茁,酌,浊 . 在这里,我们假设轮的

转速很大,而物块的速度在运动过程中始终小于

皮带的速度. 作这样的假设以后,将式(2)中的具

体系数以 琢,茁,酌,浊 表示,式(2)最后可以写成:

摇 摇 F(vr) = 琢
1 - 浊vr

+ 茁 + 酌v2[ ]r m . (3)

将方程(1)写成一阶微分方程组的形式,并
将其坐标原点平移至系统没有受外激力时的平衡位置,我们可以得到

摇 摇
x1 = x2,

x2 = - k
m x1 +

F(x2 - v)
m - F( - v)

m + 着f(兹){ .
(4)

因为我们考虑的是系统在平衡位置附近作小幅振动,因此 x2 较小,且在运动过程中始终

小于皮带的速度 v . 可对式(4) 按照 x2 进行 Taylor 展开,得到如下的形式:

摇 摇

x1 = x2,

x2 = - k
m x1 + F忆( - v)

m x2 +

摇 摇 F义( - v)
2m x2

2 + F苁( - v)
6m x3

2 + F(4)( - v)
24m x4

2 + 着f(兹) + o(x4
2)

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï .

(5)

令
k
m = 棕2

0 . 取变换
x1

x
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

2

= B
y1

y
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

2

,其中B =
1 0
0 - 棕

é

ë
êê

ù

û
úú

0

,可以把原方程变为以 y1,y2 为新变

量的如下形式:

摇 摇

y1 = - 棕0y2,

y2 = 棕0y1 + - 1
棕( )

0

F忆( - v)
m ( - 棕0y2) + F义( - v)

m ( - 棕0y2) 2[ +

摇 摇 F苁( - v)
m ( - 棕0y2) 3 + F(4)( - v)

m ( - 棕0y2) 4 + 着f(兹) + o(y4
2 ])

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï .

(6)
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本文研究 1颐4 共振下系统的 Poincar佴 映射的建立,因此 兹 关于时间 t的变化关系为 兹 = 4棕0 .
作时间尺度变换,令 棕0 t = 子,即 t = 子 / 棕0,则 y1,y2,兹 关于 子 的微分方程为

摇 摇

dy1

d子 = - y2,

dy2

d子 = y1 + F忆( - v)
棕0m

y2 - F义( - v)
2m y2

2 +
F苁( - v)棕0

6m y3
2 -

摇 摇
F(4)( - v)棕2

0

24m y4
2 - 1

棕2
0
着f(兹) + o(y4

2),

d兹
d子 = 4

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï .

(7)

为了书写方便,我们仍然将上式中的 - 着 / 棕2
0 写为 着, 并且作如下记号:

摇 摇 a(滋) =
F忆( - vc - 滋)

棕0m
, b(滋) = -

F义( - vc - 滋)
2m ,

摇 摇 c(滋) =
F苁( - vc - 滋)棕0

6m , d(滋) = -
F(4)( - vc - 滋)棕2

0

24m ,

其中, vc 是无激励系统平衡点发生Hopf 分岔时的参数值, 通过 a(0)= 0确定, 且满足a忆(0) 屹
0. 在实际处理中,我们只需要用到 a(滋) 关于 滋 的一次导数项,以及 b(滋),c(滋),d(滋) 在 滋 = 0
处的取值. 令 a忆(0) = a1,b(0) = b,c(0) = c,d(0) = d . 仍然以(·) 表示对 子 的导数. 引入这些记

号以后,对原方程的处理也即是对如下方程的处理:

摇 摇
y1 = - y2,

y2 = y1 + a1滋y2 + by2
2 + cy3

2 + dy4
2 + 着f(兹) + o(…),

兹 = 4

ì

î

í

ï
ï

ïï .

(8)

令 z = y1 + iy2, 上式可化为

摇 摇 z = iz +
a1滋
2 ( z - z-) - ib

4 ( z - z-) 2 - c
8 ( z - z-) 3 +

摇 摇 摇 摇 id
16 ( z - z-) 4 + i着f(兹) + o(…) . (9)

2摇 建立 Poincar佴 映射的方法

根据微分方程解对参数的依赖性,可以将方程(9)的解写成关于 滋,着 的级数(仍然以 t 表
示新的时间变量 子):

摇 摇 z(浊,t,滋,着) = z0(浊,t) + 滋z10(浊,t) + 着z01(浊,t) + 滋着z11(浊,t) + … (10)
满足初值条件 z(浊,0,滋,着) = 浊 .

将式(10)代入式(9)中,比较两边 滋,着 的系数可以得到

摇 摇 z0(浊,t) = iz0(浊,t) - ib
4 ( z0 - z-0) 2 - c

8 ( z0 - z-0) 3 + id
16 ( z0 - z-0) 4 + …, (11)

摇 摇 z10(浊,t) = iz10(浊,t) +
a1

2 ( z0 - z-0), (12)

摇 摇 z01(浊,t) = iz01(浊,t) + if(兹), (13)

摇 摇 z11(浊,t) = iz11(浊,t) +
a1

2 ( z01 - z-01) - ib
2 ( z10 z01 + z-10 z-01 - z10 z-01 - z-10 z01) . (14)
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再根据微分方程解对初值的连续依赖性,可以将式(10)中的 z0( t),z10( t),z01( t) 以及

z11( t) 写成按照初值 浊,浊- 展开的 Taylor 级数形式:
摇 摇 z0(浊,t) = L10浊 + L01浊- + L20浊2 + L11浊浊- + L02浊- 2 + L30浊3 + L21浊2浊- +
摇 摇 摇 摇 L12浊浊- 2 + L03浊- 3 + L40浊4 + L31浊3浊- + L22浊2浊- 2 + L13浊浊- 3 + L04浊- 4 + o(…), (15)
摇 摇 z10(浊,t) = A10浊 + A01浊- + o(…), (16)
摇 摇 z01(浊,t) = B10浊 + B01浊- + o(…), (17)
摇 摇 z11(浊,t) = C10浊 + C01浊- + o(…), (18)

其中, Lij,Aij,B ij,C ij 分别是 Lij( t),Aij( t),B ij( t),C ij( t) 的简写. 在分岔问题的研究中,当研究 4
次共振时,对于 z0(浊,t) 而言,只需要考虑到它的级数形式解中初值的三次项;对于 z10(浊,t),
z01(浊,t),z11(浊,t) 而言,因为它们均与小参数作乘积运算,因此我们只需要考虑它们级数解的

初值的 1 次项即可. 将式(15)代入式(11)中,比较两边 浊,浊- 的同类项,可以得到如下一组微分

方程:

摇 摇 L10 = iL10, L01 = iL01, L20 = iL20 - ib
4 [L2

10 + L
- 2
01 - 2L10L

-
01],

摇 摇 L11 = iL11 - ib
4 [2L10L01 + 2L

-
10L

-
01 - 2(L10L

-
10 + L01L

-
01)],

摇 摇 L02 = iL02 - ib
4 [L2

01 + L2
10 - 2L01L

-
10],

摇 摇 L30 = iL30 - ib
4 [2L10L20 + 2L

-
01L

-
02 - 2(L10L

-
02 + L20L

-
01)] -

摇 摇 摇 摇 c
8 [L3

10 - L
- 3
01 - 3L2

10L
-
01 + 3L10L

- 2
01],

摇 摇 L21 = iL21 - ib
4 [2L20L01 + 2L11L10 + 2L

-
02L

-
10 + 2L

-
11L

-
01 -

摇 摇 摇 摇 2(L10L
-
11 + L01L

-
02 + L20L

-
10 + L11L

-
01)] - c

8 [3L2
10L01 - 3L

- 2
01L

-
10 -

摇 摇 摇 摇 3(L2
10L

-
10 + 2L10L01L

-
01) + 3(L

- 2
01L01 + 2L

-
10L

-
01L10)],

摇 摇 L12 = iL12 - ib
4 [2L02L10 + 2L01L11 + 2L

-
10L

-
11 + 2L

-
20L

-
01 -

摇 摇 摇 摇 2(L10L
-
20 + L01L

-
11 + L11L

-
10 + L02L

-
01)] - c

8 [3L2
01L10 - 3L

- 2
10L

-
01 -

摇 摇 摇 摇 3(L2
01L

-
01 + 2L10L01L

-
10) + 3(L

- 2
10L10 + 2L

-
10L

-
01L01)],

摇 摇 L03 = iL03 - ib
4 [2L01L02 + 2L

-
10L

-
20 - 2(L01L

-
20 + L02L

-
10)] -

摇 摇 摇 摇 c
8 [L3

01 - L
- 3
10 - 3L2

01L
-
10 + 3L01L

- 2
10] .

根据初值条件

摇 摇 L10(0) = 1, L01(0) = 0, L20(0) = 0, L11(0) = 0, L02(0) = 0,
摇 摇 L30(0) = 0, L21(0) = 0, L12(0) = 0, L03(0) = 0.

可以逐步解出以上微分方程. 省去计算过程不写,其结果为

摇 摇 L10( t) = eit, L01( t) = 0, L20( t) = b
4 eit(1 - eit),
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摇 摇 L11( t) = b
2 (eit - 1), L02( t) = b

12 eit(e -3it - 1),

摇 摇 L30( t) = b2

8 (eit - e2it) + b2

12 (e3it - eit) + b2

24 (1 - eit) + ic
16 (e3it - eit),

摇 摇 L21( t) = b2

4 (eit - e2it) + b2

72 (eit - e -2it) + 3b2

8 (eit - 1) + 3c
8 - ib2

( )6
teit,

摇 摇 L12( t) = 7b2

24 + 3ic( )16
(eit - e - it) + b2

24 (e2it - eit) + b2

12 (e -2it - eit) - 3b2

8 (1 - eit),

摇 摇 L03( t) = b2

24 (e -2it - eit) + ic
32 - b2

( )24
(e -3it - eit) + b2

24 (1 - eit) .

根据 z0(浊,t) 的上述级数解,将其代入式(12)、(13)、(14),可以解出 z10( t),z01( t),z11( t)
分别为

摇 摇 z10(浊,t) =
a1

2 eit 浊t + i浊-
2 (1 - e -2it[ ]) , z01(浊,t) = ieit 乙 t

0
e - i子 f(4子)d子,

摇 摇 z11(浊,t) =

摇 摇 摇 摇 ieit 乙 t

0
e - i子 a1Re(eitg) +

a1b
2 Im(浊ge2i子 + 浊g-)子 +

a1b
2 Im 浊Im(g(e2i子 - 1é

ë
êê

ù
û
úú)) d子,

其中摇 摇 g( t) = 乙 t

0
e - i子 f(4子)d子 .

将以上的结果代入式(10),就可以得到方程(9)的级数解. 取 兹 = 2仔 作为 Poincar佴 截面.
当我们考虑 1颐4 共振的时候,因为 兹 = 4,也即是取 t =仔 / 2 作为 Poincar佴 截面. 建立 t = 0 时初值

点和其按照解的路径经过时间 仔 / 2 后所到达的点之间的关系,即为 1颐4 共振情形下系统平衡

点附近的 Poincar佴 映射.

3摇 理论结果与数值模拟

下面我们具体地取 f(4t) = sin(4t), 在此基础上对系统作一个具体的分析,得出环面解和

周期解存在的理论结果,并进行数值验证.
如上文所说,对解 z(浊,t,滋,着) = z0(浊,t) + 滋z10(浊,t) + 着z01(浊,t) + 滋着z11(浊,t) + …中的

t,将其取为 仔 / 2, 便可以得到系统的 Poincar佴 映射. 当 f(4t) = sin(4t) 时,通过计算可以得到

摇 摇 z 浊,仔2 ,滋,( )着 = z0 浊,仔( )2
+ 滋z10 浊,仔( )2

+ 着z01 浊,仔( )2
+ 滋着z11 浊,仔( )2

+ o(…) =

摇 摇 摇 摇 i浊 + 滋 i a1仔
4 浊 +

ia1

2 浊æ
è
ç

ö
ø
÷- - 着 4

15 (1 + i) + 滋着 -
4a1b
45 + i

a1bæ
è
ç

ö
ø
÷

15
浊 +

摇 摇 摇 摇 c1浊- +
g20

2 浊2 + g11浊浊- +
g02

2 浊- 2 +
g30

6 浊3 +
g21

2 浊2浊- +

摇 摇 摇 摇
g12

2 浊浊- 2 +
g03

6 浊- 3 + o(…) . (19)

因为

摇 摇 z 浊, 仔
2 , 滋,( )着 -[ ]浊

浊 = 0,着 = 0
= 0,

摇 摇 鄣
鄣浊 z 浊, 仔

2 , 滋,( )着 -[ ]浊
浊 = 0,着 = 0

= - 1 + i 屹 0,
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根据隐函数定理, z(浊, 仔 / 2, 滋, 着) 有连续依赖于 着 和 滋 的不动点, 设为 F着 . 作坐标平移:
棕 = 浊 - F着,则在 棕 坐标下,映射式(19)变为

摇 摇 棕 忆 = i棕 + i滋 a1仔
4 棕 +

ia1

2 棕æ
è
ç

ö
ø
÷- + 滋着 -

4a1b
45 + i

a1bæ
è
ç

ö
ø
÷

15
棕 + c1棕- +

g20

2 棕2 +

摇 摇 摇 摇 g11棕棕- +
g02

2 棕- 2 +
g30

6 棕3 +
g21

2 棕2棕- +
g12

2 棕棕- 2 +
g03

6 棕- 3 + o(…), (20)

式中, g20,g11,g02,g21,g03 在临界参数值时取值如下:

摇 摇
g20

2 = b
4 (1 + i), g11 = b

2 (i - 1),
g02

2 = - b
12 (1 + i),

摇 摇
g21

2 = b2仔
12 - b2

( )9
+ i 23b2

36 + 3c仔( )16
,

摇 摇
g03

6 = - i b
2

12, z11
仔( )2

= -
4a1b
45 + i

a1bæ
è
ç

ö
ø
÷

15
浊 + c1浊- ,

摇 摇 z10
仔( )2

= i a1仔
4 浊 +

ia1

2 浊æ
è
ç

ö
ø
÷- , z01

仔( )2
= - 4

15 (1 + i), g30, g12 .

式(20)可以通过变换: 孜 = (1 + o(滋))棕,消去其中的棕- 的线性项,而不改变式中其它项的

系数,得到

摇 摇 孜 忆 = i孜 + i滋
a1仔
4 孜 + 滋着 -

4a1b
45 + i

a1bæ
è
ç

ö
ø
÷

15
孜 +

g20

2 孜2 + g11孜孜
-
+
g02

2 孜
- 2 +

摇 摇 摇 摇
g30

6 孜3 +
g21

2 孜2孜
-
+
g12

2 孜孜
- 2 +

g03

6 孜
- 3 + o(…) . (21)

在 1颐4 共振下, 姿4
0 = 1. (姿0 是映射(21)的 Jacobi 矩阵在 滋 = 0 处的复共轭特征值). 根据映

射的范式理论,可以通过坐标的可逆变换消去所有二次项,变成如下形式(仍然以 孜 表示新坐

标):

摇 摇 孜 忆 = i孜 + i滋
a1仔
4 孜 + 滋着 -

4a1b
45 + i

a1bæ
è
ç

ö
ø
÷

15
孜 +

摇 摇 摇 摇
g忆

30

6 孜3 +
g忆

21

2 孜2孜
-
+
g忆

12

2 孜孜
- 2 +

g忆
03

6 孜
- 3 + o(…), (22)

其中消去二次项的同时引起的三次项的系数的改变由下式确定:

摇 摇
g忆

21

2 =
g21

2 +
g11

2

1 - 姿
-

0

+
g02

2

2(姿2
0 - 姿

-
0)

+
2姿0 - 1

2姿0(1 - 姿0)
g11g20,

摇 摇
g忆

03

6 =
g03

6 +
g02g11

2(姿2
0 - 姿0)

+
g02g20

2(姿2
0 - 姿

-
0)

.

同样地再经过一次坐标的可逆变换,可以消去三次项中的非共振项, g忆
30 / 6,g忆

12 / 2,同时这

一次变换不会改变线性项和三次项中其它项的系数,得到(仍然以 孜 表示新坐标)

摇 摇 孜 忆 = i孜 + i滋
a1仔
4 孜 + 滋着 -

4a1b
45 + i

a1bæ
è
ç

ö
ø
÷

15
孜 +

g忆
21

2 孜2孜
-
+
g忆

03

6 孜
- 3 + o(…) . (23)

将 g20,g11,g02,g21,g03 以及 姿0 = i 代入 g忆
21 / 2,g忆

03 / 6 的表达式,可以计算出

摇 摇
g忆

21

2 = b2仔
12 - b2

( )8
+ i 3c仔

16 - 3b2

( )8
,
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记其为 姿2;

摇 摇
g忆

03

6 = b2

12,

记其为 姿3 .
由映射的推导过程易知,不动点处的特征值为

摇 摇 姿 = i 1 + 滋
a1仔
4 + 滋着 a1b

15 + i
4a1bæ

è
ç

ö
ø
÷

45
+ oæ

è
ç

ö

ø
÷(…) ,

简写为摇 姿 = i(1 + 滋姿1 + o(…)) .
引理 1[8] 摇 1) 如果 Im(姿2 / 姿1) > 姿3 / 姿1 , 则映射(23)不存在由不动点分岔出的周

期 4 轨道;2)如果 Im(姿2 / 姿1) < 姿3 / 姿1 , 则映射(23)从不动点处分岔出不同的周期 4 轨

道:如果 姿2 > 姿3 , 那么周期 4 轨道在参数的同一侧存在,并且至少有一条是不稳定的;如
果 姿2 < 姿3 , 那么周期 4 轨道在参数的两侧均存在,且均为不稳定的.

引理 2[8] 摇 对于引理 1 的情形 1),如果 Re(姿2) 屹 0, 姿3 < 姿1 Im(姿2 / 姿1) , 映射

(23)可以从不动点分岔出不变圈.
引理 3[9] 摇 映射式(23)中的虚数单位 i 提出以后,其可以变为如下形式:

摇 摇 孜 忆 = {i [1 + 滓(滋)]孜 + 琢1(滋)孜2孜
-
+ 茁1(滋)孜

- 3 + o }(…) . (24)
如果 存 在 着1 使 得 Im(滓- (滋)琢1(0)) 逸 滓- (滋)茁1(0) + 着1 滓(滋) 成 立. 则 在 条 件

Re(琢1(0)) < 0 和 Re(滓(滋)) 屹 0 下,如果 Re(滓(滋)) > 0,那么映射(24) 能够从不动点分

岔出稳定的不变圈;如果 Re(滓(滋)) < 0, 则不动点为稳定的.
根据式(23),经过计算可以得到

摇 摇

Im
姿2

姿1

= Im

b2仔
12 - b2

( )8
+ i 3c仔

16 - 3b2

( )8

滋
a1仔
4 + 滋着 a1b

15 + i
4a1bæ

è
ç

ö
ø
÷

45

,

姿3

姿1

=

b2

12

滋
a1仔
4 + 滋着 a1b

15 + i
4a1bæ

è
ç

ö
ø
÷

45

,

Im
姿2

姿1

姿3

姿1

=

b2

8 - b2仔( )12
a1仔
4 +

着a1bæ
è
ç

ö
ø
÷

15
+ 3b2

8 - 3c仔( )16
4a1b着
45

b2

12
着4a1bæ

è
ç

ö
ø
÷

45

2

+ a1仔
4 +

a1b着æ
è
ç

ö
ø
÷

15

2

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

.

(25)

因为干摩擦函数的各个参数取决于材料,由于材料的多样性,因此我们可以比较随意地对

a1,b,c 取值,在这里,我们取 a1 = 1,b = - 1,c = - 3,同时取 着 = 0. 5. 可以代入式(25)计算出

摇 摇 Im
姿2

姿1

姿3

姿1

= 3. 153 782 300 > 1

为引理 1 中的情形 1),且

摇 摇 Re(姿2) = b2仔
12 - b2

8 屹 0,

根据引理 2,可知映射(23)可以从不动点分岔出不变圈.
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比较引理 2 和引理 3,可以得到

若 姿3 < 姿1 Im(姿2 / 姿1) 成立,则
摇 摇 Im(滓- (滋)琢1(0)) 逸 滓- (滋)茁1(0) + 着1 滓(滋)

对充分小的 着1 成立.
根据引理 3,比较式(23)和式(24),易知 Re(琢1(0)) = 3c仔 / 16 - 3b2 / 8 < 0. 我们可以限制

滋 的取值,使得 Re(滓(滋)) > 0,那么映射(24) 存在从不动点分岔出的稳定不变圈,对应于原

微分方程的不变环面;若取 滋 使得 Re(滓(滋)) < 0, 则映射(24)的不动点为稳定的,对应原微

分方程的稳定周期解. 数值验证如下:
取 滋 = 0. 2,得到Re(滓(滋)) > 0, 引理 3 断言该映射(24)存在稳定的不变圈,即原来系统

的环面解. 数值结果如图 2 所示.

(a) Poincar佴 映射图 (b) 相图(30 000 个点) (c) 相图(后 20 000 个点)
(a) Poincar佴 map (b) Phase diagram(30 000 points) (c) Phase diagram(last 20 000 points)

图 2摇 滋 = 0. 2 时的数值结果

Fig. 2摇 Numerical results when 滋 = 0. 2

取 滋 = - 0. 2,得到Re(滓(滋)) < 0, 引理 3 断言该映射(24)存在稳定的不动点,即原来系

统的周期解. 数值结果如图 3 所示.

(a) Poincar佴 映射图 (b) 相图(30 000 个点) (c) 相图(后 20 000 个点)
(a) Poincar佴 map (b) Phase diagram(30 000 points) (c) Phase diagram(last 20 000 points)

图 3摇 滋 = - 0. 2 时的数值结果

Fig. 3摇 Numerical results when 滋 = - 0. 2

4摇 结摇 摇 论

本文研究了单自由度干摩擦系统 Poincar佴 映射的建立方法,并对 1颐 4 共振情形作了具体

的分析,得到了映射的稳定不动点和稳定不变圈(即原系统的稳定周期解和稳定环面解)存在

的条件,并通过数值模拟进行了验证. 这说明了本文建立映射、处理映射的方法是有效的.
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N鄄S Bifurcation of an Oscillator With Dry
Friction in 1颐4 Strong Resonance

GUO Yong,摇 XIE Jian鄄hua
(School of Mechanics and Engineering, Southwest Jiaotong University,

Chengdu 610031, P. R. China)

Abstract: An oscillator with dry friction under external excitation was considered. The
Poincar佴 map was established according to the series solution near equilibrium in the 1颐 4 reso鄄
nance case. By theory of normal forms, the map was reduced into its normal form. It is shown
that there exist phenomena of N鄄S bifurcations. The theoretical results are verified by numerical
simulations.

Key words: dry friction; Poincar佴 map; resonant;normal form; periodic solution; torus
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