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非局部因子和表面效应对微纳米材料
振动特性的影响
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摘要:摇 基于非局部理论和表面效应模型,导出表面吸附物对微纳米材料的动力学方程,研究非局

部因子和表面能对微纳米传感器振动特性的影响. 结果显示,非局部因子、表面能、吸附物种类、附
加刚度和基底种类对微纳米结构的振动特性有重要影响.
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引摇 摇 言

微纳米机电系统(MEMS / NEMS)具有高灵敏度、快速准确等特点,它已广泛应用于物理、
化学和生物等领域,如传感器、制动器等[1鄄3] . 因此,对微纳米材料振动特性的研究尤为重要. 近
年来,很多理论和实验工作都在开展,研究者认为物理和化学相互作用,如 van der Waals 力、
静电力和水合力等,对微纳米材料的物理和振动特性有重要影响[4鄄7] . 目前有两种通用方法测

量由吸附引起的表面能的改变,一种是静位移测量[4鄄5,8鄄10],另一种是受附加吸附物的质量和表

面弹性能引起振动频率的测量[6鄄7,11鄄12] . Hagan 等首次提出理论模型描述实验中得到的数据并

得到令人满意的理论解释,该模型突出的特点是把梁的变形能和吸附分子间的相互作用考虑

在内[4] . 随后,Dareing 等采用这一多尺度模型,考虑吸附原子间的相互作用对微纳米梁静位移

的影响[5] . Huang 等采用多尺度模型研究了原子吸附对微纳米梁振动特性的影响,并指出原子

间相互作用对微纳米梁振动频率的偏移影响很大[7] . 近年来,对于原子(分子)吸附问题的理

论研究处于不断的发展和改进中,大多数研究者认为连续介质力学模型能预测 MEMS / NEMS
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系统的静位移偏移和振动频率的改变. 伴随着 MEMS / NEMS 的微型化发展,材料的表面效应

对静位移偏移和振动频率的改变起到不可忽视的作用,表面效应对 MEMS / NEMS 系统响应影

响的研究得到一定程度的发展. Yi 等深入研究了 van der Waals 力、Coulomb 力对微纳米梁表面

能、静位移和振动特性的影响[13] . Zhang 等采用多尺度 Euler鄄Bernoulli 梁模型指出附加质量和

附加刚度对梁静位移和振动频率的影响不可忽略[10鄄11] . 随后在文献[10鄄11]的基础上,Gh鄄
eshlaghi 等采用表面效应的 Timoshenko 梁模型,研究了旋转惯性和剪切变形对微纳米梁振动

特性的影响[12] . Feng 等给出了温度变化对吸附原子(分子)的微纳米梁静位移和振动频率的

变化关系,指出温度变化对微纳米梁响应很敏感[14] .
为得到更高灵敏度,MEMS / NEMS 越来越微型化,但随着尺寸的减小,材料将表现尺度效

应. 近几年来,非局部理论在微纳米材料方面获得一系列的成果,研究结果显示非局部因子对

微纳米材料的动态和静态影响很大[14] . 非局部理论模型首先由 Eringen 提出,该模型通过引入

一个反映材料的小参数描述尺度效应,并在纳米结构中得到广泛的应用和发展[15鄄20] . 由于材

料在小尺度时表面效应对材料的影响很大,近年来,基于这两种模型建立了微纳米梁和板的控

制微分方程,研究了这两种尺度参数对弯曲位移[21鄄22]、屈曲[22] 和振动[23鄄27] 特性的影响. 例如:
Wang 研究了表面效应和非局部因子对流体输运的纳米管的振动特性的影响[27] . Gheshlaghi 等
基于表面效应和非局部模型,分析了压电纳米材料的电力耦合作用[26] . 同时,Gheshlaghi 等利

用 Euler鄄Bernoulli 梁模型研究了压电纳米梁的振动特性,分析表面效应和非局部因子对振动

的影响[26] . 以上研究表面效应和非局部因子对微结构静变形和频率有很大的影响. 但是,据作

者所知,公开文献中缺少对原子(分子)吸附的同时考虑表面效应和非局部因子的研究.
为此,基于非局部理论和表面效应模型,分析微纳米梁的振动特性,研究非局部因子、表面

能、吸附物种类、附加刚度和基底种类对材料振动的影响.

1摇 分 析 模 型

如图 1 所示,长、宽、高分别为 L,b,2h的简支梁,该梁上表面吸附原子(或分子),假定吸附

物均匀分布于梁一侧,变形前间距为 d,变形后间距为 rMN
[11,13] . 原子间相互作用可表述为

Lennard鄄Jones 势能[5,7,11鄄13], U( rij) = - A琢 / r6ij + B琢 / r12ij ,其中,rij 为相邻原子间距,A琢,B琢 为 Len鄄
nard鄄Jones 常数, 琢 = 1 代表吸附原子与基底原子相互作用,琢 = 2 代表吸附原子间相互作用. 原
子间势能可由下式给出[10,12]:

摇 摇 Uint = 浊b 乙 L

0
[2UM1( rM1) + UMN( rMN)]dx, (1)

其中, rM1 = 1 / a2 + c2 (1 + h资) 2 / 4 , rMN = d[1 + (h + a)资] 为变形后原子间距, 浊 = 1 / d2 和

资 = 鄣2w / 鄣x2 分别为单位面积原子个数和曲率. 考虑线弹性小变形理论,式(1)可按 资 的 Taylor
展开为

摇 摇 Uint = 浊b 乙 L

0
u0 + 渍资 + 1

2 鬃资( )2 dx, (2)

其中

摇 摇 u0 = uint | 资 = 0, 渍 = 鄣uint / 鄣资 | 资 = 0, 鬃 = 鄣2uint / 鄣资2 | 资 = 0, uint = 2UM1( rM1) + UMN( rMN) .
梁的弹性应变能为

摇 摇 Ub = 1
2 E*I 乙 L

0
资2dx, (3)
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其中, E*I = EI + 2Esbh2 为有效弹性刚度,I = 2bh3 / 3,Es 为表面弹性模量.
系统的动能由吸附物和梁两部分组成,由下式给出:

摇 摇 T = 1
2 乙

L

0
(籽A + 浊bma)w·2dx, (4)

其中, 籽A 为梁单位长度质量,ma 为吸附原子质量. 上点号表示对时间求导,w 表示梁位移.

(a) 原子(或分子)吸附的简支梁模型 (b) 梁变形后的吸附模型

(a) Atom / molecular adsorption of a simply (b) Beam after deformation
supported beam model

图 1摇 原子吸附模型图, M, N 代表相邻吸附原子,1, 2, 3, 4 代表梁表面基底原子

Fig. 1摇 Schematic illustration of the model, M, N indicate the adjacent atoms,1,2,3,4 denote surface atoms of the beam

从式(4)可看出, 有效质量包含两部分: 1)每单位长度纳米梁质量; 2)吸附原子(分子)
质量.

梁的表面能为

摇 摇 Us = 乙 L

0
p(x)wdx, (5)

其中, p(x) = 2子0b资 为残余表面力[28鄄29] .

应用 Hamilton 变分原理, 啄乙
t
(T - (Ub + Uint - Us))dt = 0, 得弯矩方程为

摇 摇 鄣2M / 鄣x2 = - p(x) + (籽A + 浊bma)w + 浊b鬃鄣4w / 鄣x4, (6)

其中, M = 乙
A
滓xzdA 为梁横截面弯矩.

由非局部理论得梁本构关系:
摇 摇 滓x - (e0a) 2鄣2滓x / 鄣x2 = E*着x . (7)

式(7)两端同乘 zdA 并对横截面 A 积分,有
摇 摇 M - (e0a) 2鄣2M / 鄣x2 = - E*I鄣2w / 鄣x2 . (8)

比较式(6)和式(8),得梁横向运动方程为

摇 摇 E*I 鄣
4w
鄣x4 + 1 - (e0a) 2 鄣2

鄣x[ ]2 (籽A + 浊bma)w + 浊b鬃 鄣4w
鄣x4 - 2子0b

鄣2w
鄣x[ ]2 = 0. (9)

假定小变形位移为

摇 摇 w(x,t) = W(x-)ej棕t, (10)

把式(10)代入式(9),并引入无量纲量 x- = x / L, W
-
= W / L, 得
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摇 摇 1 - e2 鄣2

鄣x-[ ]2 - (1 + a1)棕- 2W
-
+ a2

d4W
-

dx- 4 - u2
d2W

-

dx-[ ]2 + (1 + u1)
d4W

-

dx- 4 = 0, (11)

其中

摇 摇 a1 =
浊bma

籽A , a2 = 浊b鬃
EI , u1 = E*I - EI

EI , u2 =
2子0bL2

EI , e =
e0a
L , 棕- = 棕L2 籽A

EI
分别为无量纲质量、吸附抗弯刚度、表面弹性能、表面力、非局部因子和频比. 假定小变形简支

梁的振型为

摇 摇 W
-
= sin(姿nx-), (12)

其中, 姿n = n仔,n = 1,2,3,… .
把式(12)代入式(11),得振动频比为

摇 摇 酌 = 棕-

(n仔) 2 = 1
1 + a1

1 + u1

1 + 姿2
ne2

+ a2 +
u2

姿2
n
, (13)

上式即为描述梁的振动频率随吸附物、表面效应和非局部因子的变化关系.
为研究原子吸附对梁共振频率的影响,引入频率偏移量 赘 = (酌 - 酌a) / 酌a,其中 酌a 为未吸

附梁的共振频率(式(13) 中令 a1 = a2 = 0) .

2摇 数值计算及讨论

采用单晶 Au(100)梁, 弹性模量 E = 70 GPa, 密度 籽 = 19. 3 g / cm3, 表面弹性常数 Es =
- 3郾 6 N / m,子0 = 1. 4 N / m[30] . 考虑 O 和 H 原子吸附在 Au(100)梁表面两种情形,相关参数见

表 1.
表 1摇 材料参数[11]

Table 1摇 Material parameters[11]

ma (1. 66伊10-27 / kg) c / nm a / nm A1 (10-79 / ( J·m6))

O / Au(100) 16 0. 324 0. 282 10. 30

H / Au(100) 1 0. 324 0. 251 4. 925

B1 (10-136 / ( J·m12)) A2 (10-79 / ( J·m6)) B2 (10-136 / ( J·m12))

O / Au(100) 7. 885 15. 34 14. 10

H / Au(100) 2. 123 3. 536 1. 022

摇 摇 为方便描述吸附原子密度对梁振动频率的影响,引入无量纲相对吸附密度 专 = 浊 / 浊m,其
中 浊m = 1 / c2 .

首先考虑 O 原子吸附在 Au(100)梁表面的情形,频比随梁厚度的变化关系如图 2 所示.
由图 2(a)可以看到,当厚度从纳米增加到微米以上时,频率下降并逐渐趋于恒定值,厚度小于

数百纳米量级时,表面效应对固频的影响不可忽略[31] . 同时,固频比对梁长度变化比较敏感,
长厚比越大,固频比越大. 非局部因子使梁固频比减小,并随着厚度的增加而变大. 例如:当厚

度为 2h = 1 滋m,长厚比为 L / (2h) = 10 时,计算得到非局部和局部固频比分别为 0. 849 和

1郾 002,可以看出考虑非局部效应后,梁等效刚度变小,频率减小. 图 2(b)显示,模数对频比影

响很大,模数越高,频比减少越多,这说明非局部因子对高频影响很大. 通过比较有无考虑非局

部因子作用的频率比曲线(见图 2(b))可知: 1) 梁厚度达到 100 滋m 时,表面效应可忽略;2)
频率比受非局部参数影响并随模数的增加而减小.

图 3 为吸附密度对梁共振频率的影响. 由图 3 可知,随着吸附密度的增加, 赘 表现不同的
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数值符号. 由式(13)可以观察到,频率的增减主要取决于两种物理机制,分别为吸附的原子质量

和吸附原子间的相互作用力,它们引起了梁等效抗弯刚度的改变,即每单位长度质量的增大(由
籽A 到 籽A + 浊bma) 导致梁频率的减少和梁等效抗弯刚度的增大或减少(由 E*I 到 E*I + 浊b鬃 +
2子0b(e0a)2 (见式(9)))导致梁频率的增大(或减少) [11-12] . 同时,频率偏移量随着非局部因子

的增大和模数的增大而增大. 例如:对 O / Au(100)来讲,基频偏移量分别为

摇 摇 赘 = 0. 009 6(e = 0), 赘 = 0. 012(e = 0. 2);
模数为 3 的频率偏移量分别为

摇 摇 赘 = 0. 017(e = 0), 赘 = 0. 068(e = 0. 2) .

(a) 局部和非局部理论在长厚比为 (b) 长厚比 L / (2h) = 10, 局部和非局部

L / (2h) = 5, 10, 20 的频率特性 理论在模数 n = 1, 2, 3 的频率特性

(a) Length to thickness ratio (b) Vibration modes n = 1,2,3 for length
L / (2h) = 5, 10, 20 to thickness ratio L / (2h) = 10

图 2摇 专 = 1 时,考虑表面效应的梁厚度对频比的影响

Fig. 2摇 Frequency ratio versus thickness with surface effects for adsorption density 专 = 1

(a) O 原子吸附在 Au(100)表面 (b) H 原子吸附在 Au(100)表面

(a) O / Au(100) (b) H / Au(100)
图 3摇 考虑表面效应的梁吸附密度对频比的影响, 2h = 2 nm, L / (2h) = 5

Fig. 3摇 Effects of the relative adsorption density on the frequency shift with
surface effects for 2h = 2 nm, L / (2h) = 5

表面效应和吸附密度对梁共振频率的影响见图 4. 与图 3 相似,频比随吸附密度的增加表

现不同的振动行为. 同时,表面效应使梁振动频比偏移量减小.
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(a) O 原子吸附在 Au(100)表面 (b) H 原子吸附在 Au(100)表面

(a) O / Au(100) (b) H / Au(100)
图 4摇 考虑非局部理论的梁吸附密度对固频比的影响, 2h = 2 nm, L / (2h) = 5

Fig. 4摇 Effects of the relative adsorption density on the frequency shift with
different nonlocal parameters for 2h = 2 nm, L / (2h) = 5

3摇 结摇 摇 论

本文基于表面效应的 Hamilton 原理导出吸附原子的微纳米梁的弯矩方程,根据非局部理

论导出表面吸附物对微纳米梁的动力学方程,研究非局部因子和表面能对微纳米传感器的振

动特性的依赖关系. 结论如下:
1) 表面效应随梁尺寸的增加而减小,当厚度为数百纳米以上时,表面效应的影响可忽略.
2) 非局部因子对高频振动频率的影响不可忽略,尤其在尺寸小于 100 滋m 时. 当尺寸大于

数百纳米时,频比几乎不受厚度等尺寸的影响且趋于一系列渐进值.
3) 非局部因子使频比增大,尤其在高频阶段,相反表面效应使频比减小.
4) 吸附物的类型,吸附物的密度对微纳米梁的振动特性有明显的影响.
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Surface Effects of Adsorption鄄Induced Resonance
Analysis of Micro / Nanobeams via

Nonlocal Elasticity

XU Xiao鄄jian1,摇 DENG Zi鄄chen1,2

(1. Department of Engineering Mechanics, Northwestern Polytechnical University,
Xi爷an 710129, P. R. China;

2. State Key Laboratory of Structural Analysis for Industrial Equipment,
Dalian University of Technology, Dalian, Liaoning 116024, P. R. China)

Abstract: The governing differential equation of micro / nanobeams with atom / molecule adsorp鄄
tion was derived in presence of surface effects using the nonlocal elasticity. The effects of non鄄
local parameter, adsorption density and the surface parameter on resonant frequency of the mi鄄
cro / nanobeams were investigated. It is found that, in addition to the nonlocal parameter and
surface parameter, the bending rigidity and the adsorption鄄induced mass exhibit different be鄄
haviors with the increase of adsorption density depending on the adatom category and the sub鄄
strate material.

Key words: micro鄄and mano鄄electromechanic system(NEMS / MEMS) sensors; nonlocal elas鄄
ticity; surface effects; vibration; atom / molecular adsorption
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