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Richardson 数对后台阶流动熵产的影响
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摘要:摇 后台阶流动是研究伴随有传热现象的分离流动的常用模型. 虽然 Richardson 数的改变会明

显影响分离流动的流动和传热特性,但是迄今为止关于 Richardson 数对后台阶流动熵产影响的研

究依然很少. 基于求解熵产方程,第一次系统研究 Richardson 数对后台阶流动熵产的影响. 对于求

解熵产方程所需的速度和温度等变量,通过格子 Boltzmann 方法来得到. 通过上述工作可以发现,
后台阶流动中熵产和 Bejan 数的分布随 Richardson 数变化显著. 总熵产数是 Richardson 数的单调减

函数而平均 Bejan 数是 Richardson 数的单调增函数.
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引摇 摇 言

自从上个世纪 80 年代末举办关于远场边界论坛以来[1],后台阶流动就成为一种常见的流

体力学研究对象. 这种流动形式不但在理论研究中具有极大价值,而且在实际的能量转化过程

中非常普遍,如电子冷却系统. 迄今已有大量关于后台阶流动的研究工作. 比如,Armaly 等

人[2]使用试验和数值模拟的手段详细研究了层流和湍流后台阶流动. Le 等人[3]通过直接数值

模拟研究了湍流后台阶流动的压力波动和涡结构,并发现在回流区摩擦因数特别高. 最近的关

于后台阶流动的研究请参见文献[4鄄6]. 关于伴随传热现象的后台阶流动的综述文章请参见文

献[7]. 由于相关的工作非常多,因此在本文中仅能罗列一小部分. 随着微机电系统(MEMS)、
和超大规模集成电路(VLSI)的发展,后台阶流动已经成为研究伴随传热现象的微尺度分离流

动的常见研究模型[8鄄9] .
自从 Bejan[10]讨论传热和流动中的熵产现象以来,关于后台阶流动的熵产研究也大量展

开. 后台阶流动的熵产研究有着大量的应用背景,如评价气流通过汽轮机叶片时能量的损失及

内燃机燃烧过程中的能量损失[11] . Abu鄄Nada[12] 分析了后台阶强迫对流熵产特性并总结了无

量纲温度,Reynolds 数和 Brinkman 数对熵产的影响. Abu鄄Nada[13] 还研究了后台阶结构参数对

熵产和 Bejan 数的影响. 最近,Abu鄄Nada[13] 分析了渗流条件下后台阶流动的熵产特征并详细

讨论渗流对熵产和 Bejan 数的影响.
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但是,迄今为止关于 Richardson 数对后台阶流动熵产影响的研究依然是空白. 众所周知,
当 Richardson 数很小时,流动和传热特性会明显受到 Richardson 数改变的影响[1,14鄄15] . 但是在

微机电系统,由于受结构尺寸的限制,Reynolds 数一般都很小,因此为了优化微系统的性能,研
究 Richardson 数对后台阶流动熵产影响的工作非常重要和必要. 本文的目的就是为了详细揭

示 Richardson 数对后台阶流动熵产的影响. 作为熵产分析所必需的流场速度和温度,在本文中

通过格子 Boltzmann 方法[16鄄19]求解而不是常用的计算流体力学(CFD)方法得到. 在本文作者

以前的工作[20]中已经详细分析了在熵产分析中格子 Boltzmann 方法与常用的计算流体力学相

比的特有优势.

1摇 控 制 方 程

本文研究的问题域如图 1 所示. 后台阶的扩展比为 1 颐 2,与文献[11,15]中的参数相同.
后台阶长度 L 为 L = 30h . 后台阶高度为 H - h . 无量纲的连续性方程,动量方程和能量方程如

下所示[1,15]:

图 1摇 后台阶示意图

Fig. 1摇 Sketch of backward鄄facing step

摇 摇 Ñ·u = 0, (1)

摇 摇 鄣u
鄣t + u·Ñu = - Ñp + 1

Re 驻u + RiTk, (2)

摇 摇 鄣T
鄣t + u·ÑT = 1

Pe 驻T, (3)

其中, u = (u,v) 是速度矢量,k 是沿 y 轴方向的单位矢

量. Re,Ri 和 Pe 分别是 Reynolds 数,Richardson 数和 Pe鄄
clet 数,其定义式请参见文献[15]. 在现有关于后台阶

流动熵产分析的工作中[11鄄13],方程(2)中的最后 1 项都

被忽略了,因此 Richardson 数对后台阶流动熵产的影响同时也被忽略. 当 Richardson 数很小

时,这一近似可以成立. 但是当 Reynolds 数很小时,Richardson 数对流动和传热的影响就将显

得非常重要[15,21] .
入口处的速度边界为 u = 24(y - 0. 5)(1 - y),v = 0,温度边界条件为 T = 2(y - 0. 5) . 其

它固壁假设为无滑移边界条件. 流场出口假设为远场边界条件[1,15] . 上壁面无量纲温度 T =
1郾 0,下壁面无量纲温度 T = 0. 0.

2摇 熵 产 方 程

无量纲熵产方程为

摇 摇 S = (ÑT) 2 + 渍 准 2, (4)
其中, 渍 = Br / (驻T) 为不可逆分布比[20] . Br = PrEc 为 Brinkman 数, Ec 为 Eckert 数[20] . 准 为

应变率张量绝对值,其定义如下:

摇 摇 准 = 2准琢茁准琢茁 , (5)
式(5)中 准琢茁 = (鄣琢u茁 + 鄣茁u琢) / 2. 对于二维问题,我们可以简化为

摇 摇 准 2 = 2 鄣u
鄣( )x

2
+ 2 鄣v

鄣( )y
2
+ 鄣u

鄣( )y
2
+ 2 鄣u

鄣( )y
鄣v
鄣( )x + 鄣v

鄣( )x
2
. (6)

由于式(5)中复杂的空间偏导数,使用传统方法计算 准 非常复杂. 而如已发表文献[17鄄
19]所示,在格子 Boltzmann 方法中, 准 可以非常容易求解. 类似的,方程(4)中的空间偏导数
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也非常容易在格子 Boltzmann 方法中进行求解[22] . 方程(4)中的第 1 项表示由于传热产生的不

可逆,而第 2 项表示流体粘性产生的不可逆,因此该方程可以改写为

摇 摇 S = SD + S滋, (7)
下标 D 和 滋 分别表明由于传热产生的不可逆和流体粘性产生的不可逆[20],通常用 HTI 和 FFI
来表示[10] . Bejan 数定义为[10鄄11,20]

摇 摇 Be =
SD

S . (8)

当 Bejan 数远大于 0. 5 时,表明不可逆主要由传热产生. 反之,当 Bejan 数远小于 0. 5 时,表明

不可逆主要由流体粘性产生. 总熵产数定义为[10]

摇 摇 Stotal = 乙
赘
S鄣赘, (9)

其中 赘 表示整个计算域. 平均 Bejan 数的定义式与之类似.

3摇 结果与讨论

首先,我们模拟了不考虑 Richardson 数影响(即 Ri = 0) 的工况. 图 2 和图 3 显示的是对应

的流线及等温线分布;图 4 和图 5 显示的是对应的熵产及 Bejan 数分布图. 在本文中其它参数

选取为 渍 = 1, Pr = 1, 网格分辨率为 750伊50. 本文作者以前的工作[15]已经证明该网格分辨率

能得到足够精度的模拟结果. 详细的求解过程请参见文献[15,20].

图 2摇 Re = 400, Ri = 0 时的流线图 图 3摇 Re = 400, Ri = 0 时的等温线图

Fig. 2摇 Streamlines at Re = 400 excluding Fig. 3摇 Isotherms at Re = 400 excluding
the effect of Ri the effect of Ri

图 6 显示的是熵产和 Bejan 数沿下壁面轴向的分布. 熵产最小值出现在左下角. 从该图中

可以看到熵产的第 1 个峰值出现在回流区内. 该峰值会迅速衰减并在再汇合点达到 1 个极小

值. 该现象是由于在该区域涡显著增强导致粘性不可逆增加而产生的. 而在再汇合点,流体剪

切应力消失导致粘性不可逆为 0 而传热不可逆占主导地位. 在 x = 0 处 Be = 1 再次证明本文的

分析是正确的,因为在该处速度梯度为 0. Bejan 数的最小值出现在主回流区内,因为在该区中

粘性不可逆增加明显.
图 7 显示的是熵产和 Bejan 数沿上壁面轴向的分布. 在 x = 0 处熵产出现 1 个极大值. 这

是由于在上壁面的边界层导致的. 从该图可以看到在再汇合点熵产迅速减小. Bejan 数的最小

值出现在边界层的边缘而较大值出现在上回流区. 在上壁面二级回流区的边缘,Bejan 数达到

最大值.
本文得到的结论与文献[11鄄13]相吻合. 稍许差别是由于不同的温度边界条件导致的. 在
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图 4摇 Re = 400, Ri = 0 时的熵产分布图 图 5摇 Re = 400, Ri = 0 时的 Bejan 数分布图

Fig. 4摇 Entropy generation number distribution at Fig. 5摇 Bejan number distribution at Re = 400
Re = 400 excluding the effect of Ri excluding the effect of Ri

(a) 熵产数 (b) Bejan 数

(a) Entropy generation number (b) Bejan number
图 6摇 Re = 400, Ri = 0 时下壁面熵产和 Bejan 数分布

Fig. 6摇 Entropy generation number and Bejan number along bottom wall at Re = 400 excluding the effect of Ri

(a) 熵产数 (b) Bejan 数

(a) Entropy generation number (b) Bejan number
图 7摇 Re = 400, Ri = 0 时上壁面熵产和 Bejan 数分布

Fig. 7摇 Entropy generation number and Bejan number along top wall at Re = 400 excluding the effect of Ri

本文的剩余部分,我们如文献[11]中所研究的工况一样,取 Re = 400 来消除流场的三维效应,
而让 Richardson 数在 0. 1 至 1 间变动.

图 8 和图 9 显示的当 Ri = 0. 1 时的流线和等温线分布. 从图中可以明显看到,当 Richard鄄
son 数非常小的时候,Richardson 数对流动和传热的影响并不显著. 除了下回流区被轻微压缩

外,图 8 和图 9 与图 2 和图 3 并无明显差别. 上回流区在 Ri = 0. 1 时会被拉伸并向上游移动.
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该现象与文献[15]结论一致. 当 Richardson 数非常小的时候,传热的主要形式为上下壁面间

的热传导. 因此,如图 10 和图 11 所示,熵产和 Bejan 数的分布也与 Ri = 0 的时候(图 4 和图 5)
差别不大. 熵产主要集中在入口处. 在后台阶处有一处较大区域 Bejan 数约为 0,而另外有 4 处

区域不可逆主要由传热导致. 这 4 个区域的分布为:上回流区,下壁面的墙角,下再汇合点和流

场中心.

图 8摇 Re = 400, Ri = 0. 1 时的流线图 图 9摇 Re = 400, Ri = 0. 1 时的等温线图

Fig. 8摇 Streamlines at Re = 400 and Ri = 0. 1 Fig. 9摇 Isotherms at Re = 400 and Ri = 0. 1

图 10摇 Re = 400, Ri = 0. 1 时的熵产分布图 图 11摇 Re = 400, Ri = 0. 1 时的 Bejan 数分布图

Fig. 10摇 Entropy generation number distribution at Fig. 11摇 Bejan number distribution at Re = 400
Re = 400 and Ri = 0. 1 and Ri = 0. 1

图 12 显示的是熵产和 Bejan 数沿下壁面轴向的分布. 熵产出现了两个峰值,其中第 2 个

峰值是最大值,和图 6 类似. 但是与图 6 相比,由于下回流区被压缩,极大值的出现位置开始向

上游移动. 并且图 12 中峰值要远大于图 6 中的峰值.
图 13 显示的是熵产和 Bejan 数沿上壁面轴向的分布. 熵产的最大值出现在上壁面的边缘

并迅速衰减至最小值. 熵产最小值出现在再汇合点. 因为上回流区向上游方向移动,因此熵产

的最小值出现位置也相应向上游方向移动. 由于上回流区被增强,因此 Bejan 数的分布出现了

一个类似山谷的形状.
图 14 和图 15 显示的是 Ri = 1 时的流线和等温线图. 完全不同于图 2、3 和图 8、9,由于 Ri

增大,流线和等温线的分层现象消失而成为波浪状. 非常明显,在 Richardson 数很大时,在流场

入口附近 x(臆 15) 的传热方式已经由传导改为对流. 在上下壁面各出现 3 个涡. 因此熵产和

Bejan 数的分布也出现很大变化,如图 16、17 所示.
图 18 显示的是熵产和 Bejan 数沿下壁面轴向的分布. 毫无疑问,由于在下壁面存在 3 个
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(a) 熵产数 (b) Bejan 数

(a) Entropy generation number (b) Bejan number
图 12摇 Re = 400, Ri = 0. 1 时下壁面熵产和 Bejan 数分布

Fig. 12摇 Entropy generation number and Bejan number along bottom wall at Re = 400 and Ri = 0. 1

(a) 熵产数 (b) Bejan 数

(a) Entropy generation number (b) Bejan number
图 13摇 Re = 400, Ri = 0. 1 时上壁面熵产和 Bejan 数分布

Fig. 13摇 Entropy generation number and Bejan number along top wall at Re = 400 and Ri = 0. 1

图 14摇 Re = 400, Ri = 1 时的流线图 图 15摇 Re = 400, Ri = 1 时的等温线图

Fig. 14摇 Streamlines at Re = 400 and Ri = 1 Fig. 15摇 Isotherms at Re = 400 and Ri = 1

回流区,熵产和 Bejan 数各出现了 3 个峰值. 不同于低 Richardson 数的工况,熵产的第 1 个峰值

即为最大值然后开始振荡减小. 类似的现象也出现在上壁面,请参看图 19. 需要强调的是对于

Richardson 数的工况(比如 Ri = 1), 在左下角的速度梯度并不再为 0,因此该处的 Bejan 数不

再为 1,如图 17 和图 18 所示. 对于大 Richardson 数的工况,靠近左下角处,Bejan 数远小于

0郾 5,表明粘性不可逆占主导地位. 这是由于当 Richardson 数较大时,该处的速度梯度远大于温

度梯度. 另外,在上壁面边界层边缘附近,Richardson 数对熵产影响非常小.
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图 16摇 Re = 400, Ri = 1 时的熵产分布图 图 17摇 Re = 400, Ri = 1 时的 Bejan 数分布图

Fig. 16摇 Entropy generation number distribution at Fig. 17摇 Bejan number distribution at Re = 400
Re = 400 and Ri = 1 and Ri = 1

(a) 熵产数 (b) Bejan 数

(a) Entropy generation number (b) Bejan number
图 18摇 Re = 400, Ri = 1 时下壁面熵产和 Bejan 数分布

Fig. 18摇 Entropy generation number and Bejan number along bottom wall at Re = 400 and Ri = 1

(a) 熵产数 (b) Bejan 数

(a) Entropy generation number (b) Bejan number
图 19摇 Re = 400, Ri = 1 时上壁面熵产和 Bejan 数分布

Fig. 19摇 Entropy generation number and Bejan number along top wall at Re = 400 and Ri = 1

图 20 显示的是不同 Richardson 数下总熵产和平均 Bejan 数变化趋势. 从图中可以看到,
虽然熵产的峰值随 Richardson 数增加而增加,但总熵产却是 Richardson 数的单调减函数. 这是

由于虽然温度和速度梯度随 Richardson 数增加而增大,但是回流区的大小却随 Richardson 数

增加而减小. 而回流区内才是熵产发生的主要区域. 然而,平均 Bejan 数却是 Richardson 数的

单调增函数. 这是由于随着 Richardson 数增大,粘性不可逆开始占主导地位.
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(a) 总熵产 (b) 平均 Bejan 数

(a) Total Entropy generation number (b) Average Bejan number
图 20摇 Re = 400 时总熵产和平均 Bejan 数随 Richardson 数变化趋势

Fig. 20摇 Total Entropy generation number and average Bejan number at Re = 400

4摇 总摇 摇 结

众所周知,后台阶流动的流动和传热特性都会受到 Richardson 数变化的显著影响[1,15] . 但
是,关于 Richardson 数变化对后台阶流动熵产影响的研究却是空白. 在本文工作中,我们使用

文献[15,20]开发的方法进行了相应研究.
通过本文分析,可以发现后台阶流动熵产分布非常类似于平板层流边界层内的熵产分布.

在壁面边缘会出现熵产最大值并且熵产往下游方向逐渐减小. 在壁面边缘处,与粘性不可逆相

比,传热不可逆对熵产的贡献可以忽略. 当 Richardson 数比较小的时候,以热传导方式为主. 当
Richardson 数较大时,则以热对流方式为主. 下壁面熵产的第 1 个峰值出现在主回流区内. 上
壁面熵产的最大值则出现在壁面边缘. 下壁面 Bejan 数的最小值出现在主回流区. 当 Richard鄄
son 数非常小的时候,流动和传热基本没有影响. 但是当 Richardson 数足够大的时候,流动和传

热特性会发生显著改变. 熵产的峰值随 Richardson 数增加而增大,但总熵产却是随 Richardson
数增大而单调减小. 平均 Bejan 数是 Richardson 数的单调增函数.
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Effect of Richardson Number on Entropy Generation
Over a Backward Facing Step

CHEN Sheng1,2

(1. Research & Development Center, WISCO, Wuhan 430083, P. R. China;
2. State Key Laboratory of Coal Combustion, Huazhong University of

Science and Technology, Wuhan 430074, P. R. China)

Abstract: Flow over a backward facing step (BFS) has been taken as a useful prototype to in鄄
vestigate characteristics of separated flow with heat transfer. However, to date the study on the
effect of Richardson number on entropy generation over BFS is absent yet although the flow
pattern and heat transfer characteristic both would receive significant influence caused by varia鄄
tion of Richardson number in many practical applications, for example in microelectromechani鄄
cal systems and aerocrafts. The effect of Richardson number on entropy generation in BFS flow
was reported for the first time. Results of entropy generation analysis was obtained by numeri鄄
cally solving the entropy generation equation. The values of velocity and temperature, which
were the inputs of the entropy generation equation, were obtained by the lattice Boltzmann
method. It is found that the distributions of local entropy generation number and Bejan number
are significantly influenced by the variation of Richardson number. The total entropy generation
number is a monotonic decreasing function of Richardson number whereas the average Bejan
number is a monotonic increasing function of Richardson number.

Key words: entropy generation; backward facing step; Richardson number; lattice Boltzmann
method
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