
文章编号:1000鄄0887(2012)11鄄1294鄄10 訫 应用数学和力学编委会,ISSN 1000鄄0887

变质量 Chetaev 型非完整系统的共形不变性
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摘要:摇 研究变质量 Chetaev 型非完整系统的共形不变性与守恒量. 推导共形因子表达式,得到系

统共形不变性同时是 Lie 对称性的充要条件,给出系统弱 Lie 对称性和强 Lie 对称性的共形不变

性,导出系统相应的守恒量,并举例说明结果的应用.
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引摇 摇 言

变质量力学系统的研究,在数学、力学、航空、航天等领域中具有重要的理论意义和应用价

值. 早在 19 世纪中叶,人们就提出了变质量力学的问题,但直到 1897 年,俄国的科学家

禺刂仉刂剽劂剀刳刿 首先建立了变质量质点动力学的基本方程. 1929 年苏联力学家 馗刳剜剌剀剜赜劂剀刳刿 提

出用多级火箭实现宇宙飞行,对变质量力学作出了重要贡献. 中国力学家梅凤翔对变质量系统

力学的研究做了大量工作,奠定了变质量系统分析力学研究的理论基础[1] .
对称性原理是物理学中更高层次的法则,近年来,动力学系统的对称性与守恒量的研究倍

受人们关注[2鄄5],在 Noether 对称性[6鄄10]、Lie 对称性[11鄄15] 和 Mei 对称性[16鄄20] 以及其它对称

性[21鄄24]方面的研究取得重要进展. 同时,变质量系统的对称性与守恒量研究取得了一系列重

要成果[25鄄27] . 共形不变性是寻找动力学系统守恒量的一种现代方法. Galiullin 等人研究了在特

殊无限小变换下 Birkhoff 系统的共形不变性或共形对称性[28] . 最近,我们研究了 Lagrange 系

统、Hamilton 系统、完整系统和非完整系统 Lie 对称性或 Mei 对称性的共形不变性及其守恒

量[29鄄34] . 文献[35鄄40]分别研究了一阶微分方程、广义 Hamilton 系统、准坐标下和事件空间中

以及高阶非完整系统 Lie 对称性或 Mei 对称性的共形不变性.
然而,对于变质量系统,例如喷气飞机、火箭、卫星、航天器等,由于质量的变化,系统的动

力学方程变得复杂. 文献[41]研究了变质量完整系统 Mei 对称性的共形不变性. 对于非完整

系统,其动力学方程也比完整系统更复杂,其对称性与守恒量或共形不变性的研究也比完整系

统要困难. 本文研究变质量 Chetaev 型非完整系统的共形不变性及系统的守恒量. 当然,非完
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整系统的共形不变性理论自然也适合完整系统.

1摇 共形不变性及其确定方程

研究由 N 个质点组成的系统,第 i 个质点的质量为

摇 摇 mi = mi( t,q)摇 摇 ( i = 1,2,…,N) . (1)
设力学系统的位形由 n个广义坐标 qs( s = 1,2,…,n) 来确定,其运动受有 g 个彼此相容且独立

的双面理想 Chetaev 型非完整约束:
摇 摇 f茁( t,q,q) = 0摇 摇 ( s = 1,2,…,n; 茁 = 1,2,…,g) . (2)

约束(2)加在虚位移 啄qs 上的 Chetaev 条件为

摇 摇
鄣f茁
鄣qs

啄qs = 0. (3)

采用 Euler 算子

摇 摇 Es =
d
dt

鄣
鄣qs

- 鄣
鄣qs

,

变质量 Chetaev 型非完整系统的运动微分方程表为

摇 摇 Es(L) = Qs + Ps + 姿 茁
鄣f茁
鄣qs

, (4)

式中, L = L( t,q,q) 和Qs = Qs( t,q,q) 分别为系统的 Lagrange 函数和非势广义力, 姿 茁 为约束乘

子, Ps 为广义反推力

摇 摇 Ps = mi(ui + ri)·
鄣ri
鄣qs

- 1
2 ri·ri

鄣mi

鄣qs
摇 摇 ( s = 1,2,…,n; i = 1,2,…,N), (5)

其中, ri,ri 分别为第 i 个质点的矢径和速度,ui 为微粒相对第 i 个质点的相对速度.
假设系统非奇异,即

摇 摇 D = det 鄣2L
鄣qs鄣q

( )
k

屹0,

在运动微分方程积分之前可求出 姿 茁 作为 t,q,q 的函数. 于是,方程(4)可表为

摇 摇 Es(L) = Qs + Ps + 撰s 摇 摇 ( s = 1,2,…,n) . (6)
展开式(6)可得

摇 摇 Fs 以 Ask( t,q)qk + Bs( t,q,q) - Qs( t,q,q) -
摇 摇 摇 摇 Ps( t,q,q) - 撰s( t,q,q) = 0摇 摇 ( s,k = 1,2,…,n), (7)

式中

摇 摇 Ask =
鄣2L

鄣qs鄣qk
, Bs =

鄣2L
鄣qs鄣qk

qk + 鄣2L
鄣qs鄣t

- 鄣L
鄣qs

. (8)

由式(7)可求得所有广义加速度

摇 摇 qs =
Mks

D
鄣L
鄣qk

- 鄣2L
鄣qk鄣t

- 鄣2L
鄣qk鄣q j

q j + Qk + Pk + 撰( )k 摇 摇 ( s, k, j = 1,2,…,n), (9)

式中, Mks 为 Msk 的转置,Msk 表示矩阵元素 鄣2L / (鄣qs鄣qk) 的余因子. 式(9)简记为

摇 摇 qs = 琢 s( t,q,q)摇 摇 ( s = 1,2,…,n) . (10)
取时间 t 和广义坐标 qs 的无限小单参数变换群:
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摇 摇 t* = t + 着孜0( t,q,q), q*
s ( t*) = qs( t) + 着孜 s( t,q,q), (11)

其中, 着 为无限小参数,孜0, 孜 s 为群的无限小变换的生成元或生成函数.

定义 1摇 对于矩阵 祝 l
s , 使得

摇 摇 X(2)(Fs) = 祝 l
s(F l)摇 摇 ( s,l = 1,2,…,n), (12)

则方程(7)在无限小单参数变换群(11)作用下是共形不变的,式(12)是方程(7)的共形不变

的确定方程,其中 祝 l
s 为共形因子. 式中

摇 摇

X(2) = X(1) + (孜 s - 2qs孜0 - qs孜0)
鄣
鄣qs

,

X(1) = X(0) + (孜 s - qs孜0)
鄣
鄣qs

,

X(0) = 孜0
鄣
鄣t + 孜 s

鄣
鄣qs

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï .

(13)

对于与变质量非完整系统(2)和(4)相应的完整系统(7),如果无限小生成元 孜0,孜 s 满足

确定方程

摇 摇 X(2)(Fs) Fs = 0 = 0, (14)

则称这种对称性为系统的 Lie 对称性.

2摇 共 形 因 子

为得到方程(7)共形不变性的共形因子表达式,计算差值

摇 摇 X(2)(Fs) - X(2)(Fs) Fs = 0 . (15)

利用

摇 摇 孜 k =
鄣孜 k

鄣t +
鄣孜 k

鄣qr
qr +

鄣孜 k

鄣qr
qr 摇 摇 (k = 0,1,2,…,n), (16)

摇 摇 孜 k =
鄣2孜 k

鄣t2
+ 2

鄣2孜 k

鄣qr鄣t
qr + 2

鄣2孜 k

鄣qr鄣t
qr +

鄣2孜 k

鄣qr鄣q j
qrq j + 2

鄣2孜 k

鄣qr鄣q j
qrq j +

摇 摇 摇 摇
鄣孜 k

鄣qr
qr +

鄣2孜 k

鄣qr鄣q j
qrq j +

鄣孜 k

鄣qr

鄣琢 r

鄣t +
鄣琢 r

鄣q j
q j +

鄣琢 r

鄣q j
qæ

è
ç

ö
ø
÷

j

摇 摇 (k = 0,1,2,…,n; r, j = 1,2,…,n), (17)
经计算得

摇 摇 X(2)(Fs) = Ask(孜 k - 2qk孜0 - qk孜0) + X(0)(Ask)qk +

摇 摇 摇 摇 X(0)(Bs - Qs - Ps - 撰s) + (孜 k - qk孜0)
鄣(Bs - Qs - Ps - 撰s)

鄣qk
=

摇 摇 摇 摇 A [sk 2
鄣2孜 k

鄣qr鄣t
qr + 2

鄣2孜 k

鄣q j鄣qr
q jqr +

鄣孜 k

鄣qr
qr +

鄣2孜 k

鄣qr鄣q j
qrq j +

摇 摇 摇 摇
鄣孜 k

鄣q j

鄣琢 j

鄣qr
qr - 2qk

鄣孜0

鄣t +
鄣孜0

鄣qr
qr +

鄣孜0

鄣qr
qæ

è
ç

ö
ø
÷ ]r -

摇 摇 摇 摇 Askqk 2
鄣2孜0

鄣qr鄣t
qr + 2

鄣2孜0

鄣q j鄣qr
q jqr +

鄣孜0

鄣qr
qr +

鄣2孜0

鄣qr鄣q j
qrq j +

鄣孜0

鄣q j

鄣琢 j

鄣qr
qæ

è
ç

ö
ø
÷

r +
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摇 摇 摇 摇 X(0)(Ask)qk + 鄣孜 k

鄣qr
- qk

鄣孜0

鄣q
æ
è
ç

ö
ø
÷

r

qr
鄣(Bs - Qs - Ps - 撰s)

鄣qk
+ C( t,q,q), (18)

式中, C( t,q,q) 为其余不含 qs 项的代数和. 式(18) 中用 琢 替换 q, 同理可得 X(2)(Fs) Fs = 0 的

结果.
由于 琢 s = - Ask(Bk - Qk - Pk - 撰k), 我们有

摇 摇 qk - 琢 k = qk + Akl(B l - Ql - P l - 撰l) =
摇 摇 摇 摇 Akl(Almqm + B l - Ql - P l - 撰l) = AklF l, (19)
摇 摇 qkq j = (AklF l + 琢 k)(A jmFm + 琢 j) =
摇 摇 摇 摇 AklF lA jmFm + 琢 kA jmFm + 琢 jAklF l + 琢 k琢 j . (20)

因此

摇 摇 X(2)(Fs) - X(2)(Fs) Fs = 0 =

摇 摇 摇 摇 Ask 2
鄣2孜 k

鄣qr鄣t
+ 2

鄣2孜 k

鄣q j鄣qr
q j +

鄣孜 k

鄣qr
+

鄣孜 k

鄣q j

鄣琢 j

鄣q
æ
è
ç

ö
ø
÷

r

(qr - 琢 r) + Ask
鄣2孜 k

鄣qr鄣q j
(qrq j - 琢 r琢 j) -

摇 摇 摇 摇 2Ask(qk - 琢 k)
鄣孜0

鄣t +
鄣孜0

鄣qr
qæ

è
ç

ö
ø
÷

r - 2Ask
鄣孜0

鄣qr
(qkqr - 琢 k琢 r) -

摇 摇 摇 摇 Askqk 2
鄣2孜0

鄣qr鄣t
+ 2

鄣2孜0

鄣q j鄣qr
q j +

鄣孜0

鄣qr
+

鄣孜0

鄣q j

鄣琢 j

鄣q
æ
è
ç

ö
ø
÷

r

(qr - 琢 r) -

摇 摇 摇 摇 Askqk
鄣2孜0

鄣qr鄣q j
(qrq j - 琢 r琢 j) + X(0)(Ask)(qk - 琢 k) +

摇 摇 摇 摇 鄣孜 k

鄣qr
- qk

鄣孜0

鄣q
æ
è
ç

ö
ø
÷

r

(qr - 琢 r)
鄣(Bs - Qs - Ps - 撰s)

鄣qk
=

摇 摇 摇 摇 茁 l
sF l + Ask

鄣2孜 k

鄣qr鄣q j
A jmFmArlF l - 2Ask

鄣孜0

鄣qr
ArmFmAklF l -

摇 摇 摇 摇 Askqk
鄣2孜0

鄣qr鄣q j
A jmFmArlF摇 摇 ( s, k, r, j, m, l = 1,2,…,n), (21)

式中

摇 摇 茁 l
s = Ask 2

鄣2孜 k

鄣qr鄣t
+ 2

鄣2孜 k

鄣q j鄣qr
q j +

鄣孜 k

鄣qr
+

鄣孜 k

鄣q j

鄣琢 j

鄣q
æ
è
ç

ö
ø
÷

r

Arl -

摇 摇 摇 摇 Askqk 2
鄣2孜0

鄣qr鄣t
+ 2

鄣2孜0

鄣q j鄣qr
q j +

鄣孜0

鄣qr
+

鄣孜0

鄣q j

鄣琢 j

鄣q
æ
è
ç

ö
ø
÷

r

Arl -

摇 摇 摇 摇 2啄 l
s
鄣孜0

鄣t +
鄣孜0

鄣qr
qæ

è
ç

ö
ø
÷

r + X(0)(Ask)Akl +

摇 摇 摇 摇 鄣孜 k

鄣qr
- qk

鄣孜0

鄣q
æ
è
ç

ö
ø
÷

r

Arl 鄣(Bs - Qs - Ps - 撰s)
鄣qk

+

摇 摇 摇 摇 Ask
鄣2孜 k

鄣qr鄣q j
(琢 rA jl + 琢 jArl) - 2Ask

鄣孜0

鄣qr
(琢 kArl + 琢 rAkl) -

摇 摇 摇 摇 Askqk
鄣2孜0

鄣qr鄣q j
(琢 rA jl + 琢 jArl)摇 摇 ( s, k, j, r, l = 1,2,…,n) . (22)

茁 l
s 即共形因子,忽略 F l 的高阶项,得到
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摇 摇 X(2)(Fs) - X(2)(Fs) Fs = 0 = 茁 l
sF l 摇 摇 ( s,l = 1,2,…,n) . (23)

取 Ask = 啄 sk, Bs( t,q,q) - Qs( t,q,q) - Ps( t,q,q) - 撰s( t,q,q) = - 琢 s( t,q,q), 方程(7)可
规范为标准形式

摇 摇 Fs 以 qs - 琢 s( t,q,q) = 0摇 摇 ( s = 1,2,…,n) . (24)
由式(22)容易得到共形因子

摇 摇 茁 l
s = 2

鄣2孜 s

鄣ql鄣t
+ 2

鄣2孜 s

鄣q j鄣ql
q j +

鄣孜 s

鄣ql
+

鄣孜 s

鄣q j

鄣琢 j

鄣ql
-

摇 摇 摇 摇 qs 2
鄣2孜0

鄣ql鄣t
+ 2

鄣2孜0

鄣q j鄣ql
q j +

鄣孜0

鄣ql
+

鄣孜0

鄣q j

鄣琢 j

鄣q
æ
è
ç

ö
ø
÷

l

-

摇 摇 摇 摇 2啄 l
s
鄣孜0

鄣t +
鄣孜0

鄣qr
qr +

鄣孜0

鄣qr
琢æ

è
ç

ö
ø
÷

r - 鄣孜 k

鄣ql
- qk

鄣孜0

鄣q
æ
è
ç

ö
ø
÷

l

鄣琢 s

鄣qk
+

摇 摇 摇 摇 2
鄣2孜 s

鄣qr鄣ql
琢 r - 2qs

鄣2孜0

鄣qr鄣ql
琢 r - 2

鄣孜0

鄣ql
琢 s . (25)

利用式(12)和(14)及(23),易得下述结论:
定理 1摇 如果方程(7)在无限小单参数变换群(11)作用下是 Lie 对称性的,且存在矩阵

(茁 l
s) 满足

摇 摇 X(2)(Fs) - X(2)(Fs) Fs = 0 = 茁 l
sF l 摇 摇 ( s,l = 1,2,…,n), (26)

则方程(7)在无限小单参数变换群(11)作用下共形不变性同时是 Lie 对称性的充分与必要条

件为

摇 摇 祝 l
s = 茁 l

s 摇 摇 ( s,l = 1,2,…,n) . (27)

3摇 结构方程与守恒量

利用式(6)消除 鄣L / 鄣qs 可得

摇 摇 X(1)(L) = 孜0
鄣L
鄣t + 孜 s

d
dt

鄣L
鄣qs

- Qs - Ps - 撰( )s + (孜 s - qs孜0)
鄣L
鄣qs

=

摇 摇 摇 摇 d
dt (孜 s - qs孜0)

鄣L
鄣qs

+ L孜[ ]0 - L孜0 - (Qs + Ps + 撰s)(孜 s - qs孜0), (28)

令

摇 摇 G =- (孜 s - qs孜0)
鄣L
鄣qs

+ L孜[ ]0 + const, (29)

显然有下述结论:
定理 2摇 对于满足共形因子(22)或(25)的无限小变换群(11)的生成元 孜0, 孜 s,如果存在

规范函数 G = G( t,q,q) 满足如下 Lie 对称性的结构方程

摇 摇 L 孜0 + X(1)(L) + (Qs + Ps + 撰s)(孜 s - qs孜0) + G = 0, (30)
则相应于变质量 Chetaev 型非完整系统(2)和(4)的完整系统(7)的共形不变性存在守恒量

摇 摇 I = L 孜0 + 鄣L
鄣qs

(孜 s - qs孜0) + G = const . (31)

在无限小变换(11)下,非完整约束方程(2)的不变性表为如下限制方程

摇 摇 X(1 {) f茁( t,q,q }) = 0摇 摇 (茁 = 1,2,…,g) . (32)
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若考虑到 Chetaev 条件(2)对无限小生成元 孜0, 孜 s 的限制,则有

摇 摇
鄣f茁
鄣qs

(孜 s - qs孜0) = 0, (33)

称方程(33)为附加限制方程.
定义 2摇 对于变质量 Chetaev 型非完整系统,如果无限小生成元 孜0,孜 s 满足确定方程(14)

以及限制方程(32),则称这种对称性为系统的弱 Lie 对称性,相应的共形不变性是弱 Lie 对称

性的共形不变性. 如果无限小生成元 孜0,孜 s 满足确定方程(14)、限制方程(32)以及附加限制方

程(33),则称这种对称性为系统的强 Lie 对称性,相应的共形不变性是強 Lie 对称性的共形不

变性.
由命题 2 易得以下结论:
定理 3摇 如果 孜0, 孜 s 是变质量 Chetaev 型非完整系统(2)和(4)的弱(強)Lie 对称性生成

元,且存在规范函数 G = G( t,q,q) 满足结构方程(30),则变质量 Chetaev 型非完整系统(2)和
(4)的弱(強)Lie 对称性的共形不变性导致守恒量(31).

4摇 算摇 摇 例

我们讨论一个变质量 Chetaev 型非完整系统的实例,其质量、Lagrange 函数、非完整约束与

非势广义力分别为

摇 摇 m = m0 exp( - 茁t)摇 摇 (m0 与 茁 均为常数), (34)

摇 摇 L = 1
2 m(q2

1 + q2
2), (35)

摇 摇 f = q2 - tq1 = 0, (36)

摇 摇 Q1 = - 1
t(1 + t2)

mq1, Q2 = - 1
1 + t2

mq1 . (37)

设微粒分离的绝对速度为 0,由式(5)得
摇 摇 P1 = P2 = 0. (38)

方程(4)表为

摇 摇 mq1 = - mq1 - 1
t(1 + t2)

mq1 - 姿t, mq2 = - mq2 - 1
1 + t2

mq1 + 姿 . (39)

由方程(34) ~ (39)求得

摇 摇 姿 = 1
1 + t2

mq1, (40)

摇 摇 撰1 = - 姿t = - t
1 + t2

mq1, 撰2 = 姿 = 1
1 + t2

mq1 . (41)

因此

摇 摇 q1 = 茁q1 - q1 / t, q2 = 茁q2 (42)
或

摇 摇 F1 = q1 - 茁q1 + q1 / t, F2 = q2 - 茁q2 . (43)
选取生成元函数

摇 摇 孜0 = 0, 孜1 = q1, 孜2 = q2 + 1, (44)
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可得共形不变性的确定方程

摇 摇 X(2)(F1) = q1 - 茁q1 + q1 / t = F1, X(2)(F2) = q2 - 茁q2 = F2 . (45)
共形因子为

摇 摇 祝 = 1 0æ

è
ç

ö

ø
÷

0 1
. (46)

由式(25)也可得 茁 l
s = 祝 l

s . 此时系统共形不变性同时是 Lie 对称性的.
显然,相应的对称性是系统的弱 Lie 对称性,因为生成元满足如下限制方程

摇 摇 X(1) f = X(1)(q2 - tq1) = 0. (47)
但相应的对称性不是系统的强 Lie 对称性,因为生成元不满足附加限制方程(33),即

摇 摇 鄣f
鄣qs

(孜 s - qs孜0) 屹 0摇 摇 ( s = 1,2) . (48)

将式(35)、(37)、(38)、(41)和(44)代入结构方程(30),则有

摇 摇 G =- m(q2
1 + q2

2) + m
t q1q1, (49)

摇 摇 G =- m(q1q1 + q2q2) . (50)
式(31)给出守恒量

摇 摇 I = mq2 = const . (51)

5摇 结摇 摇 论

变质量 Chetaev 型非完整系统在无限小变换下存在共形不变性. 当无限小生成元满足系

统的限制方程或限制方程和附加限制方程时,我们可得到系统弱或强 Lie 对称性的共形不变

性. 共形不变性满足一定条件时也可导致相应的守恒量.
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Conformal Invariance for the Nonholonomic System of
Chetaev爷s Type With Variable Mass

HUANG Wei鄄li1,2,摇 CAI Jian鄄le2

(1. Department of Physics and Telecom Engineering,
Hunan City University, Yiyang, Hunan 413000, P. R. China;

2. College of Science, Hangzhou Normal University,
Hangzhou 310018, P. R. China)

Abstract: Conformal invariance and conserved quantities for the nonholonomic system of Che鄄
taev爷s type with variable mass were studied. The conformal factor expressions were deduced.
The necessary and sufficient conditions that the system爷 s conformal invariance would be Lie
symmetry were obtained. The conformal invariance of weak and strong Lie symmetry for the
system was given. And the system爷s corresponding conserved quantities were derived. Lastly,
an example was taken to illustrate the application of the result.

Key words: nonholonomic system;variable mass;conformal invariance;conserved quantity
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