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非线性梁结构的参数振动稳定性
及其主动控制
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摘要:摇 采用压电材料研究了参数激励非线性梁结构的运动稳定性及其主动控制,通过速度反馈

控制算法获得主动阻尼,利用 Hamilton 原理建立含阻尼的立方非线性运动方程,采用多尺度方法

求解运动方程获得稳定性区域. 通过数值算例,分析了控制增益、外激振力幅值等因素对稳定性区

域和幅频曲线特性的影响. 分析表明:控制增益增大,结构所能承受的轴向力也增大,在一定范围

内结构的主动阻尼比也增加;随着控制增益的增大,响应幅值逐渐降低,但所需的控制电压存在峰

值点.
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引摇 摇 言

梁结构广泛应用于航空航天、机械、土木等工程领域,在服役期间结构经常承受外激励作

用,如果结构的柔性比较大,将产生大幅度的长时间持续非线性振动,这势必会影响结构的正

常工作,甚至产生疲劳破坏. 因此,有必要研究结构的非线性振动稳定性和响应的主动控制问

题. 目前为止,研究者对于结构非线性振动和非线性动力学问题给予了极大关注,研究的问题

多集中在非线性动力学建模、非线性响应计算、运动稳定性分析、分岔和混沌特性等[1鄄4] .
采用压电材料对结构进行振动主动控制得到广泛研究和应用[5鄄8] . Zhang 和 Shen[9]研究了

由 1 ~ 3 型压电纤维增强复合材料和正交各向异性复合材料构成的层合板结构的振动主动控

制,基于薄板理论建立了结构轴向和横向振动方程,通过数值算例分析了压电层合板的动力学

特性. Dong 等[10]采用一种系统辨识技术研究了压电智能结构的振动主动控制,采用有限元方

法计算结构响应,利用 LQG 算法设计控制器,并进行了数值仿真和实验研究. Zhang 等[11]研究

了表面部分覆盖 PVDF 作动器的圆柱壳结构的振动主动控制,建立了结构系统的电力耦合运

动方程,针对固支鄄自由边界约束的圆柱壳,进行了数值模拟和实验研究. Qiu 等[12]针对粘贴压

电片的悬臂梁结构的振动主动控制进行了研究,采用比例反馈控制和滑模变结构控制算法,控
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制梁结构的前两阶弯曲振动模态. Kapuria 和 Yasin[13]采用压电纤维增强复合材料研究了金属

层合板的振动主动控制,针对传统的常增益速度反馈控制和最优控制策略给出了数值算例.
Chen 等[14]采用压电材料研究了复合材料梁的动力学稳定性和振动控制,采用谐波平衡法求

解运动方程,获得一阶近似的稳定性区域,但在他们的分析中未考虑阻尼效应.
李凤明等[4]研究了参数激励非线性压电梁的振动稳定性,考虑非线性阻尼的影响,建立

了力电耦合运动方程,获得结构振动稳定性区域,但是尚未研究结构的非线性振动稳定性主动

控制问题. 本文采用压电材料对非线性梁结构的运动稳定性及其主动控制进一步深入研究,采
用速度反馈控制算法获得主动阻尼,通过 Hamilton 原理建立含阻尼的立方非线性运动方程,
采用多尺度法获得运动稳定性区域. 通过数值算例,分析了控制增益、外激振力幅值等因素对

稳定性区域和幅频曲线特性的影响.

1摇 结构运动方程

研究如图 1 所示的矩形截面简支梁,压电片完好粘贴在梁的表面,简谐激振力 P( t) = P0 +
P t cos 赘 t 作用在基梁的轴线方向. 直角坐标系如图 1 所示,其中 x 轴建立在基梁的中性面上沿

轴线方向. 研究中忽略梁的轴向变形对其横向位移的影响.

图 1摇 承受轴向力的梁结构示意图

Fig. 1摇 The schematic diagram of a beam subjected to axial forces

基梁为均匀各向同性材料,其中的正应力及正应变表示为

摇 摇 滓x = E着x, 着x = - z 鄣
2w
鄣x2 + 1

2
鄣w
鄣( )x

2
, (1)

式中, w 为梁的横向挠度,滓x,着x 和 E 分别为正应力、正应变和弹性模量.
压电材料为横观各向同性材料,其极化方向沿 z 轴方向,其本构方程表示为

摇 摇 滓p
x = c11着p

x - e31Ez, Dz = e31着p
x + 孜33Ez, (2)

式中, 滓p
x 和 着p

x 为压电材料的正应力和正应变,c11,e31 和 孜33 分别为压电材料的弹性常数、压电

常数及介电常数,Dz 为 z方向电位移,Ez = V0( t) / hp 为 z方向电场强度[15],其中 V0 为外加电压、
hp 为压电片厚度. 由于压电材料和基梁之间粘贴完好,并且研究中忽略梁的轴向变形对其横

向位移的影响. 因此,可以认为压电材料的正应变 着p
x 与基梁的正应变 着x 相同,即认为它们的变

形协调一致.
Hamilton 变分原理表示为

摇 摇 乙 t2

t1
啄(T - U)dt + 乙 t2

t1
啄WPdt = 0, (3)

式中, 啄 为变分符号, T 和 U 为整体结构的动能和势能, 啄WP 为外力虚功. 整体结构的动能表

示为

摇 摇 T = 1
2 乙

L

0
m 鄣w

鄣( )t
2
dx, (4)

式中, L为基梁的长度,m = 籽S + 籽pSp 为基梁和压电片单位长度的质量,籽和 籽p 为基梁和压电材
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料的密度,S 和 Sp 为基梁和压电层的横截面积.
整体结构的势能包括 3 部分,即基梁和压电层的应变能、以及压电层的电势能,其表示为

摇 摇 U = 1
2 乙V滓x着xdV + 1

2 乙V滓p
x着xdV - 1

2 乙VDzEzdV . (5)

将式(1)和(2)分别代入式(5),得

摇 摇 U = a1乙 L

0

鄣2w
鄣x( )2

2
dx + a2V0乙 L

0

鄣2w
鄣x2 dx + a3乙 L

0

鄣2w
鄣x2

鄣w
鄣( )x

2
dx +

摇 摇 摇 摇 a4V0乙 L

0

鄣w
鄣( )x

2
dx + a5乙 L

0

鄣w
鄣( )x

4
dx + a6V 2

0 , (6)

式中各项系数表示为

摇 摇
a1 =

Ebh3 + c11bhp(4h2
p + 6hhp + 3h2)

24 , a2 =
be31(hp + 2h)

2 ,

a3 = -
bc11hp(hp + h)

4 , a4 = -
e31b
2 , a5 =

Ebh + c11bhp

8 , a6 = -
bL 孜33

2hp

ì

î

í

ï
ï

ï
ï ,

(7)

式中, h 为基梁厚度,L 和 b 分别为基梁和压电层的长与宽.
为了分析压电材料主动阻尼力对振动稳定性的影响,研究中不考虑结构阻尼力. 则轴向力

P( t) 所作的功为

摇 摇 WP = 乙 L

0

P
2

鄣w
鄣( )x

2
dx . (8)

研究中考虑简支梁横向位移的一阶展开式,可将位移 w 表示为如下形式:

摇 摇 w(x,t) = W( t)sin 仔x
L , (9)

式中, W( t) 为位移幅值,即广义坐标. 将式(9)分别代入式(4)和式(6)及式(8),则动能、势能

和外力功表示为

摇 摇 T = 1
4 mL dW

d( )t
2
, (10)

摇 摇 U =
a1仔4

2L3 W 2 +
2a2仔
L V0W -

2a3仔3

3L3 W 3 +
a4仔2

2L V0W 2 +
3a5仔4

8L3 W 4 + a6V 2
0 , (11)

摇 摇 WP = P仔2

4L W 2 . (12)

将动能、势能和外力功的表达式(10)至式(12)代入式(3),对广义坐标 W 求变分,得到整

体结构的非线性运动方程为

摇 摇 d2W
dt2

+ a7V0 + (a8 - Pa9)W + a10V0W + a11W 2 + a12W 3 = 0, (13)

其中

摇 摇 a7 =
4a2仔
mL2 , a8 =

2a1仔4

mL4 , a9 = 仔2

mL2, a10 =
2a4仔2

mL2 , a11 = -
4a3仔3

mL4 , a12 =
3a5仔4

mL4 , (14)

可见式(13)的第 2 项和第 4 项为力电耦合项,其将外加电压与结构运动联系起来,反映出外

电压对结构动力学特性将产生影响. 此外可见,结构振动方程为立方非线性方程.

2摇 主动控制方案

压电材料可以通过施加适当的外部控制电压以获得主动阻尼,改进结构的振动稳定性. 为
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了达到这个目的,可以实施速度负反馈控制方案. 采用速度传感器测量梁结构某一点 x0 处的

速度并传给控制器,控制器以速度反馈控制算法计算控制电压,并施加给压电作动器贴片产生

控制力. 速度反馈控制要求施加给压电作动器的控制电压与结构某一点 x0 处的速度成正比,
即表示为[16]

摇 摇 V0 = - K
dw(x0,t)

dt = - K sin
仔x0

L
dW
dt , (15)

式中 K 为反馈控制增益.
将式(15)代入到式(13), 并结合式(9), 则运动方程变为如下形式的含阻尼立方非线性

方程:

摇 摇 d2W
dt2

+ cp
dW
dt + (a8 - Pa9)W + a13W

dW
dt + a11W 2 + a12W 3 = 0, (16)

式中

摇 摇 cp = - Ka7 sin
仔x0

L , a13 = - Ka10 sin
仔x0

L . (17)

式(16)中第 2 项为速度反馈导致的主动阻尼力,系数 cp 为主动阻尼系数,其与反馈增益 K 有

关. 可见,采用压电材料并施加速度反馈控制后,结构产生主动阻尼力,影响结构的运动稳定

性. 通过主动调节反馈增益 K 的值,结构动力学特性将发生变化.

3摇 稳定性分析

下面对非线性运动方程(16)进行稳定性分析. 将简谐激振力 P( t) = P0 + P t cos 赘 t 代入式

(16),并整理成如下形式:

摇 摇 d2W
dt2

+ 2灼棕 dW
dt + 棕2(1 - 2滋 cos 赘 t)W + a13W

dW
dt + a11W 2 + a12W 3 = 0, (18)

其中

摇 摇 棕2 = a8 - a9P0, 灼 =
cp
2棕, 滋 =

a9P t

2棕2 , (19)

其中, 灼 和 滋 都为无量纲量,灼 为阻尼比.
定义如下无量纲量:

摇 摇 W
-
= W

L , 棕- = 棕
棕0

, t- = 棕0 t, 赘
-
= 赘
棕0

, (20)

式中, 棕0 = 仔2 EI / (mL4) 为基梁的一阶固有频率,其中 I = bh3 / 12 为基梁的横截面惯性矩. 将
以上无量纲量代入式(18)中,得如下无量纲运动方程:

摇 摇 d2W
-

d t-2
+ 2灼棕- dW

-

d t-
+ 棕- 2(1 - 2滋 cos 赘

-
t-)W

-
+ 琢W

- dW
-

d t-
+ 茁W

- 2 + 酌W
- 3 = 0, (21)

式中, 琢, 茁 和 酌 为无量纲系数,其表示为

摇 摇 琢 =
a13L
棕0

, 茁 =
a11L
棕2

0
, 酌 =

a12L2

棕2
0

.

为书写简便,在以下分析中略去各无量纲量符号上面的“–冶.
下面采用多尺度法求解[17鄄19] . 为此,引入如下标度变换:
摇 摇 灼 寅 着灼, 滋 寅 着滋, 琢 寅 着琢, 茁 寅 着茁, 酌 寅 着酌, (22)
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其中 着 为无量纲小扰动参数. 则式(21)变为

摇 摇 d2W
dt2

+ 2着灼棕 dW
dt + 棕2(1 - 2着滋 cos 赘 t)W + 着琢W dW

dt + 着茁W 2 + 着酌W 3 = 0. (23)

设方程(23)的解为如下形式:
摇 摇 W( t,着) = W0(T0,T1,T2,…) + 着W1(T0,T1,T2,…) +
摇 摇 摇 摇 着2W2(T0,T1,T2,…) + …, (24)

式中, Tn = 着n t (n = 0, 1, 2,…),取前两阶时间尺度,其中 T0 = t为快变时间尺度,T1 = 着t 为慢

变时间尺度. 则有如下微分算子:

摇 摇

d
dt =

鄣
鄣T0

+ 着 鄣
鄣T1

+ … = D0 + 着D1 + …,

d2

dt2
= 鄣2

鄣T 2
0
+ 2着 鄣2

鄣T0鄣T1
+ … = D2

0 + 2着D0D1 + …

ì

î

í

ï
ï

ï
ï .

(25)

研究 棕 = 赘 / 2 的亚谐波鄄主参数共振,为此设

摇 摇 棕 = 赘
2 + 着棕1 + 着2棕2 + … . (26)

将式(24)至式(26)代入式(23)中,并令等式两端 着 的同次幂的系数相等,得

摇 摇 D2
0W0 + 赘 2

4 W0 = 0, (27)

摇 摇 D2
0W1 + 赘 2

4 W1 = - 2D0D1W0 - 灼赘D0W0 - 赘 棕1W0 + 赘 2

2 滋W0 cos 赘T0 -

摇 摇 摇 摇 琢W0D0W0 - 茁W 2
0 - 酌W 3

0 . (28)
式(27)的复数形式的解为

摇 摇 W0 = a(T1)exp i
赘T0æ

è
ç

ö
ø
÷

2
+ a-(T1)exp - i

赘T0æ
è
ç

ö
ø
÷

2
, (29)

式中, a- 为 a 的共轭复数.
将式(29)代入式(28)中,得如下方程:

摇 摇 D2
0W1 + 赘 2

4 W1 = - i赘a忆 - i 灼赘
2a

2 - 赘 棕1a + 赘 2滋a-
4 - 3酌a2a( )- exp i

赘T0æ
è
ç

ö
ø
÷

2
-

摇 摇 摇 摇 i 赘 琢a2

2 + 茁a( )2 exp(i赘T0) + 赘 2滋a
4 - 酌a( )3 exp i

3赘T0æ
è
ç

ö
ø
÷

2
- 茁aa- + cc, (30)

式中, a忆 为 a 对 T1 的导数,cc 表示等式右端各项的共轭复数部分. 消除式(30)中的久期项,得

摇 摇 - i赘a忆 - i 灼赘
2a

2 - 赘 棕1a + 赘 2滋a-
4 - 3酌a2a- = 0. (31)

将 a 表示为如下指数函数的形式:

摇 摇 a = A exp(i渍)
2 , (32)

式中, A 和 渍 均为 T1 的实函数. 将式(32)代入式(31)中,并将实部和虚部分开,得

摇 摇 A忆 = - A灼赘
2 - A滋赘

4 sin 2渍, (33)

摇 摇 渍忆 = 棕1 + 3A2酌
4赘 - 滋赘

4 cos 2渍 . (34)

令 A忆 = 渍忆 = 0,则可得定常解. 考虑非平凡解,即 A 屹0, 则由式(33)得到
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摇 摇 sin 2渍 =- 2灼
滋 . (35)

将式(35)代入式(34),得到定常解的振幅为

摇 摇 A2 = -
4棕1赘
3酌 依 滋赘 2

3酌 1 - 4灼2

滋2 . (36)

上式称为幅频曲线方程,其反应了外激振力频率和主动阻尼等对结构振动幅值的影响.
根据 A 为实函数的条件,由式(36)得到结构运动稳定性条件如下:

摇 摇 棕1 < 依 赘
2

滋2

4 - 灼2 摇 摇 (灼 < 滋 / 2) . (37)

将式(37)代入式(26),得到如下一阶近似稳定性区域

摇 摇 2棕
赘 < 1 依 滋2

4 - 灼2 摇 摇 (灼 < 滋 / 2) . (38)

由此可见,反馈控制增益(其控制阻尼比 灼) 和轴向力(由 滋 反映)等对结构运动稳定性区域产

生影响.
结合式(15)和式(29)及式(32),即可确定实施主动控制所施加的外电压幅值如下:

摇 摇 V0 = 1
2 KA赘 sin

仔x0

L . (39)

下面分析不同参数对定常解稳定性以及结构幅频曲线特性等的影响.

4摇 算例和讨论

针对图 1 所示的承受轴向压力的参数激励非线性压电梁结构,计算其稳定性边界、幅频曲

线和控制电压,分析各因素对结构参数振动稳定性的影响. 计算中式(36)和(38)中只考虑取

正号的情况,取负号的情况可以类似分析. 基梁和压电材料的参数取值如表 1 所示.
表 1 基梁和压电材料的参数取值

Table 1摇 The parameters for the base beam and piezoelectric material

摇
elastic constant
E or c11 / GPa

mass density

籽 / (kg·m·s–2)

piezoelectric constant

e31 / (C·m–2)
length
L / m

width
b / m

thickness
h / m

base beam(Al) 71 2 710 — 0. 5 0. 01 0. 005

piezoelectric layer(PZT鄄5H) 126 7 500 -6. 50 0. 5 0. 01 0. 001

摇 摇 图 2 针对轴力 P0 取 100 N 时,分析了控制增益 K 对压电梁参数振动稳定性的影响. 纵坐

标对应与轴力 P t 有关的参数 滋(见式(19)),由图 2 可见,随着控制增益的增大,稳定域边界线

上处于亚谐波 鄄主参数共振点(曲线的最低点,对应2棕 / 赘 = 1处) 附近逐渐向上移动,也就是说

当控制增益变大时,即使在较大的轴力幅值 P t 作用下,结构运动也会趋于稳定. 并且控制增益

越大,结构所能承受的轴向力也越大(但应在梁的屈曲载荷范围内).
为了分析与图 2 所对应的不同控制增益下结构的主动阻尼特性,图 3 给出了主动阻尼比

灼 随控制增益 K 的变化规律. 从图 3 可见,随着控制增益的增大,结构的主动阻尼比也逐渐增

加,并且呈线性规律上升,这是因为主动阻尼系数(见式(17))与控制增益成比例. 当控制增益

增大到 300 时,对应的主动阻尼比约为 0. 037,起到了较好的主动阻尼效果. 但需要注意的是:
控制增益 K 不能无限度的增大,其必须要满足结构稳定性条件(见式(38)),即要求主动阻尼

比小于 滋 / 2.
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图 2摇 控制增益对压电梁稳定性的影响 图 3摇 主动阻尼比随控制增益的变化

Fig. 2摇 The effect of the control gain on the motion Fig. 3摇 The variation of the active damping
stability of the piezoelectric beam ratio with the control gain

图 4摇 轴力对压电梁稳定性的影响 图 5摇 控制增益对结构幅频曲线特性的影响

Fig. 4摇 The effect of axial force on the Fig. 5摇 The effect of control gain on the structural
stability of piezoelectric beam amplitude鄄frequency curve properties

图 4 分析了轴力幅值 Pt 和P0 对结构参数振动稳定性的影响.图中纵坐标为阻尼比 灼, 可见,
随着轴力的逐渐变大(小于梁的屈曲载荷), 稳定域边界线上处于亚谐波 鄄主参数共振点(曲线的

最高点,对应 2棕 / 赘 = 1 处)也逐渐升高. 这说明,当轴力增加时,需要对梁结构提供较大的主动

阻尼(施加较大控制增益),才能使结构的振动处于稳定性区域.
为了分析主动控制对结构动态响应的影响,针对不同控制增益,图 5 计算了结构的幅频曲

线特性(见式(36)). 从图可见,随着控制增益的增加,响应幅值 A 逐渐降低. 当控制增益增大

到 300 时,与未施加控制 (K = 0) 的结果比较可见,响应幅值降低了将近一半. 此外,由图 5 还

可见,振幅 A 随激振力频率 赘 的增加近似呈线性规律增长. 这是因为频率调谐参数 棕1 的取值

比较小(计算中棕1 取0. 001),这样当激振力频率赘取值较小时,由式(36) 可见,振幅 A与赘近

似呈线性规律变化.
针对图 5 中所取的几个控制增益,图 6 给出了相应的控制电压幅值. 从图可见,随着激振

力频率 赘的增加,控制电压幅值呈非线性规律增长. 从图 6 还可见,并不是控制增益越大,所施

加的控制电压越大. 例如:当控制增益K取200时所需要的控制电压要比K取300时的值大. 这
是因为控制电压 | V0 | 与控制增益 K 之间并不是简单的线性关系, 虽然从表面上看式(39) 中

| V0 | 与 K 成正比,但是进一步分析可知,式(39) 中的振幅 A还与控制增益 K 满足非线性关系

(参见式(17) 中的第1 式、式(19) 中的第2 式、式(22) 中的前两式、以及式(36)),由此导致控
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图 6摇 不同控制增益下外电压幅值 图 7摇 不同激振力频率下外电压幅值

随激振力频率的变化 随控制增益的变化

Fig. 6摇 The variation of external voltage amplitude Fig. 7摇 The variation of external voltage amplitude
versus excitation frequency under versus the control gain under different
different control gains excitation frequencies

制电压 | V0 | 与控制增益 K之间是非线性关系(图 7 中详细显示出了 | V0 | 与 K 之间的非线性

关系曲线).
为了分析控制增益对控制电压的影响规律,图 7 针对激振力频率取不同值时,外电压随控

制增益的变化曲线. 由图可见,随着控制增益的增大,控制电压逐渐增加,在 K = 250 左右达到

最大值,然后又开始下降. 所以实际应用中,为了取得理想的控制效果,又不施加太大的控制电

压,应当注意控制增益的取值,尽量不要在电压曲线峰值附近选取控制增益值.

5摇 结摇 摇 论

本文研究了非线性梁结构的参数振动稳定性及其主动控制,采用速度反馈控制算法获得

主动阻尼,建立含阻尼的立方非线性运动方程,利用多尺度方法求解运动方程得到稳定性区

域,分析了控制增益、外激振力幅值等因素对稳定性区域和幅频曲线特性的影响. 通过分析,得
到如下结论:

1) 控制增益增大时,结构能够在较大的轴力作用下处于稳定运动状态. 并且控制增益越

大,结构所能承受的轴向力也越大(在屈曲载荷范围内).
2) 控制增益增大时,结构的主动阻尼比也逐渐增加. 但控制增益不能无限增大,其必须满

足使结构振动处于稳定性的条件.
3) 增大轴力幅值时,要使梁结构的振动趋于稳定,需要对结构提供较大的主动阻尼(即施

加较大的控制增益).
4) 随着控制增益的增大,响应幅值逐渐降低. 但所需的控制电压与控制增益之间的规律

比较复杂,随着控制增益的增大,控制电压存在峰值点.
本研究结果对柔性梁结构的振动稳定性分析和主动控制、以及动力学优化设计具有重要

意义.
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Parametric Vibration Stability and Active
Control of Nonlinear Beams

LI Feng鄄ming1,2,摇 LIU Chun鄄chuan2

(1. College of Mechanical Engineering, Beijing University of Technology,
Beijing 100124, P. R. China;

2. School of Astronautics, Harbin Institute of Technology, P. O. Box 137,
Harbin 150001, P. R. China)

Abstract: The vibration stability and active control of the parametrically excited nonlinear
beam structures were studied using the piezoelectric material. The velocity feedback control al鄄
gorithm was applied to obtain the active damping. The cubic nonlinear equation of motion with
damping was established by employing Hamilton爷 principle. The method of multiple scales was
used to solve the equation of motion, and the stable region was obtained. The effects of the
control gain and amplitude of the external force on the stable region and amplitude鄄frequency
curve characteristics were analyzed numerically. From the numerical results it was seen that
with the increase of the feedback control gain, the axial force to which the structure could be
subjected increased, and in certain scope the structural active damping ratio also increased.
With the increase of the control gain, the response amplitude decreases gradually, but the re鄄
quired control voltage exists peak value.

Key words: beam; piezoelectric material; parametric vibration; stability; active control; meth鄄
od of multiple scales
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