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基基于降阶解法的三维分层地基状态空间解
*
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摘要:摇 从以位移形式表达的三维弹性力学控制方程出发,经双重 Fourier 变换,并运用基于 Cay鄄
ley鄄Hamilton 定理的降阶解法,推导出位移变量及其 1 阶导数的解,再利用物理方程求得单层地基

的传递矩阵;结合边界条件和层间连续条件,进一步得到多层地基的状态空间解;编制相应程序进

行数值分析,对多层地基中有软弱下卧层和坚硬下卧层时的沉降情况进行了比较和讨论.

关摇 键摇 词:摇 状态空间解;摇 多层弹性地基;摇 双重 Fourier 变换;摇 降阶解法

中图分类号:摇 TU443摇 摇 摇 文献标志码:摇 A
DOI: 10. 3879 / j. issn. 1000鄄0887. 2012. 11. 003

引摇 摇 言

外荷载作用下地基内部位移与应力的计算问题是岩土工程领域由来已久的一个热点课

题,因为对这一问题的合理解答将极大地促进基础及其它地下结构设计的发展. 目前,根据弹

性理论对该课题进行的研究和探索已取得了不少成果,如 Boussinesq 解及其他解答[1鄄3] . 但为

了简便,这些解答多将地基假设为半空间或有限层厚的均匀各向同性弹性介质.
大多数天然地基由于沉积作用而具有成层特性,若将这一特性加以考虑,对地基沉降的预

测将更接近实际. 基于这种考虑,众多学者在过去的几十年里展开了多层弹性材料边值问题的

研究,并形成了多种分析方法,包括:传播矩阵法[4],传递矩阵法[5鄄6],刚度矩阵法[7],和有限层

法[8]等. 文献[9]对以上成果进行了简要总结. 以上提到的关于成层问题的求解方法中,状态

空间法,或被称为多层问题的传递矩阵法,由于其清楚地建立了各层面状态变量之间的关系,
并易于数值求解而成为一种被广泛采用的方法.

Ai 等[9],王林生[10],钟阳等[11]基于不同的推导方法各自获得了各向同性弹性层的传递矩

阵,并通过状态空间理论研究了柱坐标下多层弹性地基的轴对称与非轴对称受荷问题. 鉴于土

木工程中许多基础被设计为矩形,那么对于实际工程的计算,直角坐标下的解答显得更具实用

性. 关于直角坐标下的状态空间解,若只关注弹性介质竖向位移和应力的求解,将常规的 6伊6
传递矩阵通过对水平向变量进行解耦变换分解为一个 4伊4 和一个 2伊2 传递矩阵的解耦方

法[9,11鄄13]具有减少计算量的优点,因为这时只要利用其中 4伊4 的传递矩阵就可以算得竖向位
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移和应力. 艾智勇等[12]采用解耦变换方法分析了直角坐标下三维多层弹性地基的受荷问题.
岳中琦等[13]提出类似的解耦变换方法来研究横观各向同性成层地基问题.

然而,在许多情况下,对弹性体中横向位移与应力的求解同样甚至更加重要,但解耦解答

需要经过复杂的处理来获得这些量,因为它不仅需要对解耦后的两个矩阵都进行计算,而且还

必须作进一步的变换以最终获得横向位移与应力. 显然,对于我们所讨论的问题,获取耦合状

态下的解答仍具有重要价值. 最近,王有凯等[14] 通过对水平向变量进行 Laplace 变换,推导出

三维成层地基的一个耦合解;但是,受 Laplace 变换性质的制约,这个解答只能近似分析水平

向无限问题,且未给出显式表达.
据作者所知,尽管直角坐标下的三维成层地基的状态空间解具有诸多优点,但相比于柱坐

标下的解答,这类解答目前并不常见. 基于三维弹性体的控制方程,并采用积分变换和可以显

著简化推导过程的降阶解法,本文旨在推导获得外力作用下三维成层弹性地基中位移与应力

的耦合状态空间或传递矩阵解;相比于解耦后的传递矩阵,本文提出的解答具有更直接的表达

式和易于编程的优点.

1摇 传递矩阵推导

三维弹性地基的位移控制方程为[15]

摇 摇 Ñ
2ux + 1

1 - 2淄·
鄣兹
鄣x = 0, (1)

摇 摇 Ñ
2uy + 1
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式中, ux,uy,uz 分别为 x,y 及 z 方向的位移;淄 为 Poisson 比; Ñ
2 = 鄣2

鄣x2 + 鄣2

鄣y( )2 为 Laplace 算子.

摇 摇 对位移进行的双重 Fourier 变换,可定义为[16]
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将式(5)应用于式(1)至式(3),得
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式中, 孜2 = 孜2
x + 孜2

y, a = (2 - 2淄) / (1 - 2淄), b = 1 - 2淄 .
方程(6)至方程(8)是难于直接求解的关于 z 的 2 阶微分方程组,为方便推导,我们采用

降阶解法,定义

摇 摇 w- ( z) = [U( z)摇 U忆( z)] T, (9)
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摇 摇 U( z) = [u- x( z)摇 u- y( z)摇 u- z( z)] T, (10)
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则式(6)至式(8)可表示为如下形式:

摇 摇 dw- ( z)
dz = A·w- ( z), (12)

式中
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其中, J 为 3 阶单位矩阵.
根据常微分方程理论,式(12)的解为

摇 摇 w- ( z) = exp( zA)·w- (0), (16)
式中, exp( zA) 是把 w- ( z) 和 w- (0) 关联起来的矩阵.

根据 Cayley鄄Hamilton 理论[17]可得

摇 摇 exp( zA) = a0I + a1A + a2A2 + a3A3 + a4A4 + a5A5, (17)
这里, a0, a1, a2, a3, a4, a5 与矩阵 A有关, I是 6 伊 6 的单位矩阵, A 的特征值满足特征值方

程(18):
摇 摇 (姿2 - 孜2) 3 = 0. (18)
解方程(18)可以得到 6 个解,其中, 姿1,2,3 = 孜, 姿4,5,6 = - 孜,用这些特征值取代式(17) 中矩

阵 A, 并对方程两边分别进行 1 阶与 2 阶偏导,可得
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7721基于降阶解法的三维分层地基状态空间解



解式(19)可得 a0,a1,a2,a3,a4,a5 的表达式.
弹性介质应力与位移的关系为
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应力的双重 Fourier 变换定义为

摇 摇 (滓- xz,滓- yz,滓- zz) = 1
4仔2 乙 ¥

-¥
乙 ¥
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(i滓 xz,i滓 yz,滓 zz)e - i(孜xx+孜yy)dxdy . (23)

式(20)至式(22)经双重 Fourier 变换得

摇 摇 滓- zz = aG
du- z

dz +
2G淄孜 y

b u- y +
2G淄孜 x

b u- x, (24)

摇 摇 滓- xz = - G孜 xu- z + G
du- x

dz , (25)

摇 摇 滓- yz = - G孜 yu- z + G
du- y

dz . (26)

由式(24)至式(26)可知,应力 滓- xz,滓- yz,滓- zz 可由位移 u- x,u- y,u- z 及其 1 阶导数表示,而这些

量已在式(16)获得.
定义

摇 摇 R
-
( z) = [U( z)摇 V( z)] T, (27)

摇 摇 V( z) = [滓- xz( z)摇 滓- yz( z)摇 滓- zz( z)] T . (28)

通过式(9)至式(11)和式(24)至式(26),并通过矩阵运算等,可以建立 R
-
( z) 与 w- ( z) 以

及 R
-
(0) 与 w- (0) 的联系,然后进一步得到 R

-
( z) 和 R

-
(0) 的关系:

摇 摇 R
-
( z) = 椎(孜 x,孜 y,z)·R

-
(0), (29)

式中, 椎(孜 x,孜 y,z) 为联系 R
-
( z) 和 R

-
(0) 的传递矩阵,其元素在附录中列出.

2摇 多层地基的解

基于单层地基传递矩阵 椎(孜 x,孜 y,z), 并考虑相邻层之间的连续条件,可容易地得到分层

地基的传递矩阵解. 具有 n 层的多层地基如图 1 所示,每层地基的弹性模量 E, Poisson 比 淄 及

层间高度 驻H 可以任意选取,且每层地基都认为是均匀的. 进行多层地基求解时,假设多层地

基的底部固定,即:
摇 摇 ux(Hn) = uy(Hn) = uz(Hn) = 0, (30)

式中, Hn 为多层地基底部的深度. 一般情况下地基表面的边界条件为

摇 摇 滓 xz(0) = 滓 yz(0) = 滓 zz(0) = 0. (31)
由分层地基的连续条件,可得

摇 摇 R
-
(H -

i ) = R
-
(H +

i ), (32)
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图 1摇 多层弹性地基

Fig. 1摇 Multilayered elastic soils

式中, R
-
(H -

i ) 表示 z = Hi 深度时第 i层的应力与位移

量,R
-
(H +

i ) 表示 z = Hi 深度时 i + 1 层的应力与位移

量,其余类推.
假设荷载 P(x,y,z) 作用于 n 层弹性地基的第 m

层内部,其荷载作用深度为 Hm 0 . 由力和位移在平面

z = Hm 0 处的连续条件,有

摇 摇 R
-
(H -

m 0) = R
-
(H +

m 0) - P
-
(Hm 0), (33)

式中, P
-
(Hm 0) = [0摇 0摇 0摇 F

-
x 摇 F

-
y 摇 F

-
z] T, Fx,Fy,

Fz 分别为 P(x,y,z) 在 x,y,z 方向的分量,它们在变

换域内的量分别为 F
-
x,F

-
y,F

-
z .

根据式(29)至式(33),我们可以获得如下的表

达式:

摇 摇 R
-
(H -

n ) = fR
-
(0) - sP

-
(Hm 0), (34)

式中

摇 摇 f = 椎(孜 x,孜 y,驻Hn)·椎(孜 x,孜 y,驻Hn-1)…椎(孜 x,孜 y,驻H1);
摇 摇 s = 椎(孜 x,孜 y,驻Hn)·椎(孜 x,孜 y,驻Hn-1)…椎(孜 x,孜 y,驻Hm 0);

驻Hi = Hi - Hi -1( i = 1,2,…,n),驻Hm 0 = Hm - Hm 0; Hi,Hi -1 分别表示第 i 层底面和顶面距离地

基表面的距离.

根据式(34)可解析求得 R
-
(0) 和 R

-
(Hn) . 当计算点 z 在荷载作用面以上时( z < Hm 0), 位

移和应力由下式求得:

摇 摇 R
-
( z) = aR

-
(0), (35)

式中, a = 椎(孜 x,孜 y,z - Hi -1)·椎(孜 x,孜 y,驻Hi -1)…椎(孜 x,孜 y,驻H1) .
当计算点 z 在荷载作用面以下( z > Hm 0), 位移和应力由下式求得:

摇 摇 R
-
( z) = bR

-
(Hn), (36)

式中, b = 椎(孜 x,孜 y,z - Hi)·椎(孜 x,孜 y, - 驻Hi +1)…椎(孜 x,孜 y, - 驻Hn) .

对 R
-
(z) 进行双重 Fourier 逆变换, 可得到任意荷载作用下成层弹性地基中的位移和应力.

3摇 数值计算与分析

基于本文推导的三维分层弹性地基任意一点应力与位移的传递矩阵解,编写了相应的计

算程序. 本文计算结果与 Boussinesq 解的对照,见图 2 和图 3. 在该算例中,集中力 F0 作用在土

体坐标原点,土体的弹性模量为 E, Poisson 比 淄 = 0. 0. 计算的应力和位移为点 x = 1. 0 m,y =
2郾 0 m 下沿深度的应力与位移;另外,无量纲化时 h 取为 1 m . 需要说明是,只要地基取足够的

厚度且每层弹性参数一致,底面约束的多层弹性地基模型可退化为弹性半空间地基模型. 通过

比较发现,当厚度大于 1 000 m 时最终结果基本不再变化. 因此,该算例中采用了每层厚度为

100 m 的 10 层弹性地基模型来模拟弹性半空间. 由图可见:两者结果符合得很好,这说明本文

理论及数值计算是正确的.
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图 2摇 集中力作用下弹性半无限体中的竖向应力 图 3摇 集中力作用下弹性半无限体中的竖向位移

Fig. 2摇 Vertical stresses of a semi鄄infinite elastic Fig. 3摇 Vertical displacements of semi鄄infinite elastic

body under a concentrated load body under a concentrated load

以下对垂直点荷载 F0 作用下多层地基下卧层刚度对地表沉降的影响情况进行研究. 假设

土体分为 3 层,土层底部固定;具有软弱下卧层的多层地基土体参数见表 1,具有坚硬下卧层

的多层地基土体参数见表 2. 计算时 Poisson 比均取为 0. 3. 点 x = 1. 0 m,y = 2. 0 m 下沿深度的

无量纲位移计算结果见图 4 和图 5.

图 4摇 具有软弱下卧层的多层地基中竖向位移比较 图 5摇 具有坚硬下卧层的多层地基中竖向位移比较

Fig. 4摇 Comparison of vertical displacements Fig. 5摇 Comparison of vertical displacements

of multilayered soils with a weak of multilayered soils with a hard

underlying stratum underlying stratum

表 1摇 具有软弱下卧层的多层地基参数

Table 1摇 Soil parameters of multilayered foundation with a weak underlying stratum

soil layer n
case Fi

1 2 3 4 5
thickness 驻Hi

1 E 2E 4E 8E 20E 10h
2 E E E E E 10h
3 E E E E E 80h

表 2摇 具有坚硬下卧层的多层地基参数

Table 2摇 Soil parameters of multilayered foundation with a hard underlying stratum

soil layer n
case Fi

1 2 3 4 5
thickness 驻Hi

1 E E E E E 10h
2 E 2E 4E 8E 20E 10h
3 E E E E E 80h
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摇 摇 从图 4 可见,当第 1 层土体的弹性模量 E 增加时,多层地基的位移曲线趋向平缓,即地基

的竖向位移随深度变化很小,并基本和地基表面的竖向位移一致;与此同时,产生的地表位移

也越小. 从图5可见,当第2层土体的弹性模量E 增加时,多层弹性地基中的位移曲线都十分类

似;并且,地表位移的减少也不明显.

4摇 结摇 摇 论

基于降阶解法推导了直角坐标系下多层地基耦合的状态空间解. 多层弹性地基中由任意

方向受力所导致的应力与位移可由该解答直接计算. 验证性算例表明本文结果与 Boussinesq
解计算结果一致;其他数值计算表明:多层地基的坚硬上层可有效地减少竖向沉降;与此相反,
软弱的上层土则不利于沉降控制.

附摇 摇 录

摇 摇 椎11 = 椎44 =
2(淄 - 1)孜 ch(孜z) - z sh( z孜)孜2

x

2(淄 - 1)孜 , 椎12 = 椎21 = 椎45 = 椎54 =
z sh( z孜)孜 x孜 y

2(1 - 淄)孜 ,

摇 摇 椎13 = - 椎64 =
孜 x((1 - 2淄)sh( z孜) + z孜 ch( z孜))

2(1 - 淄)孜 , 椎14 =
z孜2

x ch( z孜) - (孜2
x + 4孜2(淄 - 1))sh( z孜)

4G(1 - 淄)孜3 ,

摇 摇 椎15 = 椎24 =
孜 x孜 y(sh( z孜) - z孜 ch( z孜))

4(淄 - 1)G孜3 , 椎16 = - 椎34 =
z sh( z孜)孜 x

4G(1 - 淄)孜,

摇 摇 椎22 = 椎55 =
2(淄 - 1)孜 ch(孜z) - z sh( z孜)孜2

y

2(淄 - 1)孜 , 椎23 = - 椎65 =
孜 y((1 - 2淄)sh( z孜) + z孜 ch( z孜))

2(1 - 淄)孜 ,

摇 摇 椎25 =
孜孜2

y z ch( z孜) - (孜2
y + 4孜2(淄 - 1))sh( z孜)

4G(1 - 淄)孜3 , 椎26 = - 椎35 =
z sh( z孜)孜 y

4G(1 - 淄)孜,

摇 摇 椎31 = - 椎46 =
孜 x((2淄 - 1)sh( z孜) + z孜 ch( z孜))

2(淄 - 1)孜 ,

摇 摇 椎32 = - 椎56 =
孜 y((1 - 2淄)sh( z孜) - z孜 ch( z孜))

2(1 - 淄)孜 ,

摇 摇 椎33 = 椎66 = z孜 sh( z孜) + 2(淄 - 1)ch( z孜)
2(淄 - 1) , 椎36 = (4淄 - 3)sh( z孜) + z孜 ch( z孜)

4(淄 - 1)G孜 ,

摇 摇 椎41 =
G( - 孜孜2

x z ch( z孜) + (孜2 - 淄孜2
y)sh( z孜))

孜(1 - 淄) , 椎42 = 椎51 =
G孜 x孜 y(淄 sh( z孜) + z孜 ch( z孜))

(1 - 淄)孜 ,

摇 摇 椎43 = - 椎61 =
zG sh( z孜)孜 x孜

1 - 淄 , 椎52 =
G( - 孜孜2

y z ch( z孜) + (淄孜2
x - 孜2)sh( z孜))

孜(淄 - 1) ,

摇 摇 椎53 = - 椎62 =
zG sh( z孜)孜 y孜

1 - 淄 , 椎63 = G孜(sh( z孜) - z孜 ch( z孜))
1 - 淄 ,

其中

摇 摇 sh x = ex - e -x

2 , ch x = ex + e -x

2 .
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State Space Solution to 3D Multilayered Elastic
Soils Based on Order Reduction Method

AI Zhi鄄yong,摇 CHENG Yi鄄chong,摇 LIU Peng
(Department of Geotechnical Engineering, Key Laboratory of Geotechnical

and Underground Engineering of Ministry of Education,
Tongji University, Shanghai 200092, P. R. China)

Abstract: Starting with the governing equations in terms of displacements of three鄄dimensional
elastic medium, the solutions of displacement components and their first derivatives were ob鄄
tained by the application of a double Fourier transform and an order reduction method based on
the Cayley鄄Hamilton theorem. Combining the solutions and the constitutive equations which
connected the displacements and stresses, the transfer matrix of a single soil layer was ac鄄
quired. And then the state space solution of multilayered elastic soils was further obtained by
introducing the boundary conditions and continuity conditions between adjacent soil layers. Nu鄄
merical analysis based on the present theory was carried out, and the vertical displacements of
multilayered foundation with a weak and a hard underlying stratum were compared and dis鄄
cussed.

Key words: state space solution; multilayered elastic soils; double Fourier transform; order
reduction method
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