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膜与不可压缩有界流体接触时的自由振动
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摘要:摇 圆形膜与流体接触时的振动被广泛应用于工业中. 推导了圆形膜在与不可压缩有界流体

接触时,非对称自由振动的自振频率. 鉴于膜在不可压缩、非粘性流体中振动引起的小振幅,采用

速度势函数来描述流体场. 使用两种方法来推导系统的自由振动频率. 它们包括变分法及一种近

似解法———Rayleigh 商法. 在用两种方法求得的自由振动频率值之间具有良好的相关性. 最后,研
究了流体的深度、质量密度以及径向张力对耦合系统自由振动频率的影响.
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符 号 说 明

a 有界流体的半径 h 有界流体的深度

w 薄膜挠度 F 流体压力

Aij 第 i圆周节点, 第 j径向节点处膜

的模态振幅

Bij 第 i圆周节点, 第 j径向节点处流

体的模态振幅

Ji i 阶第一类 Bessel 函数 L 耦合系统的 Lagrange 函数

T 膜单位长度的径向张力 Tm 膜的动能

Tf 流体的动能 Vm 膜的势能

茁ij 流体特征参数 籽 膜的质量密度

姿ij 膜的频率参数 棕 耦合系统的固有频率

渍 流体的速度势函数 籽f 流体的质量密度

啄im Kronecker 符号

引摇 摇 言

在交换器和传感器,生物医学假体如人造动脉、人造器官,空间应用如收音机天线、光学反

射镜这些产业中,与流体接触的膜被广泛用作隔膜[1] . 流体和薄膜的相互作用影响了耦合系

统的频率特性,同时能够改变系统在动力荷载下的性能.
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许多学者都研究了流体鄄膜的相互作用问题. Chiba 等[2] 考虑了带有灵活底膜的圆柱空腔

的自由水弹性振动. Pan 等[3]在无阀微型泵内,通过评价谐波激励时相互作用的响应效应,来
研究流体鄄膜的相互作用. Hsieh 等[4]采用有限差分法和边界元法,分析了圆柱膜接触流体时的

二维振动. 他们发现在分析结果与实验结果间具有良好的相关性. Gutierrez 等[5] 采用有限元

法、微分求积法和优化的 Rayleigh 商法分析了环形膜的横向振动. Crighton[6]应用 Green 函数,
研究了集中激励荷载作用下,带有膜的流体的响应. Molki 等[7]完成了空气动力荷载作用下膜

振动的研究. 他们为上述问题的恒压加载情况研发了一种分析方法. Ghavanloo 等[8] 研发了一

种分析方法,对流体鄄膜的非线性相互作用做出了解释,同时将分析结果与数值、实验结果进行

了比较.
本文研究了圆形膜在与不可压缩的有界流体接触时的自由振动. 对薄膜和流体同时应用

变分原理,说明薄膜和流体的挠度具有相容性,进而给出了耦合系统的控制方程. 为了验证变

分法的结果,采用 Rayleigh 商法对耦合系统的频率也进行了评估. 最后评估了流体深度、密度,
以及薄膜径向张力对耦合系统自由振动响应的影响.

1摇 薄膜的特征函数

图 1 描述了放置在有界不可压缩、非粘性流体上的圆形薄膜. 膜与流体接触的动态平衡方

程为

摇 摇 T Ñ
2w + F = 籽w, (1)

其中, T为单位长度膜的径向边界均布张力,籽为薄膜质量密度,F为流体压力,w表示薄膜的挠

度. 引入径向边界控制张力 T, 从而膜的刚度和固有频率可控. 引入小位移理论,假设径向张力

保持不变,同时不受薄膜挠度的影响.

图 1摇 与流体接触的圆形膜

Fig. 1摇 Circular membrane in contact with fluid

接触薄膜的流体由可压缩逐渐变为不可压缩(相当于就是流体中的声速逐渐增大),本文

对于这种情况膜的非对称模式提出了一个渐近解. 这里的不可压缩流体指的是流体不可能有

体积变化. 假设流体和膜的挠曲具有相容性,对称模式下,膜的任何部位的任意挠曲都需要流

体的体积发生变化,这便否定了关于不可压缩流体的假定. 因此,轴对称模式对总体响应没有

任何贡献. 就非对称模式而言,圆形薄膜在空气中(干燥膜)的自由振动模态可以写为[9]

摇 摇 w ij = Ji
姿 ijræ

è
ç

ö
ø
÷

a
cos( i兹),摇 摇 i, j = 1,2,…, (2)

其中, Ji 为 i 阶第一类 Bessel 函数, j 为径向节点数,i 为圆周节点数,姿 ij 为频率参数. 求解下面

的特征方程可以得到频率参数:
摇 摇 Ji(姿 ij) = 0,摇 摇 i, j = 1,2,… . (3)

此时膜的位移可以写为
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摇 摇 w( r,兹,t) = 移
肄

i = 1
移
肄

j = 1
Ji

姿 ijræ
è
ç

ö
ø
÷

a
cos( i兹)Aij( t) =

摇 摇 摇 摇 移
肄

k = 1
wk( r)cos( i兹)Ak( t) = 移

肄

k = 1
w- k( r,兹)Ak( t), (4)

其中, Ak 为圆周节点 i、径向节点 j处的模态振幅. 换句话说,就是假定 k与( i, j) 是一一对应的

关系.

2摇 流体的速度势函数

假设一个不可压缩、非粘性的流体,膜振动引起的流体运动可以用速度势函数来描述. 速
度势函数满足 Laplace 方程

摇 摇 Ñ
2渍 = 0, (5)

以及下面的边界条件

摇 摇 鄣渍
鄣( )r r = a

= 0, 鄣渍
鄣( )z z = 0

= 0, 鄣渍
鄣( )z z = k

= 鄣w
鄣t , (6)

加上方程(6)的第 1 个和第 2 个边界条件,速度势函数的解变为

摇 摇 渍( r,z,兹,t) = 移
肄

i = 1
移
肄

j = 1
B ij( t)Ji(茁ijr / a)cos( i兹)cosh(茁ijz / a) =

摇 摇 摇 摇 移
肄

k = 1
渍k( r)cos( i兹)cosh

茁kzæ
è
ç

ö
ø
÷

a
Bk( t) = 移

肄

k = 1
渍- k( r,z,兹)Bk( t), (7)

这里,与用于膜挠曲的符号相似, Bk 为圆周节点 i、径向节点 j处的模态幅值. 加上第1个边界条

件,导出 茁ij 的值为

摇 摇 J忆i(茁ij) = 0. (8)

3摇 变 分 推 导

对薄膜和流体同时采用变分原理,有可能推导出耦合系统的控制方程. 同时对膜和流体应

用变分原理,简化处理了二者之间挠曲的相容性. 假定薄膜和流体始终是接触的,则薄膜和流

体的 Lagrange 函数变为[9鄄10]

摇 摇 L = 乙 a

r = 0
乙 2仔

兹 =
[

0

籽
2

鄣w
鄣( )t

2
- T

2 Ñw ]2 rd兹dr +

摇 摇 摇 摇 乙 a

r = 0
乙 2仔

兹 = 0
籽 [f - 1

2
鄣渍
鄣( )z 渍 + 鄣w

鄣t 渍 - g
2 w ]2 rd兹dr, (9)

其中, 籽f 为流体的质量密度,第 1 项和第 2 项分别为薄膜和流体的 Lagrange 函数项. 按照干燥

膜的模态分解其挠曲,同时以方程(7)作为流体的速度势,则耦合系统的 Lagrange 函数变为

摇 摇 乙 a

r = 0
乙 2仔

兹 =
[

0

籽 (2 移
肄

k = 1
Akw- ) (k 移

肄

l = 1
Alw- )l -

摇 摇 摇 摇 T [ (2 移
肄

k = 1
Akw- k,r +

1
r 移

肄

k = 1
Akw- k, ) (兹 移

肄

l = 1
Alw- l, )r + 1

r 移
肄

l = 1
Alw- l, ] ]兹 rd兹dr +

摇 摇 摇 摇 乙 a

r = 0
乙 2仔

兹 = 0
籽 [f - 1 (2 移

肄

k = 1
Bk 渍- k, ) (z 移

肄

l = 1
B l 渍- )l +

(摇 摇 摇 摇 移
肄

k = 1
Akw- ) (k 移

肄

l = 1
B l 渍- )l - g (2 移

肄

k = 1
Akw- ) (k 移

肄

l = 1
Alw- ) ]l rd兹dr . (10)
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将任意时间间隔上 Lagrange 积分的变分设为 0,得到

摇 摇 - 乙 a

r = 0
乙 2仔

兹 =
[

0
籽移

肄

k = 1
移
肄

l = 1
Akw- kw- l +

摇 摇 摇 摇 T移
肄

k = 1
移
肄

l = 1
Ak w- k,rw- l,r +

1
r w- k,rw- l,兹 + 1

r w- k,兹w- l,r +
1
r2

w- k,兹w- l,( )兹 +

摇 摇 摇 摇 籽 (f g移
肄

k = 1
移
肄

l = 1
Akw- kw- l + 移

肄

k = 1
移
肄

l = 1
Bk渍- kw- ) ]l 啄Alrd兹dr +

摇 摇 摇 摇 乙 a

r = 0
乙 2仔

兹 = 0
籽 (f - 1

2 移
肄

k = 1
移
肄

l = 1
Bk渍- k,z渍- l -

摇 摇 摇 摇 1
2 移

肄

k = 1
移
肄

l = 1
Bk渍- l,z渍- k + 移

肄

k = 1
移
肄

l = 1
Akw- k渍- )l 啄B lrd兹dr = 0, (11)

等价于

摇 摇 (d + e)A + fA + 籽 frtB = 0, (12a)
摇 摇 - sB + rA = 0, (12b)

其中

摇 摇

dkl = T乙 a

r = 0
乙 2仔

兹 = 0
w- k,rw- l,r +

1
r2

w- k,兹w- l,兹 + 1
r (w- k,rw- l,兹 + w- k,兹w- l,r( )) rd兹dr,

ekl = 乙 a

r = 0
乙 2仔

兹 = 0
籽 fgw- kw- lrd兹dr,

fkl = 乙 a

r = 0
乙 2仔

兹 = 0
籽w- kw- lrd兹dr,

rkl = 乙 a

r = 0
乙 2仔

兹 = 0
w- l 渍- krd兹dr,

skl = 乙 a

r = 0
乙 2仔

兹 = 0

1
2 (渍- k 渍- l,z + 渍- l 渍- k,z) rd兹dr

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï .

(13)

消去方程(12a)中的 B, 得到

摇 摇 (d + e)A + ( f + g)A = 0, (14)
其中

摇 摇 g = 籽 frts -1r . (15)
考虑谐波自由振动响应,得到

摇 摇 (d + e)A = 棕2( f + g)A . (16)
在上述方程中,矩阵 e 和 g 分别表示由流体鄄 膜相互作用引起的刚度增加和质量增加. 通过求解这

些广义特征值问题,得到了耦合系统的固有频率和模态. 由于膜的模态正交性,矩阵 d和 f为对

角线矩阵,矩阵 e 和 g 含有非对角线元素. 这些非对角线元素的存在表明湿膜的模态不同于干

膜. 另一方面,若忽略这些非对角线元素便意味着对湿膜和干膜采用了相同的模态. 实验结

果[11鄄13]、理论值[14]以及后面部分(仿真结果的部分)的数值结果证明使用这种假定是合理的.

4摇 Rayleigh 商法

采用 Rayleigh 商法,作为计算干膜和湿膜固有频率的第 2 种方法. 假设膜与流体不分离,
采用方程(6)的第 3 个边界条件,从而来描述流体和膜间的速度相容性,结论如下:
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摇 摇 移
肄

m = 1
移
肄

n = 1
Bmn( t)

茁mn

a Jm
茁mnræ

è
ç

ö
ø
÷

a
sinh 茁mnhæ

è
ç

ö
ø
÷

a
cos(m兹) =

摇 摇 摇 摇 移
肄

m = 1
移
肄

n = 1
Amn( t)Jm

姿mnræ
è
ç

ö
ø
÷

a
cos(m兹), (17)

两边同时乘以 rJi(茁 ijr / a)cos( i兹), 沿着湿膜表面积分,得到

摇 摇 Bk = B ij = 移
肄

l = 1
啄 im琢 kcklAl, (18)

其中, k,l 分别相当于( i, j),(m,n),啄 im 为 Kronecker 符号,当 i = m 时为 1,i 屹 m 时为 0. 由方

程(18)得到

摇 摇

琢 k =
a

茁 ijsinh(茁 ijh / a)乙 a

0
rJ2i(茁 ijr / a)dr

,

ckl = 乙 a

0
rJi

茁 ijræ
è
ç

ö
ø
÷

a
Jm

姿mnræ
è
ç

ö
ø
÷

a
dr

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï ,

(19)

注意 Ji(茁 ijr / a) 与 Jm(姿mnr / a) 是不正交的,该方程显示出了不同模态间的耦合. 考虑这种耦合

作用,并且将 Bk 代入方程(7),得到

摇 摇 渍( r,兹,z,t) = 移
肄

k = 1
移
肄

l = 1
啄 im琢 kckl渍 kcos( i兹)cosh

茁 kzæ
è
ç

ö
ø
÷

a
Al( t) . (20)

不考虑模态间的相互作用,等同于在变分公式化过程中,忽略矩阵 e 和 g 的非对角线元

素,可以将势函数简化为

摇 摇 渍( r,兹,z,t) = 移
肄

k = 1
琢 kckk渍 kcos( i兹)cosh

茁 kzæ
è
ç

ö
ø
÷

a
Ak( t) = 移

肄

k = 1
渍= kAk( t) . (21)

仅采用 Rayleigh 商法以及流体的简化动能计算膜的湿润面[15鄄16],得到与 k 阶模态相应的

固有频率为

摇 摇 棕2
k =

Vm,k

Tm,k + Tf,k
, (22)

其中, Vm,k 为膜的应变能,Tm,k 为膜的动能,Tf,k 为不可压缩流体的简化动能. 注意在上述公式

中,忽略了流体对耦合系统势能的贡献. 因为在下节显示出,流体势能对自振频率的影响是微

不足道的. 沿着膜的湿润表面积分,流体的动能简化为

摇 摇 Tf,k =
籽 f

2 乙
2仔

0
乙 a

0

鄣渍= k

鄣z z = h
渍= k z = h rdrd兹 . (23)

考虑到在接触面处,流体和膜的速度相容性(方程(6c)),有

摇 摇 Tf,k =
籽 f

2 乙
2仔

0
乙 a

0
w- k渍

=
k z = h rdrd兹; (24)

膜的动能为

摇 摇 Tm,k =
籽
2 乙

2仔

0
乙 a

0
w- 2

k rdrd兹; (25)

最终,膜的应变能为

摇 摇 Vm,k =
T
2 乙

2仔

0
乙 a

0
| Ñw- k | 2 rdrd兹 . (26)

利用方程式(24)至(26),采用 Rayleigh 商法可以求出 k 阶模态的固有频率. 这种方法采用了
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方程(21)中势函数的简化形式,忽略了不同模态间耦合作用的影响.

5摇 仿 真 结 果

本节首先比较了变分法与 Rayleigh 商法的结果, 然后研究了流体深度、 密度以及膜的径

向张力对不同模态频率的影响. 假定膜为铝制的, 直径为 60 mm, 厚度为 0. 5 mm, 质量密度

为 2 700 kg / m3 .
表 1 用变分法(考虑非对角线元素的影响)计算得到的流体势能(流体刚度),评价了对湿

膜自振频率的影响. 计算时,流体深度取为 60 mm,密度为 1 000 kg / m3,膜直径为 60 mm,径向

张力为 100 N / m . 结果包含了径向和周向节点数从 1 增加到 4 的各种模态. 可以看到流体刚度

对自由振动频率的影响是可以忽略不计的. 这表明,在 Rayleigh 商法中忽略流体势能的假定是

可以接受的.
表 1摇 当径向和周向的节点数从 1 增加到 4 时,采用变分法评价流体刚度对湿膜自由振动频率的影响

Table 1摇 Effect of fluid stiffness on the free vibration frequency of the wet membrane evaluated

using the variational formulation for diametrical and circular nodes of 1 to 4

mode number
N

circular node,
diametrical node

i, j

wet membrane

accounting for fluid stiffness ignoring fluid stiffness

discrepancy
啄 / %

1 1,1 19. 374 7 19. 150 2 1. 16
2 1,2 53. 093 2 52. 895 4 0. 37
3 1,3 94. 765 5 94. 598 4 0. 18
4 1,4 159. 066 7 158. 905 9 0. 10
5 2,1 32. 945 1 32. 729 7 0. 65
6 2,2 70. 977 2 70. 797 1 0. 25
7 2,3 115. 835 7 115. 681 0 0. 16
8 2,4 186. 061 9 185. 910 4 0. 08
9 3,1 46. 868 1 46. 668 3 0. 43
10 3,2 89. 077 3 88. 910 5 0. 19
11 3,3 136. 932 4 136. 787 6 0. 11
12 3,4 212. 898 2 212. 754 6 0. 07
13 4,1 61. 413 8 61. 227 9 0. 30
14 4,2 107. 484 4 107. 328 3 0. 15
15 4,3 158. 130 5 157. 994 0 0. 09
16 4,4 239. 670 0 239. 533 1 0. 06

摇 摇 表 2 比较了采用 Rayleigh 商法和变分法得到的膜的固有频率,其中忽略了流体刚度的影

响. 从表中可以明显地看出,对于干膜来说,两种方法得到的结果没有差异. 这是因为对于干膜

而言,模态振幅之间没有耦合作用,从而导致两种方法的结果一样. 对于湿膜,模态振幅之间具

有耦合作用,这意味着湿膜的固有振型与干膜的不同. 这刚好证明了方程(16)中用非对角线

元素表示增加的质量矩阵和刚度矩阵. 然而,在计算频率时,忽略非对角线元素(Rayleigh 商

法)和考虑这些元素(变分法)得到的结果差别相当小. 这表明干膜和湿膜振型间的差异是可

以忽略的.
图 2 和图 3 描述了模态的自由振动频率随着周向、径向节点数的变化而变化. 可以看出,

径向或者周向的节点数增加,与之对应的频率也增加. 与预期的一样,同干膜相比,流体鄄膜间

的相互作用充分减小了湿膜的自由振动频率. 通过对干膜和湿膜自由振动频率变化的比较,显
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示出在周向和径向节点数较少的情况下,流体鄄膜间的相互作用使得各个模态的自由振动频率

产生了较大的改变.
表 2摇 采用 Rayleigh 商法(忽略非对角线元素)和变分法(考虑非对角线元素),

得到的自由振动频率(Hz)的比较

Table 2摇 Comparison of the free vibration frequency (Hz) evaluated using the Rayleigh quotient and
the variational formulation accounting and ignoring off鄄diagonal terms

mode number
N

circular node,
diametrical node

i, j

Rayleigh quotient method

dry membrane wet membrane

variational method

dry membrane
wet membrane accounting

for off鄄diagonal terms

1 1,1 87. 476 9 19. 377 6 87. 471 3 19. 150 2

2 1,2 160. 164 7 49. 986 6 160. 146 6 52. 895 4

3 1,3 232. 258 9 88. 666 8 232. 220 8 94. 598 4

4 1,4 304. 177 3 149. 848 5 304. 110 8 158. 905 0

5 2,1 117. 244 7 33. 004 2 117. 244 7 32. 729 7

6 2,2 192. 162 9 69. 228 7 192. 162 7 70. 797 1

7 2,3 265. 277 6 112. 103 7 265. 277 8 115. 681 0

8 2,4 337. 789 6 181. 310 1 337. 792 0 185. 910 0

9 3,1 145. 658 7 46. 970 0 145. 660 1 46. 668 3

10 3,2 222. 841 6 87. 805 9 222. 842 0 88. 910 5

11 3,3 297. 134 3 134. 164 7 297. 135 6 136. 787 6

12 3,4 370. 379 2 209. 972 2 370. 381 5 212. 754 6

13 4,1 173. 239 3 61. 543 4 173. 239 1 61. 227 9

14 4,2 252. 604 8 106. 466 7 252. 605 7 107. 328 3

15 4,3 328. 121 2 155. 951 7 328. 121 8 157. 994 0

16 4,4 402. 169 7 237. 724 7 402. 172 1 239. 533 1

图 2摇 干膜状态下,自由振动频率随着 图 3摇 湿膜状态下,自由振动频率随着

径向和周向节点数的变化 径向和周向节点数的变化

Fig. 2摇 Evolution of free vibration frequency Fig. 3摇 Evolution of free vibration frequency
with number of nodal diameters and with number of nodal diameters and
circles in dry membrane circles in wet membrane

摇 摇 由于考虑了与不同模态相对应的流速场,高阶振型的振动频率变化较小. 图 4 显示了不同

周向的节点数和径向节点数的流体速度矢量. 从该图推断出,膜振动几乎影响整个流域的一阶

模态. 但这不是模态随着周向和径向节点数增加而变化的情况. 对于高阶振型,容器下部越来
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越大部分流体,不受膜振动的影响. 这导致了高阶振型质量增加较少,从而与之对应的频率变

化较小.

(a) m = 1, n = 1

(b) m = 1, n = 3 (c) m = 3, n = 1
图 4摇 不同模态的流体速度矢量图

Fig. 4摇 Plot of fluid velocity vector for different modes

图 5 描述了不同振型的自由振动频率随着流体深度的变化. 即使深度较小,粘性仍然对流

体流动有主要的影响,因此势函数模型不再适用,为了推导出自由振动频率随流体深度的变

化,对 2. 5 ~ 60 mm 的流体深度进行了分析. 该图显示出对于每一种频率,都有一个临界流体

深度,超过该临界深度后,湿膜的频率不再随着流体深度的进一步增加而发生变化. 频率较大

时,临界深度较小. h / a 在 0. 3 ~ 1 的范围内时,不同模态的频率基本上保持不变,并且不依赖

于流体深度. 这意味着当流体深度处于正常范围时,湿膜的自由振动频率对流体深度的变化不

敏感.

(a) m = 1 (b) m = 2
图 5摇 不同模态的自由振动频率随着流体深度的变化

Fig. 5摇 Evolution of free vibration frequency of different modes with fluid depth

定义流体深度大于自由振动频率保持不变的深度为有效深度,图 6 表示了不同模态有效

深度的变化. 表 2 给出了每种模态的周向和径向节点数. 有趣的是随着模态阶数的增加,有效
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图 6摇 有效深度随着模态 图 7摇 不同模态的自由振动频率

阶数的变化 随着流体密度的变化

Fig. 6摇 Evolution of effective depth with Fig. 7摇 Evolution of free vibration frequency of
mode number different modes with fluid density

图 8摇 有效密度随着模态阶数的变化

Fig. 8摇 Evolution of effective density with mode numbe

深度在减小. 这再次解释了应考虑每个模态的流

速场(图 4). 对于高阶模态,容器中较低部分流体

的贡献稳定地减小,这刚好反映了这些模态的有

效深度较小. 当一阶模态的有效深度为 h 时,最小

的有效深度大约为 0. 3 h .
图 7 描述了流体质量密度在 0 ~ 2 000 kg / m3

范围内变化时,湿膜自由振动频率的变化. 与有效

深度相似,可以对每阶模态定义一个有效流体质

量密度,即:大于该密度时频率保持不变. 不同模

态的有效质量密度图见图 8,图中揭示出对于这

些模态,圆周节点数增加,有效质量密度也增加,
然而径向节点数的增加对有效质量密度没有影响.

图 9摇 不同模态的自由振动频率 图 10摇 当薄膜径向张力增大时,与径向节点

随着径向张力的变化 和圆周节点之一对应的模态的自由

Fig. 9摇 Evolution of free vibration frequency of 振动频率变化率

different modes with tension force Fig. 10摇 The rate of change in the free vibration frequency
of mode corresponding to diametrical and
circular nodes of one for increase in the
membrane radial tension force
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图 9 表示了当膜轴向力变化时,自振频率的变化. 正如预期的,由于径向张力的增大,自由

振动频率也增大;然而对于较大的径向张力,变化率降低. 有趣的是,当径向张力增大时,所有

模态的振动频率具有相同的变化率. 图 10 显示了当径向张力增加时,一阶模态振动频率的变

化率.

6摇 结摇 摇 论

推导了圆形膜在与不可压缩有界流体接触时,流体鄄膜间的相互作用对自由振动频率的影

响. 由于流体的不可压缩性质,湿膜的自由振动模态应该是不对称的. 采用两种方法推导耦合

系统的自由振动频率. 第一种方法对膜和流体同时采用了变分原理,第二种方法为 Rayleigh 商

法. 发现两种公式的结果间具有强烈的相关性. 最后,推导了随着流体深度、质量密度以及膜的

轴向力的变化,湿膜自由振动频率的变化.
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Free Vibration of Membrane / Bounded
Incompressible Fluid

S. Tariverdilo1,摇 J. Mirzapour1,摇 M. Shahmardani1,摇 Gh. Rezazadeh2

(1. Department of Civil Engineering, Faculty of Engineering,
Urmia University, Urmia, Iran;

2. Department of Mechanical Engineering, Faculty of Engineering,
Urmia University, Urmia, Iran)

Abstract: Vibration of circular membrane in contact with fluid had extensive applications in the
industry. The natural vibration frequencies for asymmetric free vibration of circular membrane
in contact with incompressible bounded fluid were derived. Considering small oscillations in鄄
duced by the membrane vibration in incompressible and inviscid fluid, velocity potential func鄄
tion was used to describe the fluid field. Two approaches were used to derive the free vibration
frequencies of the system. These included a variational formulation and an approximate solution
employing the Rayleigh quotient method. Good correlation was found between free vibration
frequencies evaluated using the two methods. Finally, the effects of the fluid depth and mass
density, and radial tension on the free vibration frequencies of the coupled system were investi鄄
gated.

Key words: Rayleigh quotient; asymmetric free vibration; membrane; variational formulation
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