
文章编号:1000鄄0887(2012)09鄄1078鄄13 訫 应用数学和力学编委会,ISSN 1000鄄0887

基于最小参数区间集的不确定结构响应分析
*
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摘要:摇 考虑到实际工程问题中普遍存在不确定性,完成了针对工程结构从定量化到传播的完整

不确定性分析过程. 通过建立包含全部有限样本点的最小区间 /超立方体域来描述不确定参数的

变化范围;借助于最小区间参数集,开展了不确定结构传播分析的研究工作以确定其最有利 /不利

响应. 此外,进一步就给出的区间分析方法同经典概率方法的相容性进行了分析和探究. 采用 2 个

数值算例很好地论证了所述方法的正确性和可行性.
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引摇 摇 言

不确定性广泛存在于结构物理、几何特性或外载荷之中[1鄄2] . 目前,比较流行的处理不确定

性的方法有 3 种[3]:概率分析方法、模糊分析方法和集合理论凸方法. 概率统计方法一直以来

被众多学者应用于结构的安全性评估,其中材料属性和载荷往往被视作随机变量. 相较于概率

理论,基于模糊数学的方法近些年来也逐渐发展起来,可以有效地解决认知不确定性问题[4鄄5] .
摇 摇 以上 2 种方法,在处理不确定性问题时,通常需要大量的数据信息以确定概率密度函数或

隶属度函数. 然而,工程实际中相应的试验数据是非常有限的,这就大大制约了上述方法在处

理实际贫信息问题时的可行性和有效性[2,6] .
鉴于此,基于非概率的区间集合理论凸方法,作为传统方法的补充开始引起越来越多的关

注. 该方法的优势在于不需要像概率或模糊方法那样探究不确定性的内涵,而只需要确定其变

化的界限. 近年来,涌现出大量涉及不确定但有界方法的研究成果[7鄄11] . 可是基于不确定性的

可靠性分析及优化设计,尤其是考虑参数不确定性源的研究目前并不多见.
迄今为止,流行且比较成熟的经典区间分析方法,所采用的关于不确定参数的区间集是包

围所有有限试验数据且与原始坐标系相平行的超长方体[12鄄14] . 然而,这种区间集未必是包围

所有试验数据的最小区间集合,它与原始坐标系不一定是平行的. 本文以包围所有有限试验数
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据的区间集的体积为目标函数,提出了一种确定最优(体积最小)参数区间集的方法,并基于

得到的最小参数区间集给出了一种新的估计不确定结构最有利响应和最不利响应的区间分析

方法.
当然,本文的目的并不是过分地强调区间分析方法的优越性,而是提出了一种可选择的求

解不确定性问题的新思路. 并且考虑到现有文献中结构分析的参数不确定性通常是人为赋予

的,而非来自真实的试验数据. 因此,本文的研究将在一定程度上弥补相关领域的空白,完成由

不确定性的定量化到响应传播的完整不确定性问题分析过程,为工程应用提供必要的参考.

1摇 问 题 描 述

1. 1摇 基于试验数据的最小体积参数集

假设现有描述结构特性或外载荷的 m个不确定参数 ai( i = 1,2,…,m),它们构成了一个m
维参数空间,即 a = (a1,a2,…,am) . 当关于这些参数仅有M组有限试验数据时,可将它们描述

为这个 m 维参数空间中的 M 个点 a( r)( r = 1,2,…,M) . 下面推导一种包围这些试验数据点的

最小区间集合的方法.
利用坐标变换矩阵 T(兹)(其中 兹 = (兹 i), i = 1,2,…,m - 1 为坐标轴旋转角)
摇 摇 T(兹) = (u1,u2,…,um), (1)

式中

摇 摇 uk =
0k-2

u{ }
k

, (2)

其中, 0k-2 为一个由 k - 2 个 0 分量组成的列向量,uk 为一个 m - k + 2 维列向量
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这 M 个点在变换后坐标系中可表示为 b( r)( r = 1,2,…,M) . 为得到包围这些点的最小区间集

(或超立方体),首先可确定与变换后坐标轴平行且包含这 M 个点的域为

摇 摇 b - b0 臆 d, (4)

其中,半轴向量 d = (d1,d2,…,dm) T 和中心点 b0 = (b10,b20,…,bm 0) T 可由下式确定:

摇 摇
dk =

1 (2 max
r
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k ) - min

r
(b( r)

k ))

bk 0 = 1 (2 max
r

(b( r)
k ) + min

r
(b( r)

k )

ì

î

í

ï
ï

ï
ï )

摇 摇 ( r = 1,2,…,M; k = 1,2,…,m) . (5)

式(4)所表示的超立方体的体积为

摇 摇 VI = 仪
m

k = 1
(2dk)m . (6)

这样体积 VI 将成为参数 兹 k(k = 1,2,…,m - 1) 的函数. 因此,包围这M个试验数据点的最优超

立方体就应该为其中体积最小的一个,即
摇 摇 VI = min

兹1,兹2,…,兹m-
{

1
VI(兹1,兹2,…,兹m-1 }) . (7)
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1. 2摇 优化算法分析

一种可能的确定这个最小超立方体的方法是从 0 到 仔 / 2 以很小的增量 驻兹 k 增加 兹 k(k = 1,
2,…,m - 1), 比较得到的超立方体,从中便可以找到了在某个旋转坐标系下体积最小的(比
方说,最优旋转角为 兹* = (兹*

k ), k = 1,2,…,m - 1), 此时的区间集的边不一定与原始坐标系

平行. 上述过程详见图 1.

图 1摇 最小体积方法寻优流程图

Fig. 1摇 The flow chart of optimization for minimizing volume

为了兼顾优化设计的精度和效率,本文将采用智能优化算法粒子群算法(PSO)来完成下

面的优化求解过程.
PSO 算法是一种智能全局寻优求解技术. 每一个粒子代表一个潜在的优化解,并且其位置

代表某种方向向量. 最初种群将被随机地赋予初始位置和初始速度,它们将沿着之前的最优位

置加速更新,而全局最优点的确定将依靠下面两个公式:
摇 摇 v(k)i = w*v(k-1)i + c*1 ran d*

1 (pbes ti - x(k-1)
i ) + c*2 ran d*

2 (gbes ti - x(k-1)
i ), (8)

摇 摇 x(k)
i = x(k-1)

i + v(k)i , (9)
式中, i代表第 i个粒子,k代表第 k次迭代过程,vi 表示第 i个粒子的更新速度,xi 是第 i个粒子

的当前位置. c*1 和 c*2 表示加速常数,ran d*
1 和 ran d*

2 是在[0, 1] 区间内满足均匀分布的随机

数. w* 代表权重系数,pbes ti 和 gbes ti 分别表示基于个体和总体的最优位置.
上述迭代过程的完成取决于最小误差或迭代步数的预设值,这也就决定了计算结果的精

度(详见图 3).
如上所述,显然基于最优体积得到的超立方体边界并不总是与坐标轴平行. 以 m = 2 情况

为例,图 2 显示了由某组试验数据点(图中“毅冶)确定的最小区间集(虚线)和经典区间集(实
线)的比较.
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图 2摇 包围试验数据点的最小区间集和经典区间集

Fig. 2摇 The smallest interval set and the classical interval set determined by experimental data

图 3摇 粒子群优化算法流程图

Fig. 3摇 Flow chart of the particle swarm optimization (PSO) algorithms

2摇 基于最小参数区间集的不确定结构分析

本节将基于第 1 节得到的最小参数区间集来估计不确定结构的最不利响应和最有利响

应. 为方便说明问题,这里仅给出具有不确定参数结构的静力响应分析列式. 事实上,本文方法
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同样适用于其它不确定结构力学问题,例如固有振动频率分析、动力响应分析等.
考虑结构静力有限元方程

摇 摇 K(a)u(a) = f(a), (10)
其中, K = (kij) 为 n 伊 n 维刚度矩阵,u = (ui) 为 n 维结点位移列向量, f = ( f i) 为 n 维外载荷

列向量,a = (a1,a2,…,am) T 为结构参数,例如结构物理、材料和几何特性等.
考虑一现实情况,经常地,我们对结构参数的试验数据信息掌握较少而难以确定其概率特

性. 此时,可采用第 1 节方法得到包围试验数据点的最小参数区间集

摇 摇 赘 {= a 颐 a 沂 Rm, a = TT(兹*)b(兹*), b
-
(兹*) 臆 b(兹*) 臆 b

-
(兹* }) , (11)

其中, a 为结构参数可行点,T(兹*) 为与最优旋转角 兹* 对应的坐标变换矩阵,b
-
(兹*) 和

b
-
(兹*) 分别为试验数据点在最优旋转坐标系下坐标 b(兹*) 的下界和上界向量.

由式(11)可知,结构参数 a 的中心点 a0 与 b 的中心 b0(兹*) 的关系为

摇 摇 a0 = TT(兹*)b0, (12)
与中心值 a0 有微小变化的结构参数可以记作

摇 摇 a = a0 + 啄a , ai = ai 0 + 啄ai,摇 摇 i = 1,2,…,m, (13)
其中, 啄a = (啄ai) 沂 Rm 是一个小量.

借助一阶 Taylor 级数展开,具有不确定参数 a = a0 + 啄a 结构静力位移可近似为

摇 摇 ui(a) = ui(a0 + 啄a) = ui(a0) + 移
m

j = 1

鄣ui(a0)
鄣a j

啄a j,摇 摇 i = 1,2,…,n . (14)

因而,求解结构最不利和最有利静力响应问题,就可以转化为求解目标函数式(14)在约束集

合式(11)下的最优值问题. 由式(14)知,目标函数关于不确定参数是线性的,而且参数可行集

式(11)是具有 2m 个顶点的盒子(即凸集),从而,由最优化理论可知,结构静力响应的最优值

将在可行集的顶点上达到,通过将参数可行集式(11)的顶点分别代入式(14),其中结构静力

响应值的最小值即为结构最有利响应,最大值即为结构最不利响应.
而经典区间分析方法的最有利响应和最不利响应分别为[15]

摇 摇 u
- iI = ui 0 - 移

m

j = 1

鄣ui 0

鄣a j

驻a j, u- iI = ui 0 + 移
m

j = 1

鄣ui 0

鄣a j

驻a j, (15)

其中, 驻a j 为由试验数据确定的参数经典区间集的半径.
有一点必须要指出,尽管在处理非线性问题时一阶 Taylor 级数展开法存在一定程度的精

度不足,但由于该方法在计算规模和求解效率方面存在明显优势,本文仍采用该方法进行后续

的不确定传播分析研究. 当然,除了 Taylor 级数展开法以外,还有一些处理不确定性传播分析

的方法,如顶点法、配点法、Monte鄄Carlo 模拟法、直接优化法等,其实不同的工程实际问题将决

定最终分析方法的选择.
因此,通过与经典区间分析方法的比较可以得到以下结论:
蚵 经典区间分析方法和本文所述的最小体积方法都是基于一阶 Taylor 级数展开的思想

(表达式(14))来求得结构响应的近似解;
蛎 通过经典区间分析得到的最优解往往在边界处求得,而基于文中所提出方法的最优解

通常在最小区间集的顶点处获得.
至此,就会出现一个问题:基于最小参数区间集和基于经典区间集的两种区间分析方法,

哪一个得到的结构响应区间更窄?
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3摇 数值算例与讨论

3. 1摇 一个简单的二维不确定性分析问题

考虑如图 4 所示7 杆平面桁架,其中杆横截面积 A = 1 伊 10-4 m2,弹性模量E = 2 伊 1011 N/ m2,
F1 和 F2 分别为作用在 2 节点和 4 节点 y 方向的外载荷. 这里,取 F1 和 F2 为不确定参数.

图 4摇 7 杆平面桁架

Fig. 4摇 Seven鄄bar planar truss

给出几组样本来描述不确定参数. 本算例中的样本数据来源于计算机编程生成的随机数

据,仅以此说明方法的可行性,而在处理实际工程时上述信息均应来自真实的试验. 下面将通

过这几组不同的不确定参数的样本数据来求解 3 节点 y 方向位移响应区间界限,并对本文方

法和经典区间分析方法进行比较. 其中,通过 PSO 算法寻找包含全部样本点的最优超立方体

域,坐标旋转角的迭代历程曲线如图 5 所示.

图 5摇 基于 PSO 算法的坐标旋转角 兹 迭代历程曲线

Fig. 5摇 The iterative process of rotation angle 兹 for coordinate transformation based on the PSO algorithms

1) 设有一组如表 1 所示的不确定参数 F1 和 F2 的试验数据,图 6 显示了由本文方法确定

的最小区间集和经典区间集,此时最小区间集包含于经典区间集.
表 1摇 不确定参数 F1 和 F2 的试验数(工况 1)

Table 1摇 Experimental data of the uncertain loads F1 and F2 (case 1)

N 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
F1 0. 452 0. 344 0. 357 0. 301 0. 468 0. 391 0. 364 0. 419 0. 304 0. 478 0. 428 0. 254
F2 1. 394 1. 385 1. 412 1. 317 1. 367 1. 426 1. 344 1. 356 1. 273 1. 373 1. 459 1. 359

摇 摇 通过本文区间分析方法,可以求得 3 节点 y 方向最有利位移(或位移下界)和最不利位移

(或位移上界)分别为
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图 6摇 包围不确定参数的最小区间集 图 7摇 包围不确定参数的最小区间集

和经典区间集(工况 1) 和经典区间集(工况 2)
Fig. 6摇 The quantitative results obtained from the Fig. 7摇 The quantitative results obtained from the

smallest interval analysis method and the smallest interval analysis method and the
classical interval analysis method (case 1) classical interval analysis method (case 2)

摇 摇 min u3y
I 1 = 2. 696 0E - 7, max u3y

I 1 = 3. 225 6E - 7. (16)
通过经典区间分析方法,可以求得 3 节点 y 方向最有利位移(或位移下界)和最不利位移

(或位移上界)分别为

摇 摇 min u3y
I 2 = 2. 610 6E - 7, max u3y

I 2 = 3. 311 1E - 7. (17)
从式(16)和式(17)可以看出,当最小区间集包含于经典区间集时,本文区间分析方法得

到的响应区间要比经典区间分析方法得到的响应区间要窄.
2) 设有一组如表 2 所示的不确定参数 F1 和 F2 的试验数据,图 7 显示了由本文方法确定

的最小区间集和经典区间集,此时最小区间集与经典区间集相交且没有包含关系.
表 2摇 不确定参数 F1 和 F2 的试验数(工况 2)

Table 2摇 Experimental data of the uncertain loads F1 and F2 (case 2)

N 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
F1 0. 452 0. 344 0. 357 0. 301 0. 468 0. 391 0. 364 0. 419 0. 382 0. 400 0. 473 0. 259
F2 1. 394 1. 385 1. 412 1. 317 1. 367 1. 426 1. 344 1. 356 1. 318 1. 328 1. 381 1. 351

摇 摇 通过本文区间分析方法,可以求得 3 节点 y 方向最有利位移(或位移下界)和最不利位移

(或位移上界)分别为

摇 摇 min u3y
I 1 = 2. 696 0E - 7, max u3y

I 1 = 3. 222 2E - 7. (18)
通过经典区间分析方法,可以求得 3 节点 y 方向最有利位移(或位移下界)和最不利位移

(或位移上界)分别为

摇 摇 min u3y
I 2 = 2. 694 5E - 7, max u3y

I 2 = 3. 245 2E - 7. (19)
从式(18)和式(19)可以看出,本文区间分析方法得到的响应区间要比经典区间分析方法

得到的响应区间要窄.
3) 设有一组如表 3 所示的不确定参数 F1 和 F2 的试验数据,图 8 显示了由本文方法确定

的最小区间集和经典区间集,此时最小区间集与经典区间集相交且没有包含关系.
通过本文区间分析方法,可以求得 3 节点 y 方向最有利位移(或位移下界)和最不利位移

(或位移上界)分别为

摇 摇 min u3y
I 1 = 2. 485 8E - 7, max u3y

I 1 = 3. 436 1E - 7. (20)
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图 8摇 包围不确定参数的最小区间集 图 9摇 包围不确定参数的最小区间集

和经典区间集(工况 3) 和经典区间集(工况 4)
Fig. 8摇 The quantitative results obtained from the Fig. 9摇 The quantitative results obtained from the

smallest interval analysis method and the smallest interval analysis method and the
classical interval analysis method (case 3) classical interval analysis method (case 4)

通过经典区间分析方法,可以求得 3 节点 y 方向最有利位移(或位移下界)和最不利位移

(或位移上界)分别为

摇 摇 min u3y
I 2 = 2. 493 8E - 7, max u3y

I 2 = 3. 427 8E - 7. (21)
从式(20)和式(21)可以看出,经典区间分析方法得到的响应区间要比本文区间分析方法

得到的响应区间要窄.
表 3摇 不确定参数 F1 和 F2 的试验数(工况 3)

Table 3摇 Experimental data of the uncertain loads F1 and F2 (case 3)

N 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
F1 0. 452 0. 344 0. 357 0. 301 0. 468 0. 391 0. 364 0. 419 0. 193 0. 539 0. 391 0. 341
F2 1. 394 1. 385 1. 412 1. 317 1. 367 1. 426 1. 344 1. 356 1. 266 1. 466 1. 323 1. 409

摇 摇 4) 设有一组如表 4 所示的不确定参数 F1 和 F2 的试验数据,图 9 显示了由本文方法确定

的最小区间集和经典区间集,此时最小区间集与经典区间集相交.
表 4摇 不确定参数 F1 和 F2 的试验数(工况 4)

Table 4摇 Experimental data of the uncertain loads F1 and F2 (case 4)

N 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
F1 0. 452 0. 344 0. 357 0. 301 0. 468 0. 391 0. 364 0. 419 0. 348 0. 452 0. 443 0. 289
F2 1. 394 1. 385 1. 412 1. 317 1. 367 1. 426 1. 344 1. 356 1. 298 1. 358 1. 433 1. 299

摇 摇 通过本文区间分析方法,可以求得 3 节点 y 方向最有利位移(或位移下界)和最不利位移

(或位移上界)分别为

摇 摇 min u3y
I 1 = 2. 696 0E - 7, max u3y

I 1 = 3. 222 2E - 7. (22)
通过经典区间分析方法,可以求得 3 节点 y 方向最有利位移(或位移下界)和最不利位移

(或位移上界)分别为

摇 摇 min u3y
I 2 = 2. 713 1E - 7, max u3y

I 2 = 3. 249 8E - 7. (23)
从式(22)和式(23)可以看出,本文区间分析方法得到的响应区间要比经典区间分析方法

得到的响应区间呈相交关系,即本文区间分析方法的下界小于经典区间分析方法的下界,而本

文区间分析方法的上界小于经典区间分析方法的上界. 此时,我们可以取这两种方法区间结果
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的交,即
摇 摇 min u3y

I = 2. 713 1E - 7, max u3y
I = 3. 222 2E - 7. (24)

作为“最优冶结构响应区间. 这样,最终得到的结构响应区间将比单独使用这两种区间分

析方法的结构响应区间都窄.
基于这两种定量化方法(最小体积 /经典)得到的结构响应间的关系可以从上述 4 种工况

集中体现出来. 有一点必须要强调,关于哪种方法更优越或者更具适用性的评价准则通常是由

不确定性信息的特质以及实际工程问题的要求所决定的.
3. 2摇 复合材料层合板结构屈曲问题的多维不确定性分析

本节中,基于区间分析理论,将通过某复合材料层合板屈曲问题的多维不确定性分析,即
定量化和传播分析来进一步验证文中所提出方法在处理复杂工程问题时的正确性和可行性.

考虑一 10 层对称层合矩形板 [兹 / 90毅 + 兹 / 兹 / 90毅 + 兹 / 兹] sym,单层厚度 t = 0. 4 mm,简支边界

条件,板的长和宽均为 800 mm . 该复合材料采用碳纤维 T300鄄QY8911,密度为 1 380. 0 kg / m3 .
由于复合材料本身的分散性,我们将弹性系数 E = (E1,E2,v21,G12) T 看作是不确定参数,铺层

角度 兹 从 0毅到 90毅间变化.
根据单向受压复合层合板屈曲的基本计算公式,屈曲载荷的近似表达式(公式推导见文

献[16])如下所示:

摇 摇 N
-

b(m,n) = - 仔2 D11
m( )a

2
+ 2 D12 + 2D( )

66
n( )b

2
+ D22

n( )b
4 a( )m[ ]

2
, (25)

其中, Dij 是单元弯曲刚度矩阵,m 和 n 代表屈曲波数.
很显然,在进行复合材料层合板结构屈曲特性分析之前,弹性系数的取值是必须要确知

的. 然而,由于材料编织和加工工艺带来的不确定性,这就导致结构的屈曲问题必须要综合考

虑材料分散性的影响.
表 5摇 T300鄄QY8911 弹性系数的试验数据

Table 5摇 Experimental data of the elastic moduli for T300鄄QY8911

N E1 / GPa E2 / GPa v21 G12 / GPa N E1 / GPa E2 / GPa v21 G12 / GPa

1 129. 20 9. 34 0. 28 5. 23 9 132. 19 9. 07 0. 30 4. 85

2 131. 59 9. 53 0. 33 4. 97 10 132. 00 9. 73 0. 35 5. 00

3 130. 63 9. 08 0. 33 5. 16 11 130. 39 9. 21 0. 34 5. 34

4 132. 01 9. 34 0. 33 5. 15 12 128. 28 8. 67 0. 33 4. 98

5 131. 04 8. 94 0. 34 5. 15 13 135. 30 9. 18 0. 32 5. 13

6 120. 61 9. 04 0. 33 4. 81 14 137. 33 9. 28 0. 33 5. 25

7 127. 69 8. 99 0. 32 5. 11 15 141. 69 10. 73 0. 31 5. 47

8 133. 65 9. 36 0. 35 5. 08 16 126. 91 9. 39 0. 33 5. 65

摇 摇 文献[17]中给出了关于 T300鄄QY8911 弹性系数的真实试验数据,具体见表 5. 这本身是一

个 4 维不确定性问题,于是坐标转换矩阵可以表示为

摇 摇 T4(兹1,兹2,兹3) =

cos 兹1 - sin 兹1 0 0
sin 兹1 cos 兹2 cos 兹1 cos 兹2 - sin 兹2 0

sin 兹1 sin 兹2 cos 兹3 cos 兹1 sin 兹2 cos 兹3 cos 兹2 cos 兹3 - sin 兹3

sin 兹1 sin 兹2 sin 兹3 cos 兹1 sin 兹2 sin 兹3 cos 兹2 sin 兹3 cos 兹

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

3

.

(26)
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这样基于式(7),包含全部样本点的最小体积公式为

摇 摇 VI = min
兹1,兹2,兹

{
3

VI(兹1,兹2,兹3 }) . (27)

借助于前述的定量化方法和优化算法,最终最佳坐标偏转角为 兹* = (兹*
1 ,兹*

2 ,兹*
3 )= (38毅,

30毅,60毅), 这表明最小体积的超立方体并不与全局坐标系的轴向平行. 弹性系数中心值的向

量表达为

摇 摇 E0 = (E0
1, E0

2, v021, G0
12) T = (133. 475 9, 9. 573 9, 0. 312 1, 5. 115 6) T . (28)

为了避免由于各不确定参数间量级不同所带来的数值计算误差,引入无量纲的不确定弹

性系数表示如下:

摇 摇 e1 =
E1

131. 0, e2 =
E2

9. 4, 滋21 =
v21
0. 3, g12 =

G12

5. 3 . (29)

通过公式(26)和式(29),最小超立方体的 16 个顶点如表 6 所示. 而通过经典区间分析得

到的超立方体顶点坐标如表 7 所示. 根据,我们不难发现两个超立方体之间的相交关系.
表 6摇 最小体积超立方体的 16 个顶点

Table 6摇 16 vertices of the smallest hyper鄄rectangle

N (e1, e2, 滋21, g12) N (e1, e2, 滋21, g12)

e1 (0. 886 3, 0. 917 7, 1. 003 4, 0. 986 8) e9 (0. 953 2, 0. 865 5, 1. 003 4, 0. 986 8)

e2 (0. 932 6, 0. 976 9, 1. 133 5, 1. 073 6) e10 (0. 999 5, 0. 924 7, 1. 133 5, 1. 073 6)

e3 (0. 909 4, 0. 947 3, 1. 068 4, 0. 856 8) e11 (0. 976 3, 0. 895 1, 1. 068 4, 0. 856 8)

e4 (0. 955 7, 1. 006 5, 1. 198 5, 0. 943 6) e12 (1. 022 6, 0. 954 3, 1. 198 5, 0. 943 6)

e5 (1. 015 3, 1. 082 8, 0. 882 5, 0. 986 8) e13 (1. 082 1, 1. 030 5, 0. 882 5, 0. 986 8)

e6 (1. 061 5, 1. 142 0, 1. 012 6, 1. 073 6) e14 (1. 128 4, 1. 089 7, 1. 012 6, 1. 073 6)

e7 (1. 038 4, 1. 112 3, 0. 947 4, 0. 856 8) e15 (1. 105 2, 1. 060 1, 0. 947 4, 0. 856 8)

e8 (1. 084 6, 1. 171 5, 1. 077 6, 0. 943 6) e16 (1. 151 5, 1. 119 3, 1. 077 6, 0. 943 6)

表 7摇 经典超立方体的 16 个顶点

Table 7摇 16 vertices of the classical hyper鄄rectangle

N (e1, e2, 滋21, g12) N (e1, e2, 滋21, g12)

e1 (0. 920 7, 0. 922 3, 0. 933 3, 0. 907 5) e9 (1. 081 6, 0. 922 3, 0. 933 3, 0. 907 5)

e2 (0. 920 7, 0. 922 3, 0. 933 3, 1. 066 0) e10 (1. 081 6, 0. 922 3, 0. 933 3, 1. 066 0)

e3 (0. 920 7, 0. 922 3, 1. 166 7, 0. 907 5) e11 (1. 081 6, 0. 922 3, 1. 166 7, 0. 907 5)

e4 (0. 920 7, 0. 922 3, 1. 166 7, 1. 066 0) e12 (1. 081 6, 0. 922 3, 1. 166 7, 1. 066 0)

e5 (0. 920 7, 1. 141 5, 0. 933 3, 0. 907 5) e13 (1. 081 6, 1. 141 5, 0. 933 3, 0. 907 5)

e6 (0. 920 7, 1. 141 5, 0. 933 3, 1. 066 0) e14 (1. 081 6, 1. 141 5, 0. 933 3, 1. 066 0)

e7 (0. 920 7, 1. 141 5, 1. 166 7, 0. 907 5) e15 (1. 081 6, 1. 141 5, 1. 166 7, 0. 907 5)

e8 (0. 920 7, 1. 141 5, 1. 166 7, 1. 066 0) e16 (1. 081 6, 1. 141 5, 1. 166 7, 1. 066 0)

摇 摇 利用已获得的定量化结果,进而采用区间分析手段考察不确定性对复合材料层合板结构

稳定性的影响. 该 10 层板结构屈曲载荷上下界限随铺层角度 兹 变化的历程曲线如图 10 和图

11 所示.
从结果历程曲线可以看出,随着复合材料层合板铺层角度的改变,整体的屈曲特性变化显

著,而且要值得注意的是本算例基于最小体积运算得到的响应结果较经典方法边界更宽,这与

上例中工况 3 所述情况相同.
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图 10摇 基于最小 / 经典区间分析方法的 图 11摇 基于最小 / 经典区间分析方法的

复合材料层合板屈曲载荷 复合材料层合板屈曲载荷

历程曲线 (m = 1, n = 1) 历程曲线 (m = 1, n = 2)

Fig. 10摇 Variability of the buckling load for laminated Fig. 11摇 Variability of the buckling load for laminated

plate obtained by the smallest / classical plate obtained by the smallest / classical

interval analysis method (m = 1, n = 1) interval analysis method (m = 1, n = 2)

如上所述,便完成了基于有限不确定信息的参数定量化和结构传播响应的整个分析过程.
实际上,本文的目的并不是过分突出最小体积方法较经典方法的优越性,或是想要替代现有的

概率方法,相反仅仅是提出一种新的可能性选择和补充. 针对不同问题,比如不确定性信息的

可获知量,分析系统的复杂程度,精度和效率的要求等往往才是决定各种方法适用性好坏的真

正评定准则.

4摇 结摇 摇 论

本文研究了结构参数的不确定性对结构响应的影响. 一方面针对关于不确定参数的试验

数据点有限导致概率分析和模糊分析方法的使用受限问题,另一方面考虑到经典区间分析方

法采用的参数区间集未必是最优区间集问题,提出了一种确定包围所有试验数据的最小参数

区间集的方法,并基于最小参数区间集给出了一种新的估计不确定结构最有利响应和最不利

响应的区间分析方法. 通过几组的不确定参数的可能试验数据,对本文提出的方法与经典区间

分析方法得到的结构响应区间的关系进行了讨论. 结果发现,两种方法的优劣完全依赖于试验

数据.
当由试验数据所确定的最小参数区间集包含于经典参数区间集时,前者方法的响应区间

要比后者方法的响应区间要窄;当由试验数据所确定的最小参数区间集与经典参数区间集不

存在包含关系而相交时,会出现 3 种情况的结果:(a) 前者方法的响应区间比后者方法的响应

区间窄;(b) 后者方法的响应区间比前者方法的响应区间窄;(c) 前者方法的响应区间与后者

方法的响应区间相交,此时可取两种方法区间结果的交作为“最优冶结构响应区间,这样,最终

得到的结构响应区间将比单独使用这两种区间分析方法的结构响应区间都窄.
最后,想要说明每种方法都有各自的优势和不足,针对不同问题选择合适的求解方法才能

更加准确而高效地处理实际工程问题.
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Response Analysis Based on Smallest Interval
Set of Parameters for Structures

With Uncertainty

WANG Xiao鄄jun,摇 WANG Lei,摇 QIU Zhi鄄ping
(Institute of Solid Mechanics, Beihang University, Beijing 100191, P. R. China)

Abstract: An integral analytic process from quantification to propagation based on limited un鄄

certain parameters was investigated for dealing with practical engineering problems. A new

method using the smallest interval鄄set / hyper鄄rectangle containing all the experimental data was

proposed to quantify the uncertainties of parameters. By virtue of the smallest parameter inter鄄

val鄄set, the study of uncertainty propagation evaluating the most favorable response and the

least favorable response of structures based on interval analysis was then presented. Further鄄

more, the relationship between the proposed interval analysis method and the classical interval

analysis method was discussed. Two numerical examples were performed to demonstrate the

feasibility and validity of the developed method.

Key words: quantification analysis; smallest interval鄄set / hyper鄄rectangle; uncertain structural
response; most favorable response; least favorable response
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