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摘要:摇 提出广义的双曲函数摄动法,用于求解强非线性自治振子的同宿解,克服一般摄动步骤中

派生方程须存在显式精确同宿解的限制. 以广义双曲函数作为摄动步骤的基本函数,拓展了基于

双曲函数的摄动法的适用范围. 对同时含 2,3 次和含 4 次强非线性项的系统进行求解分析,验证

了方法的有效性和精度.
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引摇 摇 言

过去一个世纪以来,摄动方法在求解非线性振子的近似解析解方面取得巨大进展. 然而,
经典的摄动方法基本上只对求弱非线性振子的周期解有效. 近几十年来,为了改进这些方法的

有效性和精度,使之适用于形式更广泛的系统,许多新的摄动方法被提出,这些方法主要是基

于采用更多类型的周期函数、改进摄动步骤的思路,从而对某些强非线性系统的周期解更具适

用性. 这些改进的摄动方法总体上可以分为改进的圆函数(三角函数)摄动方法、椭圆函数摄

动方法和广义谐波函数摄动方法等,文献[1]对这几类方法作了概述.
除周期解之外,同宿和异宿解在非线性系统的全局分岔、混沌性质和孤立波等相关问题的

研究中也扮演着重要的角色[2鄄8] . 因此,许多学者也致力于研究非线性振动系统的同(异)宿分

岔和同(异)宿解问题. 例如,Vakakis[9] 分析了 Duffing 振子稳定与不稳定流形的变化过程;
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Vakakis 等[10]发展了一种迭代算法近似计算一类同宿轨道;Xu 等[11]提出了半解析计算强非线

性振子分界线和极限环的摄动增量法;Chan 等[12] 应用摄动增量法研究了一类极限环的稳定

性与分岔;Belhaq[13]发展了一种预测极限环发生同宿连结的解析判据,随后,他和他的同事分

别应用椭圆函数平均法[14]和椭圆函数 Lindstedt鄄Poincar佴 法[15]来改进他们方法的预测精度,并
得到与经典 Melnikov 方法一致的结果;Mikhlin[16]解析构造了一类二维和一类三维系统的同宿

轨道;Mikhlin 等[17]随后应用他们的方法定量求解了一类含多个平衡点的机械系统的同宿和

异宿轨道;Manucharyan 等[18]应用 Pad佴 和 quasi鄄Pad佴 近似构造了一类非线性系统的同宿和异

宿解;Cao 等[19]提出了一种主共振最优控制技术来抑制一类振子的同宿或异宿轨道的横截相

交;Zhang 等[20]应用待定固有频率法研究了一类强非线性振子的异宿分岔问题;Zhang 等[21]应

用待定固有频率法研究一类强非线性振子的同宿分岔问题;Izydorek 等[22鄄23] 研究了二阶 Ham鄄
ilton 系统的同宿和异宿解的存在性. Cao 等[24] 对摄动增量法做了改进,更精确的求解一类非

线性振子的同宿和异宿解.
最近,本文作者先后提出双曲函数摄动法和双曲函数 L鄄P(Lindstedt鄄Poincar佴)法[25鄄28],应

用这些方法可以获得强非线性自治系统

摇 摇 x + c1x + cmxm = 着 f(滋, x, x) (1)
的同宿解,其中,m = 2或3, f(滋, x, x) 是其变量的任意非线性多项式,着是摄动参数,滋代表同

宿分岔控制参数. 然而,这些方法仅能应用于那些派生方程具有已知的准确同宿解的系统.
在已有工作的基础上,本文研究拓展求同宿解的双曲函数摄动方法的适用范围,使之适用

于形式更一般的系统

摇 摇 x + g(x) = 着 f(滋, x, x), (2)
其中, g(x) 是 x 的任意非线性多项式. 本文方法的基本思路是以定义广义双曲函数

sech(子( t)) 和 tanh(子( t)) 为出发点,定义 子( t) 为时间 t 的非线性时间变换. 该方法可以认为

是之前方法[25鄄28]的推广. 本文应用该法分别研究同时含有 2 次和 3 次非线性项及含有 4 次非

线性项的典型振子,算例表明该法的有效性和精度.

1摇 广义双曲函数

我们以讨论派生方程的同宿解为出发点,令 着 = 0, 方程(2)的派生方程可以表示为

摇 摇 x + g(x) = 0, (3)
将方程乘以 x 并对 t 积分一次得到

摇 摇 1
2 x2 + V(x) = E, (4)

其中

摇 摇 V(x) = 乙 x

0
g(u)du . (5)

方程(4)中, x2 / 2 和 V(x) 分别表示振动系统的动能和势能,积分常数 E 表示系统的总机械能.
不失一般性,表示方程(3)同宿解的势能曲线和相图,可以由图 1(a)和图 1(b)分别表示. 且假

设函数 g(x) 和 V(x) 满足如下条件:
蚵 非线性多项式函数 g(x) 满足

摇 摇 g(0) = 0; (6)
蛎 在势能曲线上存在极大值点 B(b,V(b)) 与相图中的鞍点对应,即
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摇 摇 g(b) = 0, g忆(b) < 0; (7a,b)

图 1摇 典型系统同宿解

Fig. 1摇 Typical of a homoclinic solution

蚰 在势能曲线上存在另外某一点 A(a0 + b,
V(a0 + b)),其势能与 B点相等,且 A点与 B点之间

任 1 点的系统势能皆小于这2 点,即对于 x沂(a0 +
b,b),

摇 摇 V(a0 + b) = V(b), V(x) < V(b) . (8)
满足以上 3 个条件,即可认为方程(3)相图中

存在一同宿轨道,其对应的解 (x0,x0) 满足同宿条

件,即随着时间 t寅 依肄,(x0,x0) 逼近鞍点(b,0) .
摇 摇 为了构造方程(3)的同宿解,我们首先回顾

g(x) = c1x + c3x3 的特殊情形,该情形对应的同宿解

可以表示为

摇 摇 x0 = a0 sech 棕0 t, (9)
其中, a0 和 棕0 为常数[26] . 为了进一步说明问题,方
程(9)可以重新写为

摇 摇 x0 = a0 sech 子, (10)

摇 摇 d子
dt = 棕0 . (11)

由于有

摇 摇 sech( 依肄) = tanh(0) = 0, sech(0) = 1, tanh( 依肄) = 依 1, (12,a,b,c)
很容易证明式(10)满足以(0,0)为同宿点的同宿条件.

那么对于 g(x) 屹 c1x + c3x3,即同宿点为(b,0) 的一般情形,我们可以假设同宿解仍能表

示为

摇 摇 x0 = a0 sech 子 + b, (13)
其中, a0 和 b 由式(7)和式(8)确定.

同时可以认为式(11)是表示时间从 t到 子的线性变换式,那么对于 g(x) 屹 c1x + c3x3 的一

般情形,我们可以引进非线性的时间变换式,即

摇 摇 d子
dt = 棕0(子), (14)

这里函数 棕0(子) 为有界函数,于是

摇 摇 x0 = - a0棕0(子) sech 子 tanh 子 . (15)
注意到系统同宿运动的总机械能为

摇 摇 E0 = V(a0 + b) = V(b), (16)
则根据能量关系

摇 摇 1
2 棕2

0x忆2
0 + V(x0) = V(b), (17)

其中, x忆
i 表示 xi 对 子 求导一次,上式得到 棕0(子) 的表示式

摇 摇 棕0(子) = 1
x忆
0

2[V(b) - V(x0)] . (18)

于是,方程(3)的同宿轨可以由式(13)和式(15)及式(18)表示,函数 sech 子(t) 和 tanh 子(t)
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可以称为广义的双曲函数,它们将作为接下来摄动步骤的基本函数.

2摇 广义双曲函数摄动法

作为方法的论述,我们具体考虑方程(2)表示的非线性振子的同宿解,其中, 滋 表示同宿

分岔控制参数,其分岔值 滋c, 即系统存在同宿解的参数值,将由后面的摄动步骤确定.
当 着 = 0,方程(2) 的同宿解可由式(13) 表示. 当 着 屹0, 我们设方程(2)的同宿解仍可表

示为

摇 摇 x = a sech 子( t) + b, (19)
然而其中的 a 和 子 将在摄动过程中确定. 于是可以分别对 a 和 棕(子) 进行摄动展开,即

摇 摇 a = a0 + 着a1 + … + 着nan + … (20)
和

摇 摇 d子
dt = 棕(子) = 棕0(子) + 着棕1(子) + … + 着n棕n(子) + …, (21)

其中, n = 1,2,…,且 棕n(子) 是有界函数. 则方程(19)可以重新写为

摇 摇 x = x0 + 着x1 + … + 着nxn + …, (22)
其中

摇 摇 xn = an sech 子 . (23)
则

摇 摇 x忆
n = - an sech 子 tanh 子 . (24)

将式(21)和式(22)代入方程(2)并令方程两边 着 的同次幂系数相等,得到如下各阶摄动方程:

摇 摇 着0:摇 棕0
d
d子 (棕0x忆

0) + g(x0) = 0, (25)

摇 摇 着1:摇 棕0
d
d子 (棕1x忆

0) + 棕1
d
d子 (棕0x忆

0) + 棕0
d
d子 (棕0x忆

1) + g,x(x0)x1 =

摇 摇 f(滋,x0,棕0x忆
0), (26)

摇 摇 着2:摇 棕0
d
d子 (棕2x忆

0) + 棕2
d
d子 (棕0x忆

0) + 棕0
d
d子 (棕0x忆

2) +

摇 摇 棕1
d
d子 (棕0x忆

1) + 棕0
d
d子 (棕1x忆

1) +

摇 摇 棕1
d
d子 (棕1x忆

0) + g,x(x0)x2 + 1
2 g,xx(x0)x2

1 =

摇 摇 f,x(滋,x0,棕0x忆
0)x1 + f,x·(滋,x0,棕0x忆

0)(棕0x忆
1 + 棕1x忆

0), (27)
摇 摇 左

其中, g,x = 鄣g / 鄣x,g,xx = 鄣2g / 鄣x2, 以此类推. 于是我们可以以此求解上述各阶线性方程(25)至
方程(27),…,确定各阶摄动解 x0,x1,x2,… .

可以看到方程(25)相当于由方程(3)通过式(14)的变换得到. 于是,方程(25)的同宿解

即由式(10)表示. 将方程(26)两边乘以 x忆
0,并从 子0 到 子 积分一次得到

摇 摇 棕0棕1x忆2
0

子
子0
= 乙 子

子0
x忆
0 f(滋,x0,棕0x忆

0)d子 - 棕2
0x忆

0x忆
1

子
子0

- x1g(x0) 子
子0
, (28)

即

摇 摇 棕0棕1x忆2
0

子
子0
= I(子) - I(子0) - 棕2

0x忆
0x忆

1
子
子0

- x1g(x0) 子
子0
, (29)
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其中

摇 摇 I(子) = 乙 子

0
x忆
0 f(滋,x0,棕0x忆

0)d子 = 乙 子

0
x忆
0 f(滋,x0, 2[V(b) - V(x0)] )d子 =

摇 摇 摇 摇 a0 乙 子

0
f(滋,a0 sech 子 + b, 2[V(b) - V(a0 sech 子 + b)] )d sech 子 . (30)

注意到双曲函数可由下述函数另外表示,即
摇 摇 sech(子) = cn(1,子) = cos(am(1,子)), (31)

其中, cn(1,子) 和 am(1,子) 分别是模 k = 1 时的 Jacobi 椭圆余弦函数和 Jacobi 椭圆振幅函

数[25,29],我们有如下前 N 项截断的 Fourier 展式

摇 摇 [V(b) - V(a0 sech 子 + b)] = [V(b) - V(a0 cos(am(1,子)) + b)] =

摇 摇 摇 摇 P0 + 移
N

i = 1
P i cos( i am(1,子))摇 摇 ( i = 1,2,3,…), (32)

其中,系数

摇 摇 P0 = 1
2仔 乙

2仔

0
[V(b) - V(a0 cos 渍 + b)] d渍, (33)

摇 摇 P i =
1
仔 乙

2仔

0
[V(b) - V(a0 cos 渍 + b)] cos( i渍)d渍 . (34)

而且,注意到三角余弦函数的倍角公式

摇 摇 cos( i渍) = 移
int( i / 2)

k = 0
Qkcosi -2k渍, (35)

其中

摇 摇 Qk = ( - 1) k2 i -2k-1 i( i - k - 1)! / [k! ( i - 2k)! ], (36)
int( i / 2) 表示 i / 2 的整数部分. 于是联合式(32)和式(35)有

摇 摇 [V(b) - V(x0)] = P0 + 移
N

i = 1
P i 移

int( i / 2)

k = 0
Qk sechi -2k子, (37)

且方程(30)可重新写为

摇 摇 I(子) = a0 乙 子

0
(f 滋,a0 sech 子, (2 P0 + 移

N

i = 1
P i 移

int( i / 2)

k = 0
Qk sechi -2k ) )子 d sech 子 . (38)

对于那些过于冗繁的情形,方程(30)的解析积分计算是难以完成的,则最后 棕1(子) 将由积分

方程表示. 然而,对于许多典型系统,我们可取定合适的项数 N 并完成式(38)的解析积分运

算,来作为式(30)的更为直接和简便的近似计算. 本文后面所有的算例都是取 N = 20, 并得到

很好的精度和计算结果.
注意到式(12),我们有

摇 摇 x0(0) = a0, x0( 依肄) = b, xn(0) = an, (39a,b,c)
摇 摇 xn( 依肄) = x忆

0(0) = x忆
0( 依肄) = x忆

n(0) = x忆
n( 依肄) = 0. (39d)

于是在方程(29)中,令 子0 = - 肄 和 子 = + 肄 可得到

摇 摇 I( + 肄) - I( - 肄) = 0, (40)
令 子0 = 0 和 子 = + 肄 可得到

摇 摇 a1 = - I( + 肄)
g(a0 + b0)

. (41)

令 子0 = 0 可得到
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摇 摇 棕1 =
I(子) - 棕2

0x忆
0x忆

1 - x1g(x0) + a1g(a0 + b)
棕0x忆2

0
. (42)

所以 滋c,a1 和棕1(子) 可分别由式(40)至式(42)确定. 而方程(2)存在同宿解的条件即 滋存在满

足方程(40) 的值. 换句话说,如果对于所有的 滋, 方程(40)无法满足,则方程(2)不存在同宿

解. 该条件实际上与 Belhaq 等[15]应用椭圆函数 Lindstedt鄄Poincar佴 法和 Melnikov 方法得到的结

果一致.
与一般的摄动方法类似,在上述推导的基础上可以进行下一阶的摄动步骤. 然而,摄动步

骤将随着阶数的增加而变得冗繁. 更重要的是,本文若干算例表明,即使对中等大小的摄动参

数 着,精确至 着x1 的双曲函数摄动解也已具备一定的精度.

3摇 分析一类同时含 2 次和 3 次强非线性项的非线性振子

3. 1摇 摄动步骤

作为本文方法的直接应用,我们研究如下同时含 2 次和 3 次强非线性项的振子:
摇 摇 x + c1x + c2x2 + c3x3 = 着(滋 x + 滋4x4)x . (43)

即

摇 摇 g(x0) = c1x0 + c2x2
0 + c3x3

0, (44)

摇 摇 V(x0) = 1
2 c1x2

0 + 1
3 c2x3

0 + 1
4 c3x4

0, (45)

摇 摇 f(滋,x0,棕0x忆
0) = 棕0x0x忆

0(滋 + 滋4x3
0), (46)

其中, 滋4 是常数, 滋 是感兴趣的分岔控制参数. 分别将式(44)和式(45)代入方程(7)和方程

(8),得到

摇 摇 c1b + c2b2 + c3b3 = 0, c1 + 2c2x0 + 3c3b2 < 0, (47a,b)

摇 摇 1
2 c1 (a0 + b) 2 + 1

3 c2 (a0 + b) 3 + 1
4 c3 (a0 + b) 4 =

摇 摇 摇 摇 1
2 c1b2 + 1

3 c2b3 + 1
4 c3b4 . (47c)

由上面式子可分别确定 a0 和 b . 再将式(46)代入式(38)得到

摇 摇 I(子) = a0 乙 子

0
(f 滋,a0 sech 子 + b, (2 P0 + 移

N

i = 1
P i 移

int( i / 2)

k = 0
Qk sechi -2k ) )子 d sech 子 =

摇 摇 摇 摇 a0 乙 子

0
[滋 + 滋4 (a0 sech 子 + b) 3](a0 sech 子 + b) 伊

(摇 摇 摇 摇 2 P0 + 移
N

i = 1
P i 移

int( i / 2)

k = 0
Qk sechi -2k )子 d sech 子 =

摇 摇 摇 摇 2 a0 乙 子

0
[b(滋 + 滋4b3) + a0(滋 + 4滋4b3)sech 子 + 6滋4a2

0b2sech2子 +

摇 摇 摇 摇 4滋4a3
0b sech3子 + 滋4a4

0 sech4子 (] P0 + 移
N

i = 1
P i 移

int( i / 2)

k = 0
Qk sechi -2k )子 d sech 子 =

摇 摇 摇 摇 2 a {0 b(滋 + 滋4b3 [) P0 + 移
N

i = 1
P i 移

int( i / 2)

k = 0
Qk

sechi -2k子
( i - 2k + 1 ]) +

摇 摇 摇 摇 a0(滋 + 4滋4b3 [)
P0

2 + 移
N

i = 1
P i 移

int( i / 2)

k = 0
Qk

sechi -2k子
( i - 2k + 2 ]) sech 子 +
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摇 摇 摇 摇 6滋4a2
0b [2 P0

3 + 移
N

i = 1
P i 移

int( i / 2)

k = 0
Qk

sechi -2k子
( i - 2k + 3 ]) sech2子 +

摇 摇 摇 摇 4滋4a3
0 [b

P0

4 + 移
N

i = 1
P i 移

int( i / 2)

k = 0
Qk

sechi -2k子
( i - 2k + 4 ]) sech3子 +

摇 摇 摇 摇 滋4a [4
0

P0

5 + 移
N

i = 1
P i 移

int( i / 2)

k = 0
Qk

sechi -2k子
( i - 2k + 5 ]) sech4 }子 sech 子

子

0
. (48)

注意到 x0 是偶函数而 x忆
0 是奇函数,方程(40)可以写为

摇 摇 2I( + 肄) = 0. (49)
即令方程(48)中 子 = + 肄 得到

摇 摇 滋 = W1 / W2, (50)
其中

摇 摇 W1 = 滋4b4 P0 + 移
N

i = 1
P i 移

int( i / 2)

k = 0

Qk

( i - 2k + 1
é
ë
êê

ù
û
úú)
+

摇 摇 摇 摇 4滋4a0b3 P0

2 + 移
N

i = 1
P i 移

int( i / 2)

k = 0

Qk

( i - 2k + 2
é
ë
êê

ù
û
úú)
+

摇 摇 摇 摇 6滋4a2
0b2 P0

3 + 移
N

i = 1
P i 移

int( i / 2)

k = 0

Qk

( i - 2k + 3
é
ë
êê

ù
û
úú)
+

摇 摇 摇 摇 4滋4a3
0b

P0

4 + 移
N

i = 1
P i 移

int( i / 2)

k = 0

Qk

( i - 2k + 4
é
ë
êê

ù
û
úú)
+

摇 摇 摇 摇 滋4a4
0

P0

5 + 移
N

i = 1
P i 移

int( i / 2)

k = 0
Qk

sechi -2k子
( i - 2k + 5

é
ë
êê

ù
û
úú)
, (51)

摇 摇 W2 = - b P0 + 移
N

i = 1
P i 移

int( i / 2)

k = 0

Qk

( i - 2k + 1
é
ë
êê

ù
û
úú)
-

摇 摇 摇 摇 a0
P0

2 + 移
N

i = 1
P i 移

int( i / 2)

k = 0

Qk

( i - 2k + 2
é
ë
êê

ù
û
úú)
. (52)

于是系统存在同宿解的分岔值 滋c 可以由式(50)确定.
将方程(44)和式(49)代入方程(41),得到

摇 摇 a1 = - I( + 肄)
c1(a0 + b) + c2(a0 + b) 2 + c3(a0 + b) 3 = 0. (53)

则式(42)可以重新写为

摇 摇 棕1(子) = I(子)
棕0x忆2

0
= - I(子)

2 a0棕0 sech 子 tanh 子
. (54)

最后,方程(43)的同宿解可以表示为

摇 摇 x = a0 sech 子 + b + O(着2), (55)
摇 摇 x = - a0[棕0 + 着棕1(子)]sech 子 tanh 子 + O(着2) . (56)

3. 2摇 算例

本小节具体给出 3 个算例,为了考察有效性和精度,本方法的结果将与 Runge鄄Kutta 数值

方法的相关结果进行比较.
算例 1摇 本算例考察方程

摇 摇 x - x + 3x2 - x3 = 着(滋 x - 12x4)x, (57)
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即方程(43)中, c1 = - 1, c2 = 3, c3 = - 1, 滋4 = - 12. 由方程(47) 得 a0 = 2 - 2 和 b = 0. 方程

(57)的同宿解表示为

摇 摇 x = (2 - 2 )sech 子 + O(着2), (58)

摇 摇 x = ( 2 - 2)[棕0 + 着棕1(子)]sech 子 tanh 子 + O(着2) . (59)

图 2摇 当 着 = 0. 7 时,方程(57)的同宿轨

Fig. 2摇 Homoclinic orbit of Eq. (57) with 着 = 0. 7

由方程(50)得到系统存在同宿解的同宿分

岔值为 滋 = 0. 888 022. 图 2 给出了 着 = 0. 7 情况下

系统的同宿轨道. 同样,图中也给出了数值轨道供

比较,这里用数值极限环逼近的方法得到的同宿

分岔值为 滋c = 0. 884 716, 与本文方法得到的结果

比较接近.
本文用 Runge鄄Kutta 数值积分计算同宿分岔

值 滋c 和同宿轨道附近的极限环的方法步骤是引

用自 Merkin 等[30] 的经典方法,该方法步骤也在

以往论文[25鄄28]中给出了具体论述,故这里不再赘

述.
算例 2摇 本算例考察方程

摇 摇 x - x - 1. 5x2 + 2x3 = 着(滋 x - x4)x, (60)

即方程(43)中, c1 = - 1,c2 = - 1. 5,c3 = 2,滋4 = - 1. 由方程(47) 得 a0 = (1 依 5 ) / 2 和 b = 0.
方程(57)的同宿解表示为

摇 摇 x = 1
2 (1 依 5 )sech 子 + O(着2), (61)

摇 摇 x = - (1 依 5 )[棕0 + 着棕1(子)]sech 子 tanh 子 + O(着2) . (62)

当 a0 = (1 + 5 ) / 2, 由方程(50) 得到系统存在同宿解的同宿分岔值为 滋 = 1. 682 448. 当

a0 = (1 - 5 ) / 2,由方程(50) 得到系统存在同宿解的另外一个同宿分岔值为 滋 = - 0. 089 834.
图3和图4分别给出了 着 = 0. 9时两种情况下系统的同宿轨道. 同样,图中也给出了数值轨道供

比较,这里用数值极限环逼近的方法得到的两个同宿分岔值分别为 滋c = 1. 675 720,以及 滋c =
- 0. 089 816, 与本文方法得到的结果比较接近.

本小节具体给出 3 个算例,为了考察有效性和精度,本方法的结果将与 Runge鄄Kutta 数值

方法的相关结果进行比较.
算例 3摇 本算例考察方程

摇 摇 x + 3x - 0. 2x2 - 2x3 = 着(滋 x - x4)x, (63)

即方程(43)中, c1 = 3,c2 = - 0. 2,c3 = - 2,滋4 = - 1. 由方程(47) 得 a0 = (1 - 3 601 +

1 + 3 601 ) / 30 和 b = ( 601 - 1) / 20. 方程(63)的同宿解表示为

摇 摇 x = (1 - 3 601 + 1 + 3 601 )sech 子 + 1
20 ( 601 - 1) + O(着2), (64)

摇 摇 x = - (1 - 3 601 + 1 + 3 601 )[棕0 + 着棕1(子)]sech 子 tanh 子 + O(着2) . (65)
由方程(50)得到系统存在同宿解的同宿分岔值为 滋 = 3. 023 787. 图5 给出了 着 = 0. 7 情况

下系统的同宿轨道. 同样,图 5 中也给出了数值轨道供比较,这里用数值极限环逼近的方法得
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图 3摇 当 着 = 0. 9 时,方程(60)的同宿轨 图 4摇 当 着 = 0. 9 时,方程(60)的同宿轨

Fig. 3摇 Homoclinic orbit of Eq. (60) with 着 = 0. 9 Fig. 4摇 Homoclinic orbit of Eq. (60) with 着 = 0. 9

到的同宿分岔值为 滋c = 3. 010 450, 与本文方法得到的结果比较接近.

图 5摇 当 着 = 0. 7 时,方程(63)的同宿轨

Fig. 5摇 Homoclinic orbit of Eq. (63) with 着 = 0. 7

4摇 分析一类含 4 次强非线性项的非线性振子

4. 1摇 摄动步骤

作为本文方法的直接应用,我们研究如下同时含 4 次强非线性项的振子:
摇 摇 x + c1x + c4x4 = 着(滋 + 滋1x + 滋2x2)x . (66)

即

摇 摇 g(x0) = c1x0 + c4x4
0, (67)

摇 摇 V(x0) = 1
2 c1x2

0 + 1
5 c4x5

0, (68)

摇 摇 f(滋,x0,棕0x忆
0) = 棕0x忆

0(滋 + 滋1x0 + 滋2x2
0), (69)

其中, 滋1 和滋2 是常数, 滋是感兴趣的分岔控制参数. 分别将式(67)和式(68)代入方程(7)和方

程(8),得到

摇 摇 c1b + c4b4 = 0, c1 + 1
4 c4b3 < 0, (70a,b)

摇 摇 1
2 c1 (a0 + b) 2 + 1

5 c4 (a0 + b) 5 = 1
2 c1b2 + 1

5 c4b5, (70c)

由上面式子可分别确定 a0 和 b . 再将式(69)代入式(38)得到

摇 摇 I(子) = a0 乙 子

0
(f 滋,a0 sech 子 + b, (2 P0 + 移

N

i = 1
P i 移

int( i / 2)

k = 0
Qk sechi -2k ) )子 d sech 子 =
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摇 摇 摇 摇 a0 乙 子

0
[滋 + 滋1(a0 sech 子 + b) + 滋2 (a0 sech 子 + b) 2] 伊

(摇 摇 摇 摇 2 P0 + 移
N

i = 1
P i 移

int( i / 2)

k = 0
Qk sechi -2k )子 d sech 子 =

摇 摇 摇 摇 2 a0 乙 子

0
[(滋 + 滋1b + 滋2b2) + a0(滋1 + 2滋2b)sech 子 +

摇 摇 摇 摇 滋2a2
0 sech2子 (] P0 + 移

N

i = 1
P i 移

int( i / 2)

k = 0
Qk sechi -2k )子 d sech 子 =

摇 摇 摇 摇 2 a {0 (滋 + 滋1b + 滋2b2) P0 + 移
N

i = 1
P i 移

int( i / 2)

k = 0
Qk

sechi -2k子
( i - 2k + 1[ ])

+

摇 摇 摇 摇 a0(滋1 + 2 滋2b)
P0

2 + 移
N

i = 1
P i 移

int( i / 2)

k = 0
Qk

sechi -2k子
( i - 2k + 2

é
ë
êê

ù
û
úú)
sech 子 +

摇 摇 摇 摇 滋2a2
0

P0

3 + 移
N

i = 1
P i 移

int( i / 2)

k = 0
Qk

sechi -2k子
( i - 2k + 3

é
ë
êê

ù
û
úú)
sech2 }子 sech 子 . (71)

注意到 x0 是偶函数而 x忆
0 是奇函数,方程(40)可以写为

摇 摇 2I( + 肄) = 0. (72)
即令方程(71)中 子 = + 肄 得到

摇 摇 滋 = Z1 / Z2, (73)
其中

摇 摇 Z1 = (滋1b + 滋2b2) P0 + 移
N

i = 1
P i 移

int( i / 2)

k = 0

Qk

( i - 2k + 1
é
ë
êê

ù
û
úú)
+

摇 摇 摇 摇 a0(滋1 + 2滋2b)
P0

2 + 移
N

i = 1
P i 移

int( i / 2)

k = 0

Qk

( i - 2k + 2
é
ë
êê

ù
û
úú)
+

摇 摇 摇 摇 滋2a2
0

P0

3 + 移
N

i = 1
P i 移

int( i / 2)

k = 0

Qk

( i - 2k + 2
é
ë
êê

ù
û
úú)
, (74)

摇 摇 Z2 = - 滋 P0 + 移
N

i = 1
P i 移

int( i / 2)

k = 0

Qk

( i - 2k + 1
é
ë
êê

ù
û
úú)
. (75)

于是系统存在同宿解的分岔值 滋c 可以由计算式(73)确定.
将方程(67)和方程(72)代入方程(41),得到

摇 摇 a1 = - I( + 肄)
c1(a0 + b0) + c4 (a0 + b0) 4 = 0. (76)

则式(42)可以重新写为

摇 摇 棕1(子) = I(子)
棕0x忆2

0
= - I(子)

2 a0棕0 sech 子 tanh 子
. (77)

最后,方程(66)的同宿解可以表示为

摇 摇 x = a0 sech 子 + b + O(着2), (78)
摇 摇 x = - a0[棕0 + 着棕1(子)]sech 子 tanh 子 + O(着2) . (79)

4. 2摇 算例

本小节具体给出 3 个算例,为了考察有效性和精度,本方法的结果将与 Runge鄄Kutta 数值

方法的相关结果进行比较.

3701陈 洋 洋摇 摇 摇 燕 乐 纬摇 摇 摇 佘 锦 炎摇 摇 摇 陈 树 辉



算例 4摇 本算例考察方程

摇 摇 x + x + x4 = 着(滋 - 1. 5x - x2)x, (80)
即方程(66)中, c1 = c4 = 1, 滋1 = 1, 滋2 = - 1. 由方程(70)得 a0 = (102 / 3 - 2·101 / 3 + 10) / 6 和

b = - 1. 方程(80)的同宿解表示为

摇 摇 x = 1
6 (102 / 3 - 2·31 / 3 + 10)sech 子 - 1 + O(着2), (81)

摇 摇 x = - 1
6 (102 / 3 - 2·31 / 3 + 10)[棕0 + 着棕1(子)]sech 子 tanh 子 + O(着2) . (82)

由方程(73)得到系统存在同宿解的同宿分岔值为 滋 = 0. 075 854. 图6 给出了 着 = 1 情况下

系统的同宿轨道. 同样,图 6 中也给出了数值轨道供比较,这里用数值极限环逼近的方法得到

的同宿分岔值为 滋c = 0. 071 815, 与本文方法得到的结果比较接近.

图 6摇 当 着 = 1 时,方程(80)的同宿轨

Fig. 6摇 Homoclinic orbit of Eq. (80) with 着 = 1

算例 5摇 本算例考察方程

摇 摇 x - x + x4 = 着(滋 - x - 1. 5x2)x, (83)

即方程(66)中, c1 = - 1, c4 = 1, 滋1 = - 1, 滋2 = - 1. 5. 由方程(70) 得 a0 =
3 5 / 2 和 b = 0. 方程

(83)的同宿解表示为

摇 摇 x = 3 5 / 2 sech 子 + O(着2), (84)

摇 摇 x = - 3 5 / 2 [棕0 + 着棕1(子)]sech 子 tanh 子 + O(着2) . (85)
由方程(73)得到系统存在同宿解的同宿分岔值为 滋 = 1. 959 107. 图7 给出了 着 = 0. 5 情况

下系统的同宿轨道. 同样,图 7 中也给出了数值轨道供比较,这里用数值极限环逼近的方法得

到的同宿分岔值为 滋c = 1. 978 244, 与本文方法得到的结果比较接近.
算例 6摇 本算例考察方程

摇 摇 x + x - 4x4 = 着(滋 + 2x - 5x2)x, (86)

即方程(66)中, c1 = 1, c4 = - 4, 滋1 = 2, 滋2 = - 5. 由方程(70) 得 a0 = - 3 25 + 3 20 - 5 32 和

b = 1 / 34 . 方程(86)的同宿解表示为

摇 摇 x = ( - 3 25 + 3 20 - 5 32 )sech 子 + (1 / 34 ) + O(着2), (87)

摇 摇 x = ( 3 25 - 3 20 + 5 32 )[棕0 + 着棕1(子)]sech 子 tanh 子 + O(着2) . (88)
由方程(73)得到系统存在同宿解的同宿分岔值为 滋 = 0. 261 301. 图8 给出了 着 = 0. 8 情况
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图 7摇 当 着 = 0. 5 时,方程(83)的同宿轨 图 8摇 当 着 = 0. 8 时,方程(86)的同宿轨

Fig. 7摇 Homoclinic orbit of Eq. (83) with 着 = 0. 5 Fig. 8摇 Homoclinic orbit of Eq. (86) with 着 = 0. 8

下系统的同宿轨道. 同样,图 8 中也给出了数值轨道供比较,这里用数值极限环逼近的方法得

到的同宿分岔值为 滋c = 0. 248 530, 与本文方法得到的结果比较接近.

5摇 结摇 摇 论

蚵 本文提出的广义双曲函数摄动法突破一般系统很难获得精确的派生同宿解的困难,是
一种求解非线性振子 x + g(x) = 着f(滋,x,x) 同宿解的有效方法.

蛎 在已有文献[25鄄28]研究的基础上,本方法定义广义双曲函数,并引入非线性时间变换,从
而有效的拓展了双曲函数摄动方法的适用范围.

蚰 对于某些中等大小的摄动参数 着, 本文方法得到的所有算例的同宿轨道与 Runge鄄Kutta
方法在分岔参数 滋 = 滋c 时的数值逼近的结果能够较好的吻合.

蚺 本文提出的方法将可以被推广用于研究相关非线性振动系统的异宿解问题.
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Generalized Hyperbolic Perturbation Method for
Homoclinic Solutions of Strongly Nonlinear

Autonomous Systems
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Abstract: A generalized hyperbolic perturbation method was presented for homoclinic solu鄄
tions of strongly nonlinear autonomous oscillators, in which the perturbation procedure was im鄄
proved for those systems whose exact homoclinic generating solutions could not be explicitly
derived. The generalized hyperbolic functions were employed as the basis functions in the pres鄄
ent procedure to extend the validity of the hyperbolic perturbation method. Several strongly
nonlinear oscillators with quadratic, cubic and quartic nonlinearity were studied in details to il鄄
lustrate the efficiency and accuracy of the present method.

Key words: generalized hyperbolic perturbation method; nonlinear autonomous systems; ho鄄
moclinic solution
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