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摘要:摇 研究旋转对确定边界条件下无限圆柱体的影响. 当热荷载沿径向作用时,给出了旋转圆柱

体中热应力、位移和温度的分析过程. 当无限弹性圆柱体部分弯曲界面有常温作用,而其余界面维

持零温度时,讨论其热动应力的分布. 圆柱体表面绝缘材料熔化时出现这种情况. 得到了应力分

量、位移分量和温度的解和数值结果. 提出的半解析法所得到的结果,与早期采用方法所得到的结

果比较,发现两者显示出很好的一致性.
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引摇 摇 言

在过去,转动机械中,如蒸汽轮机和燃气涡轮中,由于经常出现的弯曲振动,造成旋转圆柱

轮子的意外事故. 目前,应用数学家对弹性动力学方法有着浓厚的兴趣,因为通常的准静态方

法,将所考虑问题的某些最重要特征忽略了. 准静态方法是假设运动方程中的惯性项可以忽略

为基础,只发生应力和位移的变化,但是,在工程技术界会出现问题. 当该假设不成立时,运动

方程中可能出现了惯性项,导致相当可观的数学计算局面. 随着在机械和结构(如飞轮、涡轮

等)的旋转部件中,复合和正交各向异性材料的广泛应用,横观各向同性(各向异性材料中的

一类) 材料中热应力问题的研究,受到众多研究者的关注,如 Noda 等[1], Tsai[2], Chan鄄
drasekharaiah 和 Keshavan[3] . Youssef[4]在移动热源作用下,研究了有柱状孔洞的广义热弹性无

限介质问题. Ponnusamy[5] 研究了任意横截面的广义热弹性圆柱固体中波的传播. El鄄Naggar
等[6]研究了非均匀复合无限圆柱体的旋转问题,正交各向异性圆柱体由各向同性芯材和刚性

芯材复合而成. Shama 和 Grover[7] 讨论了旋转热弹性介质中体波的传播. Venkatesan 和 Pon鄄
nusamy[8]就横截面为任意的圆柱体,浸没在流体中时,研究其广义热弹性固体波的传播. Kar鄄
domateas[9]在正交各向异性复合圆柱型管道中,研究瞬时的热应力问题. Green 和 Lindsay[10]讨

论了热弹性力学. Abd鄄Alla 和 Abo鄄Dahab[11] 在磁鄄热鄄粘弹性连续统中,研究了有 /无能量耗散

时的时间谐波. Auriault[12] 研究了旋转弹性介质中体波的传播. Morse 和 Feshbach[13] 应用了理

论物理的方法. Hearmon[14]介绍了各向异性材料的弹性常数. Dhaliwal 和 Choudhary[15] 利用积
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分变换法和分离变量法,求解圆柱区域的热动弹性问题. Singh 和 Puri[16] 就侧面保持刚性固

定、表面温度为时间的函数时,求解了无限圆柱体中热应力的动力学问题. Abd鄄Alla 等[17] 研究

了广义磁热弹性正交各向异性材料中,在初应力和重力场作用下的 Rayleigh 波传播. Kumar
和 Mukhopadhyay[18]研究了热弛豫时间对双温热弹性平面波传播的影响. Abd鄄Alla 和 Mah鄄
moud[19]以双曲热传导为模型,研究了旋转的、非均匀的、正交各向异性中空圆柱体的磁热弹性

问题.
本文使用基于线弹性理论的分离变量法,得到了边界条件下的一般解析解. 在一个无限圆

柱体中,部分可变弯曲界面上径向温度保持为常数、其余界面温度保持为零时,研究其热应力

的分布. 这种情况是由于圆柱体界面上绝缘材料的熔化引起的. 利用 Fourier 变换和复变量理

论求解热传导方程,将热弹性运动方程分成有旋和无旋位移表示的两个波动方程,得到了级数

形式的一阶第一类 Bessel 函数表示的纵波方程特解,给出了位移和应力随时间和圆柱体厚度

变化的数值结果.

1摇 问题的公式化

考虑均匀、各向同性的无限弹性圆柱固体,半径为 a,取圆柱轴为 z轴,在边界条件作用下,
某点的位移矢量 U 在 r 和 z 方向的分量分别为 Ur 和 Uz .

温度的边界条件为

摇 摇 T(a,z,t) =
0, 对于 z > 淄t
T0, 对于 0 臆 z 臆 淄t
0, 对于 z <

ì

î

í
ïï

ïï

ü

þ

ý
ïï

ïï0
,摇 摇 当 r = a, t > 0, (1)

其中, t 为时间,淄 为正常数.
沉淀在无限圆柱体(正)上半部的绝缘材料以常速率熔化至零温度,将出现如式(1)的边

界条件.
假设

摇 摇 T = 鄣T
鄣z = 0,摇 摇 当 z 寅 依肄 . (2)

假设圆柱体的弯曲表面是固定的,即

摇 摇 Ur( r,z,t) = 0,
Uz( r,z,t) = 0,摇 摇 当 r = a{ ,

(3)

其中 Ur 和 Uz 为位移分量.
本文仅考虑圆柱体作对称的旋转,所有场量与极角 渍 无关.
引入无量纲量:

摇 摇 r忆 = r
a , z忆 = z

a , T忆 = T
T0

, U忆 = U
a , t忆 = 自t

a2 .

均匀的各向同性弹性体不计体力时,经典的热弹性动力方程可以用位移矢量形式表

示[15]:
摇 摇 滋Ñ

忆2U忆 + (姿 + 滋) Ñ
忆 (Ñ·U忆) =

摇 摇 摇 摇 籽 赘 夷 (赘 夷 U忆) + 自2 鄣2U忆

鄣t忆( )2 + (3姿 + 2滋)琢aT0 Ñ
忆T忆, (4)

其中, U忆 = (Ur, 0, Uz), 赘 = (0, 赘, 0) .
无量纲的热传导方程为
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摇 摇 Ñ
忆2T忆 - 籽c

k
鄣T忆

鄣t忆
= 1

k
鄣T忆

鄣t忆
, (5)

其中, U 为位移矢量,T 为由平衡温度 T0 产生的温度变化,k 为热传导系数,籽 为密度,c 为比热

容,琢 为热膨胀系数,姿,滋 为 Lam佴 常数.
无量纲形式的边界条件变为

摇 摇 T忆( r忆, z忆, t忆) =
0, 对于 z忆 > t忆

1, 对于 0 臆 z忆 臆 t忆

0, 对于 z忆 <

ì

î

í

ïï

ïï

ü

þ

ý

ïï

ïï0
,摇 摇 当 r忆 = 1, t忆 > 0, (6)

在下面的讨论中,略去上角的撇号.

2摇 热传导方程的解

对方程(5)和方程(6)应用 Fourier 变换:

摇 摇 T
-
( r,酌,t) = 1

2仔 乙
肄

-肄
T( r, z, t)ei酌zdz,

并且利用方程(3),得到

摇 摇 鄣2T
-

鄣r2
+ 1

r
鄣T

-

鄣r - 酌2T
-
= 1

k
鄣T

-

鄣t , (7)

对于 r = 1, t > 0,

摇 摇 T
-
= 1
i酌 2仔

(ei酌t - 1) . (8)

在边界条件(8)下,方程(7)有如下形式的解:

摇 摇 T
-
( r,酌,t) = ei酌t - 1

i酌 2
æ

è
ç

ö

ø
÷

仔
f1( r) + 1

i酌 2
æ

è
ç

ö

ø
÷

仔
f2( r), (9)

其中, f1( r) 和 f2( r) 满足以下的微分方程:

摇 摇 鄣2

鄣r2
+ 1

r
鄣
鄣r - 酌( )2 ( f2( r) - f1( r)) = 0, (10)

摇 摇 鄣2

鄣r2
+ 1

r
鄣
鄣r - (酌2 + i酌k -1( )) f1( r) = 0, (11)

相应的边界条件为

摇 摇 f2( r) - f1( r) = - 1, f1( r) = 1,摇 摇 当 r = 1, (12)
方程(10)和方程(11)有解:

摇 摇
f2( r) - f1( r) = A1 I0(酌r),
f1( r) = A2 I0( r(酌2 + i酌k -1) 1 / 2{ ),

(13)

其中,I0 为零阶修正的 Bessel 函数.
在方程(13)中取 r = 1 并利用方程(12),得到

摇 摇 A1 = - 1
I0(Y)

, A2 = 1
I0(酌2 + i酌k -1) 1 / 2 .

将 f1( r), f2( r) 代入方程(9),得到方程(7)的通解为

摇 摇 T
-
( r,酌,t) = 1

i酌 2仔
I0( r(酌2 + i酌k -1) 1 / 2)

I(酌2 + i酌k -1) 1 / 2 ei酌t -
I0(酌r)
I0(酌

é

ë
êê

ù

û
úú)
. (14)

对方程(14)应用如下逆 Fourier 变换公式:
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摇 摇 T( r,酌,t) = 1
2仔 乙

肄

-肄
T
-
( r, z, t)e - i酌zd酌,

可以得到

摇 摇 T( r,酌,t) = 1
2仔i 乙

肄

-肄

I0( r(酌2 + i酌k -1) 1 / 2)
I0(酌2 + i酌k -1) 1 / 2 ei酌( t -z)d酌 - 乙肄

-肄

I0(酌r)
I0(酌)

e - i酌zdé

ë
êê

ù

û
úú酌 . (15)

可以应用 Jordon 引理和余数定理[13],对方程(15)中的两个积分分别作出评估如下.
2. 1摇 当 z > 0 时

摇 摇 乙肄

-肄

I0(酌r)
酌I0(酌)

e - i酌zd酌 = - 仔i + 移
肄

n = 1

J0( r 邑n)
邑nJ1(邑n)

e -邑n z . (16)

在对方程(15)中的第 1 个积分评估时,根据 ( t - z) 为负或正分成两种情况. 当( t - z) 为负时,
该积分变为

摇 摇 乙肄

-肄

I0( r(酌2 + i酌k -1) 1 / 2)
I0(酌2 + i酌k -1) 1 / 2 ei酌( t -z)d酌 =

摇 摇 摇 摇 - i仔 + 2仔i移
肄

n = 1

2 邑nJ0( r 邑n)
浊 n(2浊 n - k -1)J1(邑n)

e浊n( t -z), (17)

其中, 浊 n = (1 + (1 + 4k2琢2
n) 1 / 2) / (2k),n 逸1. 当( t - z) 为正值时,有

摇 摇 乙肄

-肄

I0( r(酌2 + i酌k -1) 1 / 2)
酌I0(酌2 + i酌k -1) 1 / 2 ei酌( t -z)d酌 =

摇 摇 摇 摇 - i仔 - 2仔i移
肄

n = 1

2 邑nJ0( r 邑n)
滋 n(2滋 n - k -1)J1(邑n)

e 滋n( t -z), (18)

其中, 滋 n = (1 - (1 + 4k2琢2
n) 1 / 2) / (2k),n 逸 1. 邑n 为方程 J0(邑n) = 0 的正有序根,J0(邑n),

J1(邑n) 分别为零阶和一阶的第一类 Bessel 函数.
2. 2摇 当 z < 0 时

如上所述,由方程(15)可得

摇 摇 乙肄

-肄

I0(酌r)
酌I0(酌)

e - i酌zd酌 = 仔i - 2仔i移
肄

n = 1

J0( r 邑n)
邑nJ0(邑n)

e邑n z . (19)

当 z < 0 时,正如当( t - z) > 0 时的式(18).
在方程(15)中利用方程(16)至方程(19),可以得到

摇 摇 T( r,z,t) = 移
肄

n = 1

2 邑nJ0( r 邑n)
浊 n(2浊 n - k -1)J1(邑n)

e浊n( t -z) -

摇 摇 摇 摇 移
肄

n = 1

J0( r 邑n)
邑nJ1(邑n)

e邑n z,摇 摇 当 z > t, (20)

摇 摇 T( r,z,t) = 1 - 移
肄

n = 1

2 邑nJ0( r 邑n)
滋 n(2滋 n - k -1)J1(邑n)

e 滋n( t -z) -

摇 摇 摇 摇 移
肄

n = 1

J0( r 邑n)
邑nJ1(邑n)

e邑n z,摇 摇 当 0 臆 z 臆 t, (21)

摇 摇 T( r,z,t) = 移
肄

n = 1

J0( r 邑n)
邑nJ1(邑n)

e邑n z -

摇 摇 摇 摇 移
肄

n = 1

2 邑nJ0( r 邑n)
滋 n(2滋 n - k -1)J1(邑n)

e 滋n( t -z),摇 摇 当 z < 0. (22)

0001 A·M·阿伯德鄄艾拉摇 摇 摇 G·A·叶海亚



3摇 弹性动力学方程的解

根据 Helmholtz 定理[13],位移矢量 U 可以写成

摇 摇 U = Ñ准 + curl 鬃, (23)
其中,两个函数 准,鬃 在弹性理论中,正是大家熟悉的、由 Lam佴 势表示的、位移矢量 U 的无旋

部分和旋转部分. 将方程(23)代入方程(4),得到

摇 摇 Ñ
2准 - 1

C2
1

鄣2准
鄣t2

= mT, (24)

摇 摇 Ñ
2鬃 - 1

C2
2

鄣2鬃
鄣t2

= 0, (25)

其中摇 摇 m = 3姿 + 2滋
姿 + 2滋 琢aT0, C2

2 = 姿 + 2滋
籽(淄2 + 赘2)

, C2
2 = 滋

籽(淄2 + 赘2)
.

矢量 鬃 可能只有一个非零的分量,即 鬃 可写成

摇 摇 鬃 = (0,鬃 r,0),
其中, 鬃 r = 鄣鬃 / 鄣r,鬃 满足波方程(25),从而有如下一般形式的解:

摇 摇 鬃( r, z, t) = 移
肄

n = 1
DnJ0( r(酌2

n - F 2
n C -2

2 ) 1 / 2)exp( - 酌 n - Fn t), (26)

其中, Dn, 酌 n, Fn 为由边界条件确定的常数.
为了得到方程(24)的特解,从方程(5)和(24)中消去 T, 得到

摇 摇 Ñ
2 - 1

k
鄣2

鄣t( )2 Ñ
2 - 1

C2
1

鄣2

鄣t( )2 准 = 0. (27)

取 准 = 准1 + 准2,其中 准1 和 准2 分别满足以下方程:

摇 摇 Ñ
2 - 1

C2
1

鄣2

鄣t( )2 准1 = 0, (28)

摇 摇 Ñ
2 - 1

k
鄣2

鄣t( )2 准2 = 0. (29)

同时, 准 又是方程(24)的解,因而

摇 摇 Ñ
2 - 1

C2
1

鄣2

鄣t( )2 准2 = mT . (30)

方程(29)减去方程(30),得到确定 准2 的方程如下:

摇 摇
鄣2准2

鄣t2
- b2 鄣准2

鄣t = - mC2
1T, (31)

其中 b2 = C2
1 / k .

微分方程(31)有一个如下形式的解:

摇 摇 准2( r, z, t) = g1( r, z) + g2( r, z)eb2t -
mC2

1

b [2 eb2t乙e -b2tTdt - 乙Td ]t . (32)

为了使方程(32)满足物理条件,当 b2 > 0 时,以下条件必须成立:
摇 摇 g2( r,z) = 0.

由于 准2 也是方程(29)的一个解,将方程(29)减去方程(32),可得

摇 摇 Ñ
2g1( r, z) = 0.

该方程有如下形式的解:
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摇 摇 g1( r,z) = 移
肄

n = 1
AnJ0( r茁 n)exp( - 茁 nz), (33)

其中, An 和 茁 n 为任意常数.
方程(28)的解 准1 可以写成

摇 摇 准1 = 移
肄

n = 1
BnJ0( r(e2n - d2

nC -2
1 ) 1 / 2)exp( - enz - dn t) + t移

肄

n = 1
bnJ0( r啄 n)exp( - 啄 nz), (34)

其中, Bn, en, dn, bn 和 啄 n 为任意常数.
联合方程(32) ~ (34),可以得到方程(24)的通解为

摇 摇 准 = 移
肄

n = 1
BnJ0( r(e2n - d2

nC -2
1 ) 1 / 2)exp( - enz - dn t) + t移

肄

n = 1
bnJ0( r啄 n)exp( - 啄 nz) +

摇 摇 摇 摇 移
肄

n = 1
AnJ0( r茁 n)exp( - 茁 nz) -

mC2
1

b [2 eb2t乙e -b2tTdt - 乙Td ]t . (35)

用 准 和 鬃 表示的位移分量为

摇 摇

Ur =
鄣准
鄣r - 鄣2准

鄣r鄣z,

Uz =
鄣准
鄣z - 鄣2准

鄣z2
+ 1
C2

2

鄣2鬃
鄣t2

,

U兹 = 0

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï .

(36)

利用应力鄄应变关系 滓 ij = 2eij + 姿啄 ijeKK,其中 eij = (Ui, j + U j,i) / 2 - 琢啄 ijT, 立即可以得到

摇 摇

滓 rr

2滋 = 鄣2准
鄣z2

- 鄣3鬃
鄣r2鄣z

- Ñ
2准 + 1

2C2
2

鄣2准
鄣t2

,

子 rz

2滋 = 鄣2准
鄣r鄣z -

鄣3鬃
鄣r鄣z2

- Ñ
2准 + 1

2C2
2

鄣2鬃
鄣r鄣t,

滓 兹兹

2滋 = 1
r

鄣准
鄣r - Ñ

2准 + 1
2C2

2

鄣2准
鄣t2

- 1
r

鄣2鬃
鄣r鄣z,

滓 zz

2滋 = 鄣2准
鄣z2

- Ñ
2准 + 1

2C2
2

鄣2准
鄣t2

- 鄣3鬃
鄣z3

+ 1
C2

2

鄣3鬃
鄣z鄣t2

,

T兹z = Tr兹 = 0

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï .

(37)

为了确定方程(26)和(35)中的任意常数,必须详细研究边界条件.

4摇 边 界 条 件

情况 A: 当 z > t 时
由方程(20)和(35),可得

摇 摇 准( r, z, t) = 移
肄

n = 1
BnJ0( r(e2n - d2

nC -2
1 ) 1 / 2)exp( - enz - dn t) +

摇 摇 摇 摇 t移
肄

n = 1
bnJ0( r啄 n)exp( - 啄 nz) + 移

肄

n = 1
AnJ0( r茁 n)exp( - 茁 nz) -

摇 摇 摇 摇 mC2
1移

肄

n = 1

2 邑nJ0( r 邑n)exp(浊 n( t - z))
浊2

n(2浊 n - k -1)(浊 n - b)J1(邑n)
-

摇 摇 摇 摇 mC2
1
1 + b2 t

b4 移
肄

n = 1

J0( r 邑n)
J1(邑n)

exp( -邑n z) . (38)
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将方程(38)的 准 和方程(26) 的 鬃 代入边界条件(2),得到

摇 摇

移
肄

n = 1
Bn(e2n - d2

nC -2
1 ) 1 / 2J1((e2n - d2

nC -2
1 ) 1 / 2)exp( - enz - dn t) +

摇 摇 t移
肄

n = 1
bn啄 nJ1(啄 n)exp( - 啄 nz) + 移

肄

n = 1
An 茁 n J1(茁 n)exp( - 茁 nz) -

摇 摇 mC2
1移

肄

n = 1

2琢2
n exp(浊 n( t - z))

浊2
n(2浊 n - k -1)(浊 n - b2)

- mC2
1
1 + b2 t

b4 移
肄

n = 1
exp( -邑n z) +

摇 摇 移
肄

n = 1
Dn(酌2

n - F 2
n C -2

2 ) 1 / 2酌 nJ1((酌2
n - F 2

n C -2
2 ) 1 / 2)exp( - 酌 nz - Fn t) = 0,

移
肄

n = 1
BnenJ0((e2n - d2

nC -2
1 ) 1 / 2)exp( - enz - dn t) +

摇 摇 t移
肄

n = 1
bn啄 nJ0(啄 n)exp( - 啄 nz) + 移

肄

n = 1
An 茁 nJ0(茁 n)exp( - 茁 nz) -

摇 摇 mC2
1移

肄

n = 1
邑n

2 邑nJ0(邑n)exp(浊 n( t - z))
浊 n(2浊 n - k -1)(浊 n - b2)J1(邑n)

-

摇 摇 mC2
1
1 + b2 t

b4 移
肄

n = 1

J0( r 邑n)
J1(邑n)

exp( - 琢 n z) +

摇 摇 1 - 1
C( )2

2
移
肄

n = 1
(酌2

n - F 2
n )DnJ0((酌2

n - F 2
n C -2

2 ) 1 / 2)exp( - 酌 nz - Fn t) = 0

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï .

(39)

取 en = 酌 n = 浊 n, dn = Fn = - 浊 n,啄 n = 茁 n = 琢 n,并且令 exp( - 琢 nz), t exp( - 琢 nz) 和 exp(浊 n( t -
z)) 的系数等于 0,由上述方程可以得到位移和应力的分量如下:

摇 摇

Ur = - 2mC2
1移

肄

n = 1
B1

n浊 n(1 - C -2
1 ) 1 / 2J1( r浊 n(1 - C -2

1 ) 1 / 2)exp(浊 n( t - z)) +

摇 摇 2mC2
1移

肄

n = 1

邑nJ1( r 邑n)
浊2

n(2浊 n - k -1)(浊 n - b2)J1(邑n)
exp(浊 n( t - z)),

Uz = - 2mC2
1移

肄

n = 1
B1

n浊 nJ0( r浊 n(1 - C -2
1 ) 1 / 2)exp(浊 n( t - z)) +

摇 摇 2mC2
1移

肄

n = 1

邑nJ0( r 邑n)exp(浊 n( t - z))
浊 n(2浊 n - k -1)(浊 n - b)J1(邑n)

+

摇 摇 2mC2
1(C -2

2 - 1)移
肄

n = 1
D1

n浊2
nJ0( r浊 n(1 - C -2

2 ) 1 / 2)exp(滋 n( t - z

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
ïï )),

(40)

摇 摇
滓 rr

2滋 = 2mC [2
1 移

肄

n = 1
B1 [n

1
r浊 n

(1 - C -2
1 ) 1 / 2J1( r浊 n(1 - C -2

1 ) 1 / 2) +

摇 摇 摇 摇 1
2C2

2
-( )1 浊2

nJ0( r浊 n(1 - C -2
1 ) 1 / 2 ]) +

摇 摇 摇 摇 移
肄

n = 1

琢 n

(2浊 n - k -1)(浊 n - b2)J1(邑n
[)

1 - 1
C( )2

2

J0( r 邑n) -
琢 n

r浊2
n
J0( r 邑n ]) -

摇 摇 摇 摇 1
2 移

肄

n = 1
Dn浊3

n(1 - C -2
2 )[J0( r浊 n(1 - C -2

2 ) 1 / 2) -

摇 摇 摇 摇 J2( r浊 n(1 - C -2
2 ) 1 / 2 ])] exp(浊 n( t - z)), (41)
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摇 摇

子 rz

2滋 = 2mC [2
1 移

肄

n = 1
B1

n浊 n(1 - C -2
1 ) 1 / 2J1( r浊 n(1 - C -2

1 ) 1 / 2) -

摇 摇 移
肄

n = 1

邑nJ1( r 邑n)(1 - 1 / (2C2
2))

滋 n(2浊 n - k -1)(浊 n - b2)J1(邑n)
移
肄

n = 1
浊3

n(1 -

摇 摇 C -2
2 ) 1 / 2J1( r浊 n(1 - C -2

2 ) 1 / 2 ]) exp(浊 n( t - z)),

滓 兹兹

2滋 = 2mC [2
1 移

肄

n = 1
B1 [n

1
2 浊3

n(1 - C -2
1 )[J0( r浊 n(1 - C -2

1 ) 1 / 2) -

摇 摇 J2( r浊 n(1 - C -2
1 ) 1 / 2)] + 1

2C2
2
-( )1 浊2

nJ0( r浊 n(1 - C -2
1 ) 1 / 2 ]) -

摇 摇 移
肄

n = 1

琢 n

(2浊 n - k -1)(浊 n - b)J1(邑n
[)

琢2
n

2浊2
n
+ 1
2C2

2
-æ

è
ç

ö

ø
÷1 J0( r 邑n) -

摇 摇
琢2

n

2浊2
n
J2( r 邑n ]) -

摇 摇 1
r 移

肄

n = 1
D1

n(1 - C -2
2 ) 1 / 2浊2

nJ1( r浊 n(1 - C -2
2 ) 1 / 2 ]) exp(浊 n( t - z)),

滓 zz

2滋 = 2mC [2
1 移

肄

n = 1
B1 [n

1
2 浊2

n(1 - C -2
1 )[J0( r浊 n(1 - C -2

1 ) 1 / 2) -

摇 摇 J2( r浊 n(1 - C -2
1 ) 1 / 2)] - 1

r浊 n
(1 - C -2

1 ) 1 / 2J1( r浊 n(1 - C -2
1 ) 1 / 2) +

摇 摇 1
2C2

浊2
nJ0( r浊 n(1 - C -2

1 ) 1 / 2 ]) +

摇 摇 移
肄

n = 1

琢2
n

(2浊 n - k -1)(浊 n - b2)J1(邑n
[)

琢2
n

r浊2
n
- 1
2C

æ

è
ç

ö

ø
÷

2
2

J0( r 邑n) -

摇 摇
琢2

n

2浊2
n
J2( r 邑n) -

邑n

r浊2
n
J1( r 邑n ] ]) exp(浊 n( t - z))

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï .

(42)

情况 B: 当 0 臆 z 臆 t 时
使用和情况 A 相同的方法,可得

摇 摇

鬃 = 2mC [2
1 移

肄

n = 1
D2

nJ0( r滋 n(1 - C -2
1 ) 1 / 2 ]) exp(滋 n( t - z)),

渍 = mC2
1
1 + b2 t

b4 + 2mC [2
1 移

肄

n = 1
B2

nJ0( r滋 n(1 - C -2
1 ) 1 / 2) +

摇 摇 移
肄

n = 1

邑nJ0( r 邑n)
滋2

n(2滋 n - k -1)(滋 n - b2)J1(邑n
])
exp(滋 n( t - z

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï )),

(43)

其中

摇 摇 Bn = 2mC2
1B2

n, Dn = 2mC2
1D2

n,

摇 摇 Bn = 2mC2
1 [驻 邑nJ0(邑n)

1
C2

2
-( )1 (J0(滋 n(1 - C -2

2 ) 1 / 2)) +

摇 摇 摇 摇 J0(邑n)滋 n(1 - C -2
2 ) 1 / 2(J1(滋 n(1 - C -2

2 ) 1 / 2 ])) ,
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摇 摇 Dn = 2mC2
1 [驻

邑nJ1(邑n)J0(滋 n(1 - C -2
2 ) 1 / 2)

滋 n
-

摇 摇 摇 摇 J0(邑n)(1 - C -2
1 ) 1 / 2J1(滋 n(1 - C -2

1 ) 1 / 2 ]) ,

摇 摇 驻 =邑 [n (2滋 n - k -1)(滋 n - b2)J1(邑n)滋3
n 伊

[摇 摇 摇 摇 1
C2

2
-( )1 (1 - C -2

1 ) 1 / 2 摇 摇 J1(滋 n(1 - C -2
2 ) 1 / 2)J0(滋 n(1 - C -2

2 ) 1 / 2) +

摇 摇 摇 摇 (1 - C -2
2 ) 1 / 2J0(滋 n(1 - C -2

1 ) 1 / 2)摇 摇 J1(滋 n(1 - C -2
2 ) 1 / 2 ]) ]

T
.

由上述方程,得到位移和应力的分量如下:

摇 摇

Ur = - 2mC [2
1 移

肄

n = 1
B2

n 滋 n(1 - C -2
1 ) 1 / 2J1( r滋 n(1 - C -2

1 ) 1 / 2) +

摇 摇
琢2

nJ1( r 邑n)
滋2

n(2滋 n - k -1)(滋 n - b2)J1(邑n)
+

摇 摇 移
肄

n = 1
D2

n 滋2
n(1 - C -2

2 ) 1 / 2J1( r滋 n(1 - C -2
1 ) 1 / 2 ]) exp(滋 n( t - z)),

Uz = - 2mC [2
1 移

肄

n = 1
B2

n 滋 n(1 - C -2
1 ) 1 / 2J0( r滋 n(1 - C -2

1 ) 1 / 2) +

摇 摇
邑nJ0( r 邑n)

滋 n(2滋 n - k -1)(滋 n - b2)J1(邑n)
+

摇 摇 (1 - C -2
2 )移

肄

n = 1
D2

n 滋2
nJ0( r滋 n(1 - C -2

1 ) 1 / 2 ]) exp(滋 n( t - z

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï )),

(44a)

摇 摇
滓 rr

2滋 = 2mC [2
1 B2 [n

滋
r (1 - C -2

2 ) 1 / 2J1( r滋 n(1 - C -2
2 ) 1 / 2) +

摇 摇 摇 摇 滋2
n

1
C2

2
-( )1 J0( r滋 n(1 - C -2

2 ) 1 / 2 ]) +

摇 摇 摇 摇
琢 n

(2浊 n - k -1)(浊 n - b2)J1(邑n
[)
琢 n

r滋2
n
J1( r 邑n) + 1

2C2
2
-( )1 J0(邑n ]) -

摇 摇 摇 摇 1
2 移

肄

n = 1
滋2

n浊3
n(1 - C -2

2 )[J0( r滋 n(1 - C -2
2 ) 1 / 2) -

摇 摇 摇 摇 J2( r滋 n(1 - C -2
2 ) 1 / 2 ])] exp(滋 n( t - z)), (44b)

摇 摇
子 rz

2滋 = 2mC [2
1 移

肄

n = 1
B2

n 滋 n(1 - C -2
1 ) 1 / 2J1( r滋 n(1 - C -2

1 ) 1 / 2) +

摇 摇 摇 摇 移
肄

n = 1

琢2
nJ1( r 邑n)

滋 n(2滋 n - k -1)(滋 n - b2)J1(邑n)
+

摇 摇 摇 摇 (1 - C -2
2 )移

肄

n = 1
D2

n浊3
n(1 - C -2

2 ) 1 / 2J1( r滋 n(1 - C -2
2 ) 1 / 2 ]) exp(滋 n( t - z)), (44c)

摇 摇
滓 兹兹

2滋 = 2mC [2
1 移

肄

n = 1
B2 [n

1
2 滋2

n(1 - C -2
1 )[J0( r滋 n(1 - C -2

1 ) 1 / 2) -

摇 摇 摇 摇 J2( r滋 n(1 - C -2
1 ) 1 / 2)] + 滋2

n
1

2C2
2
-( )1 J0( r滋 n(1 - C -2

1 ) 1 / 2 ]) +
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摇 摇 摇 摇
琢 n

(2滋 n - k -1)(滋 n - b)J1(邑n
[)

琢2
n

2滋2
n
+ 1
2C2

2
-æ

è
ç

ö

ø
÷1 J0( r 邑n) +

琢2
n

2浊2
n
J2( r 邑n ]) -

摇 摇 摇 摇 1
r 移

肄

n = 1
D2

n 滋2
n(1 - C -2

2 ) 1 / 2J1( r滋 n(1 - C -2
2 ) 1 / 2 ]) exp(浊 n( t - z)), (44d)

摇 摇
滓 zz

2滋 = 2mC [2
1 移

肄

n = 1
B2 [n

1
r 滋 n(1 - C -2

1 ) 1 / 2J1( r滋 n(1 - C -2
1 ) 1 / 2) +

摇 摇 摇 摇 1
2 滋 n(1 - C -2

1 )[J0( r滋 n(1 - C -2
1 ) 1 / 2) - J2( r滋 n(1 - C -2

1 ) 1 / 2)] +

摇 摇 摇 摇 1
2C2

2
滋2

nJ0( r滋 n(1 - C -2
1 ) 1 / 2 ]) +

摇 摇 摇 摇 移
肄

n = 1

邑n

(2滋 n - k -1)(滋 n - b2)J1(邑n
[)
邑nJ1( r 邑n)

r滋2
n

+

摇 摇 摇 摇 1
2C2

2
-

琢2
n

2滋2
æ

è
ç

ö

ø
÷

n

J0( r 邑n) +
琢2

n

2滋2
n
J2( r 邑n ]) +

摇 摇 摇 摇 (1 - C -2
2 )移

肄

n = 1
D2

n 滋3
nJ0( r滋 n(1 - C -2

2 ) 1 / 2 ]) exp(滋 n( t - z)) . (44e)

情况 C: 当 z < 0 时

使用与情况 A 和 B 相同的方法,可得

摇 摇

鬃 = 2mC [2
1 移

肄

n = 1
D3

nJ0( r滋 n(1 - C -2
2 ) 1 / 2 ]) exp(滋 n( t - z)),

渍 = 2mC [2
1 移

肄

n = 1
B3

nJ0( r滋 n(1 - C -2
1 ) 1 / 2) +

摇 摇 移
肄

n = 1

邑nJ0( r 邑n)
滋2

n(2滋 n - k -1)(滋 n - b2)J1(邑n
])
exp(滋 n( t - z

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï )),

(45)

其中

摇 摇 Bn = 2mC2
1B3

n, Dn = 2mC2
1D3

n,

摇 摇 Bn = C2
1 [驻 邑nJ0(邑n)

1
C2

2
-( )1 (J0(滋 n(1 - C -2

2 ))) +

摇 摇 摇 摇 J0(邑n)滋 n(1 - C -2
2 ) 1 / 2(J1(滋 n(1 - C -2

2 ) 1 / 2 ])) ,

摇 摇 Dn = 2mC2
1 [驻

邑nJ1(邑n)J0(滋 n(1 - C -2
2 ) 1 / 2)

滋 n
-

摇 摇 摇 摇 J0(邑n)(1 - C -2
1 ) 1 / 2J1(滋 n(1 - C -2

1 ) 1 / 2 ]) ,

摇 摇 驻 =-邑 [n (2滋 n - k -1)(滋 n - b2)J1(邑n)滋3
n 伊

[摇 摇 摇 摇 1
C2

2
-( )1 (1 - C -2

1 ) 1 / 2 摇 摇 J1(滋 n(1 - C -2
1 ) 1 / 2)J0(滋 n(1 - C -2

1 ) 1 / 2) +

摇 摇 摇 摇 (1 - C -2
2 ) 1 / 2J0(滋 n(1 - C -2

1 ) 1 / 2)摇 摇 J1(滋 n(1 - C -2
2 ) 1 / 2 ]) ]

T
.

因此,得到位移和应力的分量如下:

摇 摇 Ur = - 2mC [2
1 移

肄

n = 1
B3

n 滋 n(1 - C -2
1 ) 1 / 2J1( r滋 n(1 - C -2

1 ) 1 / 2) +
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摇 摇 摇 摇
琢2

nJ1( r 邑n)
滋2

n(2滋 n - k -1)(滋 n - b2)J1(邑n)
+

摇 摇 摇 摇 移
肄

n = 1
D3

n 滋2
n(1 - C -2

2 ) 1 / 2J1( r滋 n(1 - C -2
2 ) 1 / 2 ]) exp(滋 n( t - z)), (46a)

摇 摇 Uz = - 2mC [2
1 移

肄

n = 1
B3 [n

1
r 滋 n(1 - C -2

1 ) 1 / 2J1(滋 n(1 - C -2
1 ) 1 / 2) +

摇 摇 摇 摇 1
2C2

2
-( )1 滋2

nJ0(滋 n(1 - C -2
1 ) 1 / 2 ]) +

摇 摇 摇 摇 移
肄

n = 1

邑n

(2滋 n - k -1)(滋 n - b2)J1(邑n
[)
琢 nJ1( r 邑n)

滋2
n

+ 1
2C2

2
- 琢( )n J0( r 邑n ]) -

摇 摇 摇 摇 1
2 移

肄

n = 1
D3

n 滋3
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摇 摇 摇 摇 J2( r滋 n(1 - C -2
2 ) 1 / 2 ] ]) exp(滋 n( t - z)), (46b)
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n

1
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2 -( )1 J0( r滋 n(1 - C -2
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摇 摇 摇 摇 移
肄
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ø
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摇 摇 摇 摇 J2( r滋 n(1 - C -2
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1
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2
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n
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è
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ö

ø
÷1 J0( r 邑n) +

摇 摇 摇 摇
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n
J2( r 邑n ]) -

摇 摇 摇 摇 1
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肄
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肄

n = 1
B3 [n

1
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è
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ø
÷
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5摇 数值结果和讨论

利用 Fortran 语言程序,分 3 种情况: z > t,0 臆 z 臆 t 和 z < 0,就不同时间( t = 0. 25,0. 50
和0. 75) 时,算出沿 r方向的无量纲的温度、位移和应力响应的计算结果. 数值评估选用的材料

为铜,计算过程所必须的材料常数:姿 = 7. 76 伊 1010, 滋 = 3. 86 伊 1010, 琢 t = 1. 78 伊 10 -5, Cv =
383. 1, 籽 = 8 954.

图 1 显示出温度 T随着 t的增加而增加.当 z > t时,温度T随着 r的增加而变化(见图1(a));
当 0 臆 z 臆 t 时,温度 T 随着 r 的增加而增加(见图 1(b));当 z < 0 时,温度 T 随着 r 的增加而

减小(见图 1(c)). 由图 1 可以发现,在一个给定的瞬时,空间区域以边界为界,仅界内温度是

非零值;界外的温度值消失,意味着区域外还未受到温度的干扰. 在不同的瞬时,非零的区域随

着时间的增长相应地向前移动. 这就表明,热作为波在介质中以有限的速度传播. 与经典的热

弹性理论完全不同,经典的热弹性理论认为将以固有的无限速度传播. 因此认为,对介质中的

任意一点,所有考虑的函数都有非零值(尽管可能非常小).

(a) z > t (b) 0 臆 z 臆 t (c) z < 0
图 1摇 温度 T 随 r 的变化

Fig. 1摇 Variation of the temperature T with the radial part

图 2 绘出了径向位移分量 Ur 的变化. 图 2(a)表明,当 z > t 时,Ur 先是随着 r 的增加而减

小,直到 r = 0. 45 时,又开始随着 r 的增加而增加,而图 2(b)和图 2(c)分别就 0 臆 z臆 t和 z <
0 显示,Ur 随着 t 和 r 的增加而增加.

图 3 分别就 z > t,0 臆 z 臆 t 和 z < 0 时,给出了轴向位移分量随着 r 的增加而减少. 可以

看到,介质沿径向 r 的变化:由于热冲击,在界面附近经受膨胀变形,而其它地方经受压缩变

形. 这是一个动力学变形过程,随着时间的增长,膨胀区域逐渐往里面移动并变得更大. 从而,
径向位移和轴向位移就越变越大. 在一个给定的瞬时,径向和轴向位移的非零区域是有限的,
因为,热波的影响是有限的. 表明随着时间的增长,在圆柱体半径内以有限的速度进行热传递.
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所考虑的瞬时越长,相应的热干扰区域、径向和轴向位移就越大. 由于热以有限速度传播,从图

2 也可以看出,在一个给定的瞬时,仅界内区域中的径向和轴向位移是非零的,即热干扰区域

是有限的.

(a) z > t, 赘 = 0. 5 (b) 0 臆 z 臆 t, 赘 = 0. 5 (c) z < 0, 赘 = 0. 5
图 2摇 径向位移分量 Ur 随 r 的变化

Fig. 2摇 Variation of the radial component of the displacement Ur

(a) z > t, 赘 = 0. 5 (b) 0 臆 z 臆 t, 赘 = 0. 5 (c) z < 0, 赘 = 0. 5
图 3摇 轴向位移分量 Uz 随 r 的变化

Fig. 3摇 Variation of the axial component of the displacement Uz

(a) z > t, 赘 = 0. 5 (b) 0 臆 z 臆 t, 赘 = 0. 5 (c) z < 0, 赘 = 0. 5
图 4摇 径向应力分量 滓 rr 随 r 的变化

Fig. 4摇 Variation of the radial component of the stress 滓 rr

图 4 分别就 z > t,0 臆 z 臆 t 和 z < 0 时,给出了径向应力的变化,显然径向应力随着 r 的
增加而减小;而随着 t 的增加而增加. 当径向应力转为负值时,情况正好相反.

图 5 分别就 z > t,0臆 z臆 t和 z < 0时,绘出了切向应力的变化,显然切向应力随着 r的增加

而减小,而当 z > t 图中的切向应力转变为负值时,切向应力的绝对值随着 r 的增加而增大.
图 6 给出了轴向剪应力的变化. 可以看出,当 z > t时,轴向剪应力随着 t的增加而减小,而

轴向剪应力随着 r 的增加而减小,然后当 r = 0. 45 时,又开始随着 r 增加而增加;而当 0 臆 z 臆
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t 和 z < 0 时,轴向剪应力随着 t 的增加而减小;轴向剪应力先是随着 r 的增加而减小,然后当 r
= 0. 85 时,又开始随着 r 和 t 的增加而增加.

图 7 给出了轴向应力的变化. 可以看出, 当 z > t时, 轴向应力随着 r的增加而增加, 而当

0 臆 z 臆 t 和 z < 0 时,轴向应力随着 r 的增加而减小.
由图 4 至图 7 非常清楚地看到加热效应:由于热冲击而出现变形,结果介质中产生了热应

力. 还可以看到,热应力随热波向圆柱体径向传播而变化,因而,在一个初始热场中产生了一个

热应力场.

(a) z > t, 赘 = 0. 5 (b) 0 臆 z 臆 t, 赘 = 0. 5 (c) z < 0, 赘 = 0. 5
图 5摇 切向应力分量 滓 兹兹 随 r 的变化

Fig. 5摇 Variation of the tangential component of the stress 滓 兹兹

(a) z > t, 赘 = 0. 5 (b) 0 臆 z 臆 t, 赘 = 0. 5 (c) z < 0, 赘 = 0. 5
图 6摇 轴向剪应力分量 子 rz 随 r 的变化

Fig. 6摇 Variation of the axial shear component of the stress 子 rz

(a) z > t, 赘 = 0. 5 (b) 0 臆 z 臆 t, 赘 = 0. 5 (c) z < 0, 赘 = 0. 5
图 7摇 轴向应力分量 滓 zz 随 r 的变化

Fig. 7摇 Variation of the axial component of the stress 滓 zz

应力 滓 rr,滓 兹兹,滓 zz 和 子 rz 的变化是由于惯性的影响. 可以发现,位移分量 Ur, Uz 和温度 T 满

足边界条件. 显然,热力学对应力有着重大影响. 这些结果对于所考虑的例子可能是特殊的,对
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其他例子也许会出现不同的变化趋势,因为结果还依赖于材料的热物理常数.

6摇 结摇 摇 论

由于热弹性理论控制方程本身的复杂性,这方面的研究还十分有限. 本文的方法可以成功

地用于处理这类问题. 在所考虑问题的控制方程中,对实际出现的物理量没有给出任何限制性

假设,而能给出问题的精确解. 所有这些计算可以得出如下重要现象:
1) 对于大时间值,得到的结果是闭合的;而当我们考虑小时间值时,这时候差别很大,理

论预测波传播的速度是无限的;对于任意时间值,所得到的解不为零,离开界面,在该点上逐渐

减小到非常小的数值. 然而,在随后理论中得到的解,显示出波传播速度是有限的特点.
2) 比较图 2(a)和图 2(b)及图 3 发现,在两种介质中 U 有着相同的特点. 但是热弹性介

质中的 U 值,比弹性介质中的 U 值要大得多. 比较图 2(c)和图 6(b)、(c)及图 7 可以看到,应
力也有同样的特点.

3) 本文的研究结果,对于材料科学的研究者、新材料的设计者、低温物理学者,以及热弹

性理论发展的研究是有用的.
4) 上述分析和结果可以归结为:本文的解是准确和可靠的,方法也是简单和有效的. 因

此,可供求解其他非耦合热弹性瞬态问题时参考.
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Thermal Stresses in an Infinite Circular
Cylinder Subjected to Rotation
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Abstract: The present investigation was concerned with a study effect of rotation on an infinite
circular cylinder subjected to certain boundary conditions. An analytical procedure for evalua鄄
tion of thermal stresses, displacements and temperature in rotating cylinder subjected to ther鄄
mal load along the radius was presented. The dynamic thermal stresses in an infinite elastic cyl鄄
inder of radius a due to a constant temperature applied to a variable portion of the curved sur鄄
face while the rest of surface was maintained at zero temperature was discussed. Such situation
could arise due to melting of insulating material deposited on the surface cylinder. A solution
and numerical results were obtained for the stress components, displacement components, and
temperature. It was shown that the results obtained from the present semi鄄analytical method
were in a good agreement with those obtained using the previously developed methods.

Key words: wave propagation; thermoelasticity; isotropic material; rotating cylinder; Lam佴爷s
potential; thermal stress
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