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关于约束极小化问题的一个
新的简单精确罚函数
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摘要:摇 针对等式及不等式约束极小化问题,通过对原问题添加一个变量,给出一个新的简单精确

罚函数,即在该精确罚函数表达式中,不含有目标函数及约束函数的梯度. 在满足某些约束品性的

条件下,可以证明:当罚参数充分大时,所给出的罚问题的局部极小点是原问题的局部极小点.
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引摇 摇 言

我们知道,在求解约束极小化问题的诸多方法中,罚函数方法是一种重要的且有效的工

具. 但是,对于传统的罚函数方法存在一些不足. 在传统的罚函数中,若所给的罚函数是光滑精

确的,则它一定不是简单的(见文献[1鄄4]);若罚函数是简单光滑的,则一定是非精确的(见文

献[5鄄11]);若所给的罚函数是简单光滑的,则一定是非精确的(见文献[12鄄13]). 这里“简单冶
是指罚函数中只包含原问题的目标函数和约束函数,而不包含其梯度的信息.

最近,在文献[14]中,针对如下带箱子的等式约束极小化问题给出一个新的精确罚函数:
摇 摇 (P) L鄄 min

x沂S
f(x), {S = x 沂 [u,v] 颐 F j(x) = 0, j 沂 }E ,

其中, [u,v] 为 Rn 上的具有非空内部的箱子集,即[u,v] {= x沂 Rn 颐 u臆 x臆 }v ,且 {( - }肄
胰 R) n 臆 u < v 臆 {( + }肄 胰 R) n . f 颐 D 寅 R 及 F j 颐 D 寅 R, j 沂 E 在含[u,v] 的开集 D 上

都是连续可微的,E 表示等式约束指标集,“L鄄min冶 表示局部极小化过程,“L(P)冶 表示点 x 是

问题(P)的局部极小点. 固定 w j 沂 R, j 沂 E, 我们考虑以下等价问题:
摇 摇 L鄄 min

(x,着)沂S着0
f(x), S着0

{= (x,着) 沂 [u,v] 伊 [0,着-] 颐 F j(x) = 着w j, j 沂 E,着 = }0 ,

其中 着- > 0 为固定常数.
令
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摇 摇 f滓(x,着) =

f(x),摇 摇 摇 若 着 = 0, x 沂 S,

f(x) + 1
2着

驻(x,着)
1 - q驻(x,着) + 滓茁(着),

若 0 < 着 臆 着-, 驻(x,着) < q -1,
+ 肄, 其他(着 = 0, x S 或 着 > 0, 驻(x,着) 逸 q -1

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï ),

其中

摇 摇 驻(x,着) = 椰F(x) - 着w椰2 = 移
j沂E

(F j(x) - 着w j) 2

为约束违反度函数. q > 0 为固定数, 滓 > 0 为罚参数, 茁 颐 [0,着-] 寅 [0, + 肄) 是在(0,着-] 上

连续可微函数, 且满足: 对任意的 着 沂 (0,着-], 都有 茁(0) = 0, 茁 忆(着) 逸 茁1 > 0,例如 茁(着) =

着 . 相应的罚问题(P滓) 为

摇 摇 L鄄 min
(x,着)沂[u,v] 伊[0,着-]

f滓(x,着) . (1)

除了以上的假设外,并假设:
摇 D忆 {= x 沂 [u,v] 颐 椰F(x)椰 臆 q -1 / 2 + 着-椰w }椰

为有界集以及在任意 x 沂 D忆 处,M鄄F 约束品性成立. 文献[14]给出了如下结论:当 滓 > 0 充分

大及 着 > 0时,罚问题(P滓) 不存在 K鄄K鄄T 点. 特别地,对于充分大的 滓 > 0,具有有限目标函数

值的罚问题(P滓) 的每个局部极小点(x滓,着滓) 具有(x滓,0) 形式,且 x滓 为原问题(P)的一个局

部极小点.
显然, f滓(x,着) 是问题(P)的一个简单精确罚函数,并且除了 (x,0) 处不可微外,其他点

处均可微. 此外,由于 滓 > 0 充分大时,罚问题(1) 不存在 着 > 0 的 K鄄K鄄T 点,故此罚函数无法

利用可微的算法实现计算. 本文将给出一个简单精确罚函数,此函数可以在 着 沂 (0,着-] 中进

行计算.
另一方面,在文献[14]的研究基础上,文献[15]中提出了关于等式约束优化问题的另一

个简单精确罚函数.
在文献[14鄄15]的研究基础上,本文旨在将文献[14鄄15]中的研究结果推广到一般约束优

化问题中.
考虑如下一般约束极小化问题:
摇 摇 L鄄 min

x沂S
f(x), {S = x 沂 Rn 颐 F j(x) = 0, j 沂 E, gl(x) 臆 0, l 沂 }I 屹 覫, (2)

其中, f, F j, gl 沂 C1, j 沂 E, l 沂 I,C1 为可微连续函数集. E, I 分别为约束函数指标集和不等

式约束函数指标集,令 {E = 1,…, }m , {I = 1,…, }k .
对于问题(2),我们定义以下指标集,参见文献[1]:
摇 摇 I0(x) {= l 沂 I 颐 gl(x) = }0 ,
摇 摇 I +(x) {= l 沂 I 颐 gl(x) 逸 }0 ,
摇 摇 I -(x) {= l 沂 I 颐 gl(x) < }0 .
称 M鄄F 约束品性在 x 沂 Rn 处成立, 如果ÑF j(x), j 沂 E 线性无关, 而且存在向量 p 沂 Rn

满足:
摇 摇 Ñgl(x) Tp < 0,摇 摇 l 沂 I0(x),
摇 摇 ÑF j(x) Tp = 0,摇 摇 j 沂 E .
称扩展的 M鄄F 约束品性在 x 沂 Rn 处成立, 如果 ÑF j(x), j 沂 E 线性无关, 而且存在向量
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p 沂 Rn 满足:
摇 摇 Ñgl(x) Tp < 0,摇 摇 l 沂 I +(x),
摇 摇 ÑF j(x) Tp = 0,摇 摇 j 沂 E .
本文其他部分安排如下:第 1 节到第 3 节,针对等式约束优化问题、不等式约束优化问题

以及一般约束优化问题,分别给出了一个新的简单精确罚函数. 并且在一定的假设下,证明了

罚问题的所有局部极小点具有 (x,0) 的形式,其中 x 为原问题的一个局部极小点. 第 4 节,针
对本文给出了罚函数,我们做了两个数值算例,数值结果表明,我们所构造的罚函数是合理和

可行的. 最后,第 5 节,我们做了一些结论.

1摇 等式约束极小化问题的一个新的简单精确罚函数

考虑如下等式约束极小化问题:
摇 摇 L鄄 min

x沂S
f(x), {S = x 沂 Rn 颐 F j(x) = 0, j 沂 }E 屹 覫 . (3)

其等价的问题为

摇 摇 L鄄 min
(x,着)沂S着0

f(x), S着0
{= (x,着) 沂 Rn 伊 [0,着-] 颐 F j(x) = 着 酌w j, j 沂 E,着 = }0 ,

其中 着- > 0.
相应的罚函数 f滓(x,着) 及罚问题(P滓) 如下:

摇 摇 f滓(x,着) =
f(x), 若 着 = 0, x 沂 S,
f(x) + 着 -琢驻(x,着) + 滓着 茁, 若 0 < 着 臆 着-,
+ 肄, 其他(着 = 0,x S)

ì

î

í
ïï

ïï .
令 S着 {= (x,着) 沂 Rn 伊 [0,着-] 颐 F j(x) = 着 酌w j, j 沂 }E , 及约束违反度函数为

摇 摇 驻(x,着) = 移
j沂E

(F j(x) - 着 酌w j) 2,

其中, w j 沂 R +, j 沂 E, 酌 > 琢 > 1, 酌 > 茁 > 1 为固定数,滓 > 0 为罚参数.
摇 摇 (P滓) L鄄 min

(x,着)沂Rn伊[0,着-]
f滓(x,着) .

引理 1. 1摇 如果 (x(k),着 k) 沂 L(P滓 k
),并且其函数值 f滓 k

(x(k),着 k) 为有限值,着- 逸 着 k > 0,
则(x(k),着 k) S着k .

证明摇 由函数值 f滓 k
(x(k),着 k) 为有限值,着 k > 0,及 f滓 k

(x(k),着 k) 和约束函数 - 着,着 - 着- 为

连续函数则罚问题(P滓 k
) 的内部非空,即 slater 约束品性在 (x(k),着 k) 处成立. 因此,罚问题

(P滓 k
) 的局部极小点(x(k),着 k) 也是罚问题(P滓 k

) 的 K鄄K鄄T 点. 所以有

摇 摇
鄣f滓 k

(x(k),着 k)
鄣着 = - 琢着 k

-琢-1移
j沂E

(F j(x(k)) - 着 酌
kw j) 2 -

摇 摇 摇 摇 2酌着 酌 -琢-1
k 移

j沂E
(F j(x(k)) - 着 酌

kw j)w j + 茁滓 k着 茁 -1
k 臆0,

假设 (x(k),着 k) 沂 S着k,由上式有 0 逸 茁滓 k着 茁 -1
k > 0 成立,显然是矛盾的. 因此,(x(k),着 k) S着k .

摇 摇 定理 1. 1摇 如果引理 1. 1 的条件成立,并且 滓 k 寅+ 肄, (x(k),着 k) 寅k (x*,着*), M鄄F 约束

品性在 x* 处成立,则 着* = 0, F j(x*) = 0, j 沂 E . 即 x* 沂 S .
证明摇 由引理 1. 1, 我们有 (x(k),着 k) S着k, 并且(x(k), 着 k) 为罚问题(P滓k

) 的一个 K鄄K鄄T
点. 罚问题 (P滓 k

) 的 Lagrange 函数为

摇 摇 L(x(k),着 k,yk,zk) = f滓 k
(x(k),着 k) + yk( - 着 k) + zk(着 k - 着-) .
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我们有

摇 摇 Ñ(x,着)L(x(k),着 k,yk,zk) = 0,
摇 摇 yk 逸0, zk 逸0, 0 臆 着 k 臆 着-,
摇 摇 yk( - 着 k) = 0, zk(着 k - 着-) = 0.
上式蕴含着当 着 k > 0 时,yk = 0, 且

摇 摇
鄣f滓 k

(x(k),着 k)
鄣xi

= 鄣f(x(k))
鄣xi

+ 2着 -琢
k 移

j沂E
(F j(x(k)) - 着 酌

kw j)
鄣F j(x(k))

鄣xi
= 0, (4)

摇 摇
鄣f滓 k

(x(k),着 k)
鄣着 = - 2酌着 酌 -琢-1

k 移
j沂E

(F j(x(k)) - 着 酌
kw j)w j -

摇 摇 摇 摇 琢着 -琢-1
k 移

j沂E
(F j(x(k)) - 着 酌

kw j) 2 + 茁滓 k着 茁 -1
k 臆0 .

上式两边同乘以 着1-茁
k , 可化为

摇 摇 - 2酌着 酌 -琢-茁
k 移

j沂E
(F j(x(k)) - 着 酌

kw j)w j -

摇 摇 摇 摇 琢着 -琢-茁
k 移

j沂E
(F j(x(k)) - 着 酌

kw j) 2 + 茁滓 k 臆0 . (5)

令 k 寅+ 肄,若 x(k) 寅 x*, 着 k 寅 着* > 0,则式(5) 左边第 1 项和第 2 项都是有限值,而第

3 项 寅+ 肄,显然矛盾. 所以 着* = 0.
另一方面,由 鄣f滓k

(x(k),着 k) / 鄣xi = 0, 可以得到:

摇 摇 着琢
k
鄣f(x(k))

鄣xi
+ 2移

j沂E
(F j(x(k)) - 着 酌

kw j)
鄣F j(x(k))

鄣xi
= 0. (6)

在式(6)中,令 k 寅+ 肄,x(k) 寅 x*, 着 k 寅 着* = 0, 有

摇 摇 ÑF(x*) TF(x*) = 0, (7)
其中

摇 摇 ÑF(x*) =

ÑF1(x*) T

ÑF2(x*) T

左
ÑFm(x*)

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷T

.

由 M鄄F 约束品性在 x* 处成立,知道ÑF(x*) 为满秩矩阵,所以有 F(x*) = 0,即 x* 沂 S .
所以定理 1. 1 成立.

定理 1. 2摇 如果 (x(k), 着 k) 沂 L(P滓 k
),且函数值 f滓 k

(x(k),着 k) 为有限值,假设当 滓 k 寅+ 肄
时,(x(k),着 k) 寅 (x*,着*), M鄄F 约束规范在 x* 处成立,且 酌 > 琢 = 茁 > 1,则存在某个数 k0 >
0,当 k 逸 k0 时,我们有 着 k = 0,x(k) 为问题(3)的局部极小点.

证明摇 假设定理 1. 2 不成立, {即存在 (x(k),着 k }) {的某个子列 (x(nk),着 nk
}) 使得(x(nk),

着 nk) 沂 L(P滓nk
),且函数值 f滓nk

(x(nk),着 nk) 为有限值及 着 nk > 0. 根据引理1. 1,我们有(x(nk),着 nk)

S着nk
. 为了书写方便,不失一般性,我们记(x(nk),着 nk) 为(x(k),着 k) . 由 f滓 k

(x(k),着 k) 为有限值,

点(x(k),着 k) 的第 n + 1 个分量 着 k > 0,以及(x(k),着 k) S着k, 我们有

摇 摇
鄣f滓 k

(x(k),着 k)
鄣着 = - 2酌着 酌 -琢-1

k 移
j沂E

(F j(x(k)) - 着 酌
kw j)w j -
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摇 摇 摇 摇 琢着 -琢-1
k 驻(x(k),着 k) + 茁滓 k着 茁 -1

k 臆0.
整理得:

摇 摇 酌着 -琢-1
k 移

j沂E
[(F j(x(k)) - 着 酌

kw j) 2 - F 2
j (x(k)) + 着2酌

k w2
j ] -

摇 摇 摇 摇 琢着 -琢-1
k 驻(x(k),着 k) + 茁滓 k着 茁 -1

k 臆0 .
因此

摇 摇 (酌 - 琢)驻(x(k),着 k) + 酌着2酌
k 椰w椰2 + 茁着 茁 +琢

k 滓 k 臆

摇 摇 摇 摇 酌移
j沂E

F 2
j (x(k)) . (8)

令 琢 = 茁,且式(8) 两端同时除以 着2琢
k , 可得

摇 摇 (酌 - 琢)着 -2琢
k 驻(x(k),着 k) + 酌着2(酌 -琢)

k 椰w椰2 + 茁滓 k 臆

摇 摇 摇 摇 酌着 -2琢
k 移

j沂E
F 2

j (x(k)) . (9)

由定理 1. 1,当 k 寅+ 肄, 成立

摇 摇 着 k 寅 着* = 0, 驻(x(k),着 k) 寅 驻 (x*,着*) = 驻(x*,0) = 0.
由于 酌 > 琢 = 茁 > 1,式(9) 左端的第 1 项及第 2 项都是大于 0 的,而其第 3 项 寅+ 肄,所

以有 着 -2琢
k 移 j沂E

F2
j (x(k)) 寅 + 肄 .

令 y(k) = 着 -琢
k F(x(k)), F(x(k)) = (F j(x(k)), j沂 E), 且 z(k) = y(k) /椰y(k)椰 . 显然,椰y(k)椰

寅 + 肄, 椰z(k)椰 = 1 且 椰z(k)椰 寅 椰z*椰 = 1.
进一步,令

摇 摇 滋 (k)
i = 1

椰y(k)椰
鄣f(x(k))

鄣xi
+

摇 摇 摇 摇 2
椰y(k)椰

着 -琢
k 移

j沂E
(F j(x(k)) - 着 r

kw j)
鄣F j(x(k))

鄣xi
,摇 摇 i = 1,…,n . (10)

由式(4),我们有 滋 (k)
i = 0, i = 1,2,…,n . 因此,当 k 寅+ 肄, 由式(10),我们得到

摇 摇 ÑF(x*) Tz* = 0. (11)
根据定理 1. 2 的假设,M鄄F 约束品性在 x* 处成立,因此,矩阵ÑF(x*) 为满秩阵,由式

(11),有 z* = 0 成立,这显然与 椰z*椰 = 1 矛盾. {这说明不存在这样的子列 (x(nk),着 nk
}) . 故

存在某个数 k0 > 0,当 k 逸 k0 时,着 k = 0. 另一方面,由于函数值 f滓k
(x(k),着 k) = f滓k

(x(k),0) 是有

限值,根据罚函数 f滓k
(x,着) 的定义,我们有 x(k) 沂 S . 又由(x(k),0) 沂 L(P滓k

),则在 Rn 伊 [0. 着-]
上,存在(x(k),0) 的一个邻域 Nk,使得所有的点(x,0) 沂 Nk 及 x 沂 S, 都有

摇 摇 f滓 k
(x(k),0) = f(x(k)) 臆 f滓 k

(x,0) = f(x),
即 x(k) 为问题(3)的一个局部极小点.

2摇 不等式约束优化问题的简单精确罚函数

现在,我们考虑以下不等式约束优化问题:
摇 摇 L鄄 min

x沂S
f(x), {S = x 沂 Rn 颐 g j(x) 臆 0, j 沂 }I 屹 覫 . (12)

与其的等价的优化问题为

摇 摇 L鄄 min
(x,着)沂S着0

f(x), S着0
{= (x,着) 沂 Rn 伊 [0,着-] 颐 g j(x) 臆 着 酌w j, j 沂 I, 着 = }0 .

令 S着 {= (x,着) 沂 Rn 伊 [0,着-] 颐 g j(x) 臆 着 酌w j, j 沂 }I ,
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摇 摇 f 覮
滓(x,着) =

f(x), 若 着 = 0, x 沂 S,

f(x) + 着 -琢移
j沂I

(max(0,g j(x) - 着 酌w j)) 2 + 滓着 茁, 若 着- 逸 着 > 0,

+ 肄, 其他

ì

î

í

ï
ï

ï
ï ,

其中, 酌 > 琢 > 1,酌 > 茁 > 1,w j 沂 R +, j 沂 I 为固定数,滓 > 0 为罚参数.
相应的罚问题 (P滓) 为:
摇 摇 (P覮

滓)摇 L鄄 min
(x,着)沂Rn伊[0,着-]

f滓(x,着) .

引理 2. 1摇 如果 (x(k),着 k) 沂 L(P覮
滓 k
),且 f 覮

滓 k
(x(k),着 k) 为有限值,着- 逸 着 k > 0,则(x(k),着 k)

S着k .
证明摇 与引理 1. 1 的证明类似.
定理 2. 1摇 如果引理 2. 1 的条件成立, (x(k),着 k) 寅k (x*,着*), 且增广 M鄄F 约束品性在

x* 处成立,则 着* = 0, x* 沂 S .
证明摇 由引理 2. 1, 我们有 (x(k),着 k) S着k,且(x(k),着 k) 为罚问题的 K鄄K鄄T 点. 罚问题

(P覮
滓 k
) 的 Lagrange 函数 L(x(k),着 k,yk,zk) 为

摇 摇 L(x(k),着 k,yk,zk) = f 覮
滓k
(x(k),着 k) + yk( - 着 k) + zk(着 k - 着-)

且

摇 摇 Ñ(x,着)L(x(k),着 k,yk,zk) = 0,
摇 摇 yk( - 着 k) = 0, zk(着 k - 着-) = 0,
摇 摇 yk 逸0, zk 逸0 .

由 着 k > 0, 有 yk = 0.
另一方面

摇 摇 Ñx f 覮
滓 k
(x(k),着 k) =

摇 摇 摇 摇 Ñf(x(k)) + 2着 -琢
k 移

j沂I +(x(k), 着k)
(g j(x(k)) - 着 酌

kw j) Ñg j(x(k)) = 0, (13)

其中

摇 摇 I +(x(k), 着 k) {= j 沂 I 颐 g j(x(k)) - 着 酌
kw j 逸 }0 .

摇 摇
鄣f 覮

滓 k
(x(k),着 k)
鄣着 = - 琢着 -琢-1

k 移
j沂I +(x(k), 着k)

(g j(x(k)) - 着 酌
kw j) 2 -

摇 摇 摇 摇 2酌着 酌 -琢-1
k 移

j沂I +(x(k), 着k)
(g j(x(k)) - 着 酌

kw j)w j + 茁滓 k着 k
茁 -1 臆0 . (14)

由式(14),我们有

摇 摇 - 琢着 -琢-茁
k 移

j沂I +(x(k), 着k)
(g j(x(k)) - 着 酌

kw j) 2 -

摇 摇 摇 摇 2酌着 酌 -琢-茁
k 移

j沂I +(x(k),着k)
(g j(x(k)) - 着 酌

kw j)w j + 茁滓 k 臆0 .

所以

摇 摇 琢着 -琢-茁
k 移

j沂I +(x(k), 着k)
(g j(x(k)) - 着 酌

kw j) 2 +

摇 摇 摇 摇 2酌着 酌 -琢-茁
k 移

j沂I +(x(k),着k)
(g j(x(k)) - 着 酌

kw j)w j 逸 茁滓 k . (15)

如果令 滓 k 寅+ 肄,而且假设 着 k 寅 着* > 0 为有限值,则由式(15) 知,其左端为有限值,右端趋
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于无穷,这是不可能的,所以 着* = 0.
另一方面,由式(13),我们有

摇 摇 着琢
k Ñf(x(k)) + 2 移

j沂I +(x(k), 着k)
(g j(x(k)) - 着 酌

kw j) Ñg j(x(k)) = 0.

令 k 寅+ 肄, 得到

摇 摇 移
j沂I +(x*,0)

g j(x*) Ñg j(x*) = 0. (16)

进一步地,由题设增广的 M鄄F 约束品性在 x* 处成立,我们假设 I + (x*,0) \ I0(x*,0) 屹覫,其中

I0(x*,着*) {= j 沂 I 颐 g j(x*) - 着 酌
*w j = }0 ,则至少存在一个指标 j 沂 I + (x*,0) \ I0(x*,0) 及

向量 p 沂 Rn,使得Ñg j0(x
*) Tp < 0. 由式(16),我们有

摇 摇 0 = 移
j沂I +(x*,0)

g j(x*) Ñg j(x*) Tp = 移
j沂I +(x*,0) \ I0(x*,0)

g j(x*) Ñg j(x*) Tp < 0,

显然,这是矛盾的,所以 I + (x*,0) \ I0(x*,0) = 覫,即 I + (x*,0) = I0(x*,0) . 这表明

摇 摇 g j(x*) = 0,摇 摇 坌j 沂 I + (x*,0) .
所以有 g j(x*) 臆 0, 坌j 沂 I,即 x* 沂 S . 所以定理成立.

定理 2. 2摇 如果 (x(k), 着 k) 沂 L(P覮
滓 k
),且函数值 f 覮

滓 k
(x(k),着 k) 为有限值,假设当 滓 k 寅+ 肄

时,(x(k),着 k) 寅k (x*,着*), 扩展的 M鄄F 约束规范在 x* 处成立,则存在 k0 > 0,当 k逸 k0 时,我
们有 着 k = 0 及 x(k) 为问题(12) 的局部极小点,其中 酌 > 琢 = 茁 > 1.

证明摇 假设定理不成立, {则存在 (x(k),着 k }) {的某个子列 (x(nk),着 nk
}) 使得(x(nk),着 nk)

满足定理 2. 2 的条件,但是 着 nk > 0. 不失一般性,记(x(nk),着 nk) 为(x(k),着 k) . 根据引理 2. 1,我

们有(x(k),着 k) S着k . 根据定理 2. 1,我们有 (x(k),着 k) 寅k (x*,着*) 及 着* = 0,x* 沂 S .
重新整理不等式(15)且令 琢 = 茁, 我们有

摇 摇 (酌 - 琢)着 -2琢
k 移

j沂I +(x(k),着k)
(g j(x(k)) - 着 酌

k w j) 2 + 酌着2(酌 -琢)
k 移

j沂I +(x(k),着k)
棕2

j + 茁滓 k 臆

摇 摇 摇 摇 酌着 -2琢
k 移

j沂I +(x(k),着k)
g2
j (x(k)) . (17)

令

摇 摇 y(k)
j =

g j(x(k))
着琢

k
,摇 摇 j 沂 I + (x(k),着 k),

摇 摇 y(k) = (y(k)
j , j 沂 I + (x(k),着 k)), z(k) = y(k)

椰y(k)椰
,

则我们有 椰z(k)椰 = 1.
由式(17),当 k 寅+ 肄,滓 k 寅+ 肄 时,椰y(k)椰 寅k + 肄 .
进一步地,由式(13),我们有

摇 摇 Ñf(x(k))
椰y(k)椰

2
椰y(k)椰 移

j沂I +(x(k),着k)

g j(x(k))
着琢

k
- 着 酌 -琢

k 棕æ

è
ç

ö

ø
÷
j Ñg j(x(k)) = 0.

也就是

摇 摇 Ñf(x(k))
椰y(k)椰

+ 2 移
j沂I +(x(k),着k)

z(k)j -
着 k

酌 -琢

椰y(k)椰
棕æ

è
ç

ö

ø
÷
j Ñg j(x(k)) = 0. (18)

令 k 寅+ 肄, 由式(18)我们得到以下关系
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摇 摇 移
j沂I +(x*,0)

z j Ñg j(x*) = 0, (19)

其中 z*j 逸0 且移 j沂I +(x*,0)
z*j = 1.

根据题设,增广的 M鄄F 约束品性在 x* 处成立,即存在向量 p 沂 Rn 使得

摇 摇 Ñg j(x*) Tp < 0,摇 摇 j 沂 I + (x*, 0) .
在式(19)两端同乘以上述的向量 p, 得到

摇 摇 0 = 移
j沂I +(x*,0)

z*j Ñg j(x*) Tp < 0.

这是矛盾的,这表明假设的子列是不存在的. 所以,存在 k0 > 0,当 k逸 k0 时,着 k = 0. 此时,
{

序列

(x(k),着 k }) 有以下两种可能情形:
蚵 着 k = 0,摇 摇 x(k) 沂 S,
蛎 着 k = 0,摇 摇 x(k) S,

情形蛎不可能发生,由罚函数 f 覮
滓(x,着) 的定义,当着 k = 0, x(k) S时, f 覮

滓k
(x(k),0) 的函数值为无

穷大,显然,这与题设矛盾. 所以情形蛎不会发生.
对情形蚵,由 (x(k),0) 沂 L(P覮

滓k
), 则存在点(x(k),0) 的一个邻域Nk, 对任意(x,0) 沂Nk,

x 沂 S 成立

摇 摇 f(x(k)) = f 覮
滓k
(x(k),0) 臆 f 覮

滓 k
(x,0) = f(x),

即 x(k) 沂 L(P) . 所以定理成立.

3摇 一般约束优化问题的简单精确罚函数

考虑下面一般约束优化问题:
摇 摇 L鄄 min

x沂S
f(x), {S = x 沂 Rn 颐 F j(x) = 0, j 沂 E, gl(x) 臆 0,l 沂 }I 屹 覫, (20)

其中, f, F j, gl, j 沂 E, l 沂 I 为连续可微函数.
其等价的优化问题为

摇 摇 L鄄 min
(x,着)沂S着0

f(x),

其中, S着0
{= (x,着) 沂 Rn 伊 [0,着-] 颐 F j(x) = 着 酌w j,gl(x) 臆 着 酌w l, j 沂 E,l 沂 I, 着 = }0 .

令

摇 摇 S着 {= (x,着) 沂 Rn 伊 [0,着-] 颐 F j(x) = 着 酌w j,gl(x) 臆 着 酌w l, j 沂 E, l 沂 }I ,
摇 摇 w j, w l 沂 R +, j 沂 E,l 沂 I .
下面为其相应的罚函数 f 覭

滓(x,着) 与罚问题(P覭
滓):

摇 摇 f 覭
滓(x,着) =

f(x),摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 若 着 = 0, x 沂 S,

f(x) + 着 - (琢 移
j沂E

(F j(x) - 着 酌w j) 2 +

摇 摇 移
l沂I

max(0,gl(x) - 着 酌w l)) )2 + 滓着 茁,

若 0 < 着 臆 着-,
+ 肄, 若 着 = 0, x S

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï ,

其中

摇 摇 酌 > 琢 = 茁 > 1.
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摇 摇 (P覭
滓)摇 L鄄 min

(x,着)沂Rn伊[0,着-]
f 覭
滓(x,着) .

对于一般约束优化问题(20)及相应的罚问题 (P覭
滓), 我们有与第 1 节和第 2 节类似的结

论:
引理 3. 1摇 如果 (x(k),着 k) 沂 L(P覭

滓 k
),且其函数值 f 覭

滓 k
(x(k),着 k) 为有限值,0 < 着 k 臆 着-,则

(x(k),着 k) S着k .

定理 3. 1摇 如果引理 3. 1 成立, 着 k > 0, 滓 k尹 + 肄,(x(k), 着 k) 寅k (x*,着*), 扩展的 M鄄F
约束品性在点 x* 成立,则 着* = 0, x* 沂 S .

定理 3. 2摇 如果 (x(k),着 k) 沂 L(P覭
滓 k
),且其函数值 f 覭

滓 k
(x(k),着 k) 为有限值,当滓 k尹 + 肄 时,

(x(k),着 k) 寅k (x*,着*), 扩展的 M鄄F 约束品性在点 x* 成立,且 酌 > 琢 = 茁 > 1,则存在 k0 > 0,
当 k 逸 k0 时, 有 着 k = 0,x(k) 为问题(20)的局部极小点.

注 1摇 引理 3. 1,定理 3. 1 及定理 3. 2 的证明与第 1 节、第 2 节中相应结论的证明类似,这里不一一列出.
注 2摇 事实上,我们在文中所定义的罚函数分别在集合

{摇 摇 (x,着) 沂 Rn 伊 [0,着-] 颐 着 = 0,x 沂 }S {和 (x,着) 沂 Rn 伊 [0,着-] 颐 着 沂 (0,着- }]

上都是可微的,而在集合

{摇 摇 (x,着) 沂 Rn 伊 [0,着-] 颐 着 = 0,x 沂 S 或 着 沂 (0,着- }]

上不能保证其可微性.

4摇 数 值 算 例

在这部分,我们给出两个数值算例来验证本文所给出的罚函数的有效性. 所得的数值结果

是通过 Matlab 7. 8 在个人计算机上运行得到的. 表 1 和表 2 列出了罚参数 滓 k, 最后迭代所得

到的结果(x(k),着 k) 以及函数 f,g 在点 x(k) 处的函数值 f(x(k)),g(x(k)) 或 max(g j(x(k))) .
例 1[16]

摇 摇
min摇 - x1x2x3,

s. t. 摇 g(x) = x2
1 + 2x2

2 + 4x2
3 - 48 臆 0

{
.

(21)

在文献[16]中,问题(21)的最优解为 (x1,x2,x3)= (4,2. 828 4,2), 最优函数值为 - 22. 627 4.在
算法中,令 x(0) = (3,3,3),着0 = 1. 0,酌 = 4,琢 = 茁 = 2,w = 0. 005, 具体数值结果见表 1.

表 1摇 例 1 的数值结果

Table 1摇 Numerical results of example 1

滓 k (x(k) , 着 k) f(x(k) ) g(x(k) )

10 (4. 193 9, -2. 723 5, -1. 973 1, 0. 032 1) -22. 536 9 -0. 003 8

15 (4. 011, -2. 823 9, -2. 002 7, 0. 000 6) -22. 627 9 -0. 008 2

摇 摇 例 2[17]

摇 摇

min摇 1 000 - x2
1 - 2x2

2 - x2
3 - x1x2 - x1x3,

s. t. 摇 g1(x) = x2
1 + x2

2 - x2
3 - 25 = 0,

g2(x) = (x1 - 5) 2 + x2
2 + x2

3 - 25 = 0,

g3(x) = (x1 - 5) 2 + (x2 - 5) 2 + (x3 - 5) 2 - 25 臆 0

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï .

(22)

在文献[17]中,作者给出了问题(22)的一个近似解 (x1,x2,x3)= (2. 5, 4. 221 361, 0. 964 420) .

409 关于约束极小化问题的一个新的简单精确罚函数



令 x(0) = (2,2,2),着0 = 1. 0,酌 = 4,琢 = 茁 = 2,w = 0. 005, 具体数值结果见表 2.
表 2摇 例 2 的数值结果

Table 2摇 Numerical results of example 2

滓 k (x(k) , 着 k) f(x(k) ) max(g j(x(k) ))

10 (2. 500 0, 4. 194 7, 1. 074 4, 0. 002 1) 944. 231 6 -1. 565 5E-004

20 (2. 500 0, 4. 170 4, 1. 165 2, 0. 001 7) 944. 269 0 -7. 280 0E-005

30 (2. 500 0, 4. 218 7, 0. 976 2, 0. 002 8) 944. 214 9 3. 961 3E-004

100 (2. 500 0, 4. 205 3, 1. 032 2, 0. 001 7) 944. 222 0 -1. 507 0E-005

摇 摇 上述数值结果表明,通过选取合适的参数,通过本文给出的罚函数,罚参数不需要取得很

大就可以得到约束优化问题的最优解,从而说明我们给出的罚函数是合理和可行的.

5摇 结摇 摇 论

通过上面的讨论, 我们得到求解约束优化问题的一个新的方法: 简单精确罚函数法. 另
一方面, 我们考虑对于约束优化问题是否存在简单精确光滑罚函数? 这将需要我们进一步的

研究.
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A New Simple Exact Penalty Function
for Constrained Minimization

ZHENG Fang鄄ying1,2,摇 ZHANG Lian鄄sheng1

1. Department of Mathematical Sciences, Zhejiang Sci鄄Tech University,
Hangzhou 310018, P. R. China;

2. Department of Mathematics, Shanghai University, Shanghai 200444, P. R. China)

Abstract: By adding one variable for equality or inequality constrained minimization problems,
a new simple exact penalty function was proposed, namely, the new exact penalty function did
not contain the gradients of the objective function and constraint functions. Under mild as鄄
sumptions, the local minimizer of the penalty function is the local minimizer of primal problem,
when the penalty parameter is sufficiently large.

Key words: nonlinear programming; constrained minimization problems; local solution; exact
penalty function
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