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平面 P 波在弹性介质和非饱和多孔
弹性介质分界面上的传播
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摘要:摇 使用线性粘滞的多孔弹性介质模型,解决在弹性介质和非饱和多孔弹性介质分界面上平

面 P 波的反射与透射问题,这里的非饱和多孔介质中固体骨架被两种相互耦合的流体(液体和气

体)所充满. 通过势函数的方法得到了振幅反射系数与振幅透射系数. 然后推导得到入射波与反射

波、透射波之间能量转换情况. 研究发现:用振幅比和能量比所表示的反射系数与透射系数是与入

射角度、饱和度、入射频率以及上下层介质的弹性常数有关的方程式. 数值计算通过图形的形式表

达出来,而且入射角度、频率及饱和度对振幅和能量的反射与透射系数的影响分别进行了讨论. 证
明了在整个波的传播过程中分界处并没有发生能量的耗散.
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符摇 号摇 说摇 明

琢 表示 琢 相介质(琢 = S, L,G) 鬃琢 琢 相的标量势函数

茁 表示不同的 P 波 (茁 = 1, 2, 3) H琢 琢 相的矢量势函数

F 表示两相流体 (F = L, G) i -1
籽琢 琢 相介质的物质密度 l, n 波的方向矢量值

籽 e 弹性介质的物质密度 兹0 P 波入射波

姿 S, 滋 S 多孔介质固体骨架的 Lam佴 常数 姿 e, 滋 e 弹性固体的 Lam佴 常数

H琢
u 琢 相介质矢量势函数的

y 方向分量

He 弹性介质矢量势函数的

y 方向分量

n琢 琢 相介质体积分数 krp 反射 P 波的波数

u琢 琢 相介质位移矢量 krs 反射 S 波的波数

滓琢 琢 相介质应力张量 ktp 茁 透射 P 波的波数

滓e 弹性介质的应力张量 kts 透射 S 波的波数
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lrs, lts 反射 S 波与透射 S 波的

方向矢量值

lip, lrp, ltp 茁 入射 P 波、反射 P 波与透射

P 波的方向矢量值

兹F 描述由于 F 相流体体积变化的

产生能量的物质参数

cip, crp, ctp 茁 入射 P 波、反射 P 波与透射

P 波波速

Sr 液体饱和度 crs,cts 反射 S 波与透射 S 波的波速

浊F F 相流体的粘度 pc 毛细压力

A琢
p 茁 透射 P 波在 琢 相介质中的

振幅值

pez, puz Poynting 能量矢量在弹性介质与

非饱和多孔介质中的法向分量

K琢 琢 相的体积模量 Aip,Arp 入射 P 波与反射 P 波的振幅值

kFr F 相流体相对渗透系数 B琢
ts 透射 S 波在 琢 介质中的振幅值

k 多孔介质的固有渗透系数 Brs,Bts 反射 S 波与透射 S 波的振幅值

棕 角频率 琢 vg, mvg van Genuchten 模型参数

kp P 波的波数 ks S 波的波数

R 振幅反射与透射系数 cp P 波的相速度

E 能量反射与透射系数 cs S 波的相速度

Fe, Fu 在弹性固体和非饱和多孔介质中

能流的时间平均值

引摇 摇 言

由于土工材料和人工材料在声学、地质勘测、地震工程及土动力学等领域建模过程中的重

要性,液体饱和多孔介质材料的动力特性目前受到广泛的关注. 最近几年,关于多孔弹性介质

波动现象的研究越来越多. 多孔介质中的波动理论最早开始于 Biot[1],他预测在液体饱和多孔

介质中存在有 3 种体波:快 P 波、慢 P 波和 S 波. Plona[2] 第一次采用试验证实这 3 种波的存

在. 此后,弹性波在边界处的反射与透射问题被许多学者所讨论[3鄄8] . Deresiewicz 等[3鄄4] 研究了

地震波在流体饱和多孔介质中的反射与透射. 为了解释现代海洋地震学中的声波数据,Stoll
等[5]分析了地震波在水与沉积土的分界面上的反射与透射. Dutta 等[6]计算了在两种液饱和多

孔介质分界面上地震波的反射系数与透射系数. Tomar 等[9]丰富了这项研究,他们讨论了斜射

在在两个微极弹性半空间的接触面上的平面 P 波. Dai 等[10] 解得了从弹性半空间射在双孔介

质半空间表面上简谐 P 波的反射与透射系数.
然而众所周知,许多天然多孔材料如岩石、土壤和其它非人造材料都不是水饱和的. 两种

互不相溶的流体同时存在于多孔介质的孔隙之中,这种情况并没有在传统的 Biot 理论中讨

论. 由于孔隙介质中气相的存在,除了存在于饱和多孔介质中的两种 P 波(即 P1 波和 P2 波)
和一种剪切以外,另一种 P 波型(即 P3 波)将出现. Brutsaert[11] 第一次预测在非饱和颗粒介质

中存在 1 种 S 波和 3 种 P 波. Berryman 等[12]后来得到一组可以描述非饱和多孔介质中体波的

传播与衰减的偏微分方程. 基于混合物理论,Gray[13] 和 Muraleetharan 等[14鄄15] 考虑了在不同孔

隙流体分界面上的动力协调条件,从而做出了更大的贡献. Lo 等[16]描述了当弹性多孔介质材

料由两种互不相溶的流体充满时,其波动机理受到相对饱和度和波频率的影响. Lu 等[17] 在广

义混合物理论基础[13鄄15,18]上,综合比较了混合物理论与 Biot 理论并建立了非饱和多孔介质等

温的线性弹性模型. Albers[19]拓展了经典 Biot 模型和简化混合物模型,描述了部分饱和土中的

波动问题. 这些学者[15鄄17,19]讨论了液体饱和度和频率对该种介质中的 4 种体波的传播特征的

影响. 最近,Chen 等[20]发展了体波的混合物理论,考虑了液体饱和度与频率对在弹性固体介
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质与非饱和多孔弹性介质分界面附近 Love 波传播的影响.
众所周知,系统研究这些体波的反射与透射问题的研究并不多. 然而这类问题无论在理论

水平还是实际应用角度来说都是十分重要的. Tomar 等[21]研究了非饱和多孔介质半空间与弹

性半空间分界面上入射波的反射与透射问题. 他们计算了 S 波和 P 波从弹性半空间射在孔隙

介质半空间分界面上的反射和透射系数. Arora 等[22]与 Yeh 等[23] 随后研究了两个由不同流体

混合物所充满的多孔介质弹性半空间之间的分界面的弹性波. 但是液体饱和度和入射波频率

对这些系数的影响没有在他们的论文中考虑到.
本文主要研究 P 波在均质弹性半空间和非饱和多孔介质半空间分界面处的反射与透射

现象. 本研究可以用来模拟在弹性岩石层与非饱和土层分界面处的地震波. 本文的计算过程是

在混合物连续介质理论[14鄄15,17,20]的框架内进行. 通过线性粘滞多孔弹性模型[20] 分别讨论了入

射波角度、液体饱和度和入射波频率对以振幅比和能量比形式存在的反射与透射系数的影响

大小. 本文的组织结构如下:首先,简要列出了 Chen 等[20] 提出的非饱和多孔弹性介质的波动

方程;然后给出了问题的公式化并且使用数值算例来分析入射角、频率和液体饱和度对分界平

面处反射系数与透射系数的影响;最后给出了一系列结论.

1摇 运 动 方 程

本文中,非饱和多孔介质可视为由可变形固体骨架、液相和气相组成的混合物,分别由上

标“S冶,“L冶和“G冶表示. 本文使用符号 琢 分别定义各相组分,即 琢 = S,L,G . 使用 n琢 表示 琢 相

介质的微观体积分数. 另外,这 3 相组分的体积分数可以由固体基质的孔隙率 n和饱和度 Sr 表

示,即 nS = 1 - n,nL = nSr 和 nG = n(1 - Sr) .
在混合物的连续介质理论框架内[14鄄15,17],Chen 等[20] 得到了如下形式的关于各向同性的

非饱和多孔弹性介质的运动方程:
摇 摇 nS籽 SuS = ( rSS + nS姿 S + nS滋 S) Ñ(Ñ·uS) + nS滋 S Ñ

2uS + rSL Ñ(Ñ·uL) +
摇 摇 摇 摇 rSG Ñ(Ñ·uG) + 孜 L(uL - uS) + 孜G(uG - uS), (1a)
摇 摇 nL籽 LuL = rSL Ñ(Ñ·uS) + rL L Ñ(Ñ·uL) + rL G Ñ(Ñ·uG) - 孜 L(uL - uS), (1b)
摇 摇 nG籽GuG = rSG Ñ(Ñ·uS) + rL G Ñ(Ñ·uL) + rGG Ñ(Ñ·uG) - 孜G(uG - uS), (1c)

式中, u琢 和 u琢 表示 琢 相介质的速度与加速度;籽琢 表示 琢 相介质的真实密度;n琢 表示 琢 相介质

的体积分数. u琢 表示各相组分的位移矢量;姿 S 和 滋 S 是多介质骨架的 Lam佴 常数; 孜 L 和 孜G 分别

为表示流体(液体和气体)与固体骨架之间的粘滞耗散的粘滞力参数; Ñ
2 是 Cartesian 坐标系

中的 Laplace 算子. 系数 rSS,rL L,rGG,rSL,rSG,rL G 可以通过与可测得的参数之间的关系确定,在
Chen 等[20]中有详细讨论,并且在附录 A 中给出.

考虑的 3 相介质各位移矢量的 Helmholtz 分解形式,如下:
摇 摇 uS = Ñ鬃 S + Ñ伊 HS, uL = Ñ鬃 L + Ñ伊 HL, uG = Ñ鬃G + Ñ伊 HG, (2a,b,c)

式中, 鬃琢 和 H琢(琢 = S,L,G) 分别为 3 相介质的标量势函数和矢量势函数. 运动方程(1a) ~
(1c)可以改写为

摇 摇 籽 S鬃 S = ( rSS + nS姿 S + 2nS滋 S) Ñ
2鬃 S + rSL Ñ

2鬃 L + rSG Ñ
2鬃G +

摇 摇 摇 摇 孜 L(鬃 L - 鬃 S) + 孜G(鬃G - 鬃 S), (3a)
摇 摇 籽 L鬃 L = rSL Ñ

2鬃 S + rL L Ñ
2鬃 L + rL G Ñ

2鬃G - 孜 L(鬃 L - 鬃 S), (3b)
摇 摇 籽G鬃G = rSG Ñ

2鬃 S + rL G Ñ
2鬃 L + rGG Ñ

2鬃G - 孜G(鬃G - 鬃 S), (3c)
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摇 摇 籽 SHS = nS滋 S Ñ
2HS + 孜 L(HL - HS) + 孜G(HG - HS), (3d)

摇 摇 籽 LHL = - 孜 L(HL - HS), (3e)
摇 摇 籽GHG = - 孜G(HG - HS) . (3f)

式(3a) ~ (3f)解的一般形式为

摇 摇 鬃琢 = A琢exp[ikp( lx + nz - cp t)], H琢 = B琢exp[iks lx + nz - cs t)], (4a,b)

式中,i = -1 , kp 和 ks 分别为 P 波和 S 波的波数; l和 n为对应波的方向矢量;cp 和 cs 分别为 P
波和 S 波的相速度.

将式(4a)和式(5b)带入式(3a) ~ (3f),可以得到如下的 P 波和 S 波的特征方程:

摇 摇 (P 波)摇
a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

= 0, 摇 摇 (S 波)摇
b11 b12 b13

b21 b22 b23

b31 b32 b33

= 0, (5a,b)

其中

摇 摇 a11 = i棕(孜 L + 孜G) + 棕2籽 S - k2
p( rSS + nS姿 S + 2nS滋 S), a22 = i棕孜 L + 棕2籽 L - k2

prL L,
摇 摇 a33 = i棕孜G + 棕2籽G - k2

prGG, a12 = a21 = - i棕孜 L - k2
prSL,

摇 摇 a13 = a31 = - i棕孜G - k2
prSG, a23 = a32 = - k2

prL G,
摇 摇 b11 = i棕(孜 L + 孜G) + 棕2籽 S - nS滋 Sk2

s, b22 = i棕孜 L + 棕2籽 L,
摇 摇 b33 = i棕孜G + 棕2籽G, b12 = b21 = - i棕孜 L,
摇 摇 b13 = b31 = - i棕孜G, b23 = b32 = 0.
由式(5a,b)可以看出,在非饱和多孔弹性介质中存在 1 种 S 波和 3 种 P 波,根据它们速度

降序排列分别命名为:P1 波,P2 波和 P3 波.

2摇 问 题 描 述

我们考虑在一个均质弹性半空间 ( z > 0) 和一个非饱和多孔弹性半空间( z < 0) 之间沿 x
轴的平面分界面. 本文考虑的几何示意图如图 1. z 轴垂直向下并指向弹性介质. 这里讨论的反

射与透射问题是在 x鄄z 二维平面内,P 波在弹性固体半空间中的射入角度为 兹0 . 这样激励会产

生 1 种反射 P 波,1 种反射 S 波,3 种透射 P 波和 1 种透射 S 波.

图 1摇 分界面上入射 P 波的反射波与透射波

Fig. 1摇 Reflected and transmitted waves generated by an incident P鄄wave at the interface

487 陈 炜 昀摇 摇 摇 夏 唐 代摇 摇 摇 陈摇 摇 伟摇 摇 摇 翟 朝 娇



2. 1摇 波的势函数

入射、反射与透射波的位移势函数可以表示为如下:
蚵 在弹性半空间中

摇 摇 鬃 e = Aipexp[ikip( lipx - nipz - cip t)] +
摇 摇 摇 摇 Arpexp[ikrp( lrpx + nrpz - crp t)], (6a)
摇 摇 He = Brsexp[ikrs( lrsx + nrsz - crs t)]; (6b)
蛎 在非饱和多孔介质半空间中

摇 摇 鬃琢
u = A琢

p1exp[iktp1( ltp1x - ntp1 z - ctp1 t)] +
摇 摇 摇 摇 A琢

p2exp[iktp2( ltp2x - ntp2 z - ctp2 t)] +
摇 摇 摇 摇 A琢

p3exp[iktp3( ltp3x - ntp3 z - ctp3 t)], (7a)
摇 摇 H琢

u = B琢
tsexp[ikts( ltsx - ntsz - cts t)], (7b)

式中, He 和H琢
u 分别是相应矢量势函数 y方向的分量;下标 i,r,t 分别对应入射、反射、透射的量

值; krp 和 krs 分别为反射 P 波和反射 S 波波数; ktp 茁 和 kts 分别为 3 种透射 P 波和 1 种透射 S 波

的波数; crs 和 cts 分别是反射 S 波和透射 S 波的波速; cip,crp 和 ctp 茁 分别为入射 P 波、反射 P 波

和透射 P 波波速.
用来描述入射角、反射角和透射角之间关系的 Snell 定律如下:
摇 摇 lipkip = lrpkrp = lrskrs = ltp1ktp1 = ltp2ktp2 = ltp3ktp3 = ltskts . (8)

由式(5a,b)可以得到式(7a)和式(7b)中不同幅值大小之间的关系式如下:

摇 摇 啄 L 茁 =
AL

p 茁

AS
p 茁

=
a13a22 - a23a12

a23a11 - a13a21
, 啄G 茁 =

AG
p 茁

AS
p 茁

=
a32a21 - a22a31

a22a33 - a23a32
摇 摇 (茁 = 1,2,3), (9a,b)

摇 摇 啄 L S =
BL

ts

BS
ts
= -

b22

b21
, 啄GS =

BG
ts

BS
ts
=
b21b12 - b11b22

b13b22
. (9c,d)

2. 2摇 边界条件

不同幅值 Arp,Brs,AS
p1,AS

p2,AS
p3 和 BS

ts 可以通过均质弹性固体半空间和非饱和多孔弹性半空

间之间的分界面处( z = 0) 的边界条件确定. 在平面分界面处的边界条件为:法向应力连续、切
向应力连续和切向位移连续,即

摇 摇 滓e
z z = 滓S + 滓L + 滓F, 滓e

x z = 滓S
x z, ue

z = uS
z , ue

x = uS
x, ue

z = uL
z , ue

z = uG
z . (10)

式(10)中的应力张量采用以下形式[20]:
摇 摇 滓S

ij = [( rSS + nS姿 S) Ñ
2鬃 S

u + rSL Ñ
2鬃 L

u + rSG Ñ
2鬃G

u ]啄 ij + 2nS滋 S着 ij, (11a)
摇 摇 滓L = rSL Ñ

2鬃 S
u + rL L Ñ

2鬃 L
u + rL G Ñ

2鬃G
u , (11b)

摇 摇 滓G = rSG Ñ
2鬃 S

u + rL G Ñ
2鬃 L

u + rGG Ñ
2鬃G

u , (11c)
式中 啄 ij 表 Kronecker 符号. 采用势函数的形式,边界条件(10)可以表示为

摇 摇 姿 e Ñ
2鬃 e + 2滋 e

鄣2鬃 e

鄣z2
+

鄣2He

鄣z鄣
æ

è
ç

ö

ø
÷

x
=

摇 摇 摇 摇 ( rSS + rSL + rSG + nS姿 S) Ñ
2鬃 S

u + ( rSL + rL L + rL G) Ñ
2鬃 L

u +

摇 摇 摇 摇 ( rSG + rL G + rGG) Ñ
2鬃G

u + 2nS
0 滋 S

鄣2鬃 S
u

鄣z2
-

鄣2HS
u

鄣z鄣
æ

è
ç

ö

ø
÷

x
, (12a)

摇 摇 滋 e 2
鄣2鬃 e

鄣x鄣z +
鄣2He

鄣x2 -
鄣2He

鄣z
é

ë
êê

ù

û
úú2 = nS

0 滋 S 2
鄣2鬃 S

u

鄣x鄣z +
鄣2HS

u

鄣x2 -
鄣2HS

u

鄣z
é

ë
êê

ù

û
úú2 , (12b)
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摇 摇
鄣鬃 e

鄣z +
鄣He

鄣x =
鄣鬃 S

u

鄣z +
鄣HS

u

鄣x , (12c)

摇 摇
鄣鬃 e

鄣x -
鄣He

鄣z =
鄣鬃 S

u

鄣x -
鄣HS

u

鄣z , (12d)

摇 摇
鄣鬃 e

鄣z +
鄣He

鄣x =
鄣鬃 L

u

鄣z +
鄣HL

u

鄣x , (12e)

摇 摇
鄣鬃 e

鄣z +
鄣He

鄣x =
鄣鬃G

u

鄣z +
鄣HG

u

鄣x . (12f)

将式(4a,b)带入边界条件(12a) ~ (12f)中,并且考虑 Snell 定律(8),我们可以得到如下矩阵

关系式:
摇 摇 MN = AipQ, (13)

式中, N = [Arp, Brs, AS
p1, AS

p2, AS
p3, BS

ts] T;矩阵 M和 Q 的系数在附录 B 中详细给出. 假设入射

波的振幅值 Aip 等于 1,则可解出矩阵 N 中的元素值,并可看作是边界面上的振幅反射与透射

系数(Rrp,Rrs,Rp1,Rp2,Rp3 和 R ts) .
2. 3摇 能流考虑

同样,计算在分界面上入射波能流在各个反射波与透射波之间的分配情况也是有益的,且
具有一定的物理意义的. Poynting 能量矢量在分界面上的法向分量是连续的并可以表示为

摇 摇 pez = 滓 e
x zue

x + 滓 e
z zue

z 摇 摇 (弹性半空间), (14a)
摇 摇 puz = 滓 S

x zuS
x + 滓 S

z zuS
z + 滓 LuL

z + 滓G
z zuG

z 摇 摇 (非饱和多孔介质半空间). (14b)
这些能量流相应的时间平均值可表示为

摇 摇 Fe =
棕
2仔乙

2仔 / 棕

0
pezdt, Fu = 棕

2仔乙
2仔 / 棕

0
puzdt . (15a,b)

考虑式(2a,b,c),(4a,b),(6a) ~ (7b)和(11a) ~ (11c),能量流被分配在不同波模态下

的各个不同组分中,相应的能量反射系数与透射系数定义为

摇 摇 Erp =
Frp

F ip
= R2

rp, (16a)

摇 摇 Ers =
Frs

F ip
=

滋 enrsk3
rsR2

rs

(姿 e + 2滋 e)nipk3
ip
, (16b)

摇 摇 Ep1 =
Fp1

F ip
=

摇 摇 摇 摇 [(2nS滋 S + nS姿 S + rSS + 2rSL啄 L1 + 2rSG啄G 1 + 2rL G啄G 1啄 L1 + rL L啄2
L1 +

摇 摇 摇 摇 rGG啄2
G 1)ntp1k3

tp1R2
p1] / [(姿 e + 2滋 e)nipk3

ip], (16c)

摇 摇 Ep2 =
Fp2

F ip
=

摇 摇 摇 摇 [(2nS滋 S + nS姿 S + rSS + 2rSL啄 L 2 + 2rSG啄G 2 + 2rL G啄G 2啄 L 2 + rL L啄2
L 2 +

摇 摇 摇 摇 rGG啄2
G 2)ntp2k3

tp2R2
p2] / [(姿 e + 2滋 e)nipk3

ip], (16d)

摇 摇 Ep3 =
Fp3

F ip
=

摇 摇 摇 摇 [(2nS滋 S + nS姿 S + rSS + 2rSL啄 L 3 + 2rSG啄G 3 + 2rL G啄G 3啄 L 3 + rL L啄2
L 3 +

摇 摇 摇 摇 rGG啄2
G 3)ntp3k3

tp3R2
p3] / [(姿 e + 2滋 e)nipk3

ip], (16e)
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摇 摇 E ts =
F ts

F ip
=

nS滋 Sntsk3
tsR2

ts

(姿 e + 2滋 e)nipk3
ip
. (16f)

Poynting 能量矢量的法向分量连续性证明了分界面处的能量守恒,可以表述为

摇 摇 Erp + Ers + Ep1 + Ep2 + Ep3 + E ts = 1. (17)

3摇 数值计算与讨论

在本节中,运用 MALTAB 程序中的数值算例分别分析了振幅反射与透射系数、能量反射

与透射系数受到入射角度、入射波频率以及多孔介质液体饱和度的影响情况. 非饱和多孔弹性

半空间的物理参数选自文献[20],并在下面列出:
蚵 非饱和多孔弹性半空间

摇 摇 n = 0. 3, 籽 S = 2 700 kg / m3, 籽 L = 1 000 kg / m3, 籽G = 1. 2 kg / m3,
摇 摇 KS = 35 GPa, KL = 2. 2 GPa, KG = 0. 1 MPa, k = 3. 0 伊 10 -13 m2,
摇 摇 浊G = 1. 8 伊 10 -5 Pa·s, 浊 L = 0. 001 Pa·s,
摇 摇 姿 S = 9. 0 GPa, 滋 S = 4. 0 GPa,
摇 摇 mvg = 0. 5, 琢 vg = 0. 000 1 Pa -1 .
蛎 弹性固体半空间

摇 摇 滋 e = 8 GPa, 姿 e = 12 GPa, 籽 e = 2 700 kg / m3 .

(a) 反射 P 波 (b) 反射 S 波

(a) Reflected P鄄wave (b) Reflected S鄄wave

(c) 透射 P1 波 (d) 透射 P2 波

(c) Transmitted P1鄄wave (d) Transmitted P2鄄wave
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(e) 透射 P3 波 (f) 透射 S 波

(e) Transmitted P3鄄wave (f) Transmitted S鄄wave
图 2摇 频率对振幅比的影响 (Sr = 0. 8)

Fig. 2摇 Effects of frequency on the amplitude ratios (Sr = 0. 8)

图 2 至图 5 分别描述了在分界面处以振幅比和能量比形式表示的反射系数与透射系数

在不同频率和饱和度条件下随着入射角变化而变化的情况. 本文的研究中,对于多孔介质中的

4 种体波并没有出现临界角. 可以看出振幅比和能量比的大小随着弹性半空间中 P 波入射角

度变化是均匀变化的. 当入射 P 波垂直射在分界面上,即入射角等于 0 时,没有反射 S 波和透

(a) 反射 P 波 (b) 反射 S 波

(a) Reflected P鄄wave (b) Reflected S鄄wave

(c) 透射 P1 波 (d) 透射 P2 波

(c) Transmitted P1鄄wave (d) Transmitted P2鄄wave
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(e) 透射 P3 波 (f) 透射 S 波

(e) Transmitted P3鄄wave (f) Transmitted S鄄wave
图 3摇 频率对能量比的影响 (Sr = 0. 8)

Fig. 3摇 Effects of frequency on the energy ratios (Sr = 0. 8)

射 S 波产生. 此时,3 种透射 P 波的振幅和能量均处于最大值. 另外,透射 P1 波的值最大,比 P2
和 P3 波大几个数量级. 当入射角为 90毅时,即为掠入射时,只有反射 P 波存在. 比较图 2 和图 4
及图 3 和图 5 后显示:振幅比的变化趋势与其能量比的趋势相似. 反射 P 波的振幅比和能量比

都随着入射角 兹0 增加而减少,在 55毅附近时达到最小值,之后逐渐增加,当 兹0 达到掠入射时其

大小达到最大值,即 1. 反射 S 波的振幅当入射角达到约 40毅时达到最大值. 然而对于透射 S
波,当 兹0 抑60毅 时,其相应的振幅比达到最大值. 反射 S 波和透射 S 波的能量比分别在 兹0 = 45毅
和 兹0 = 75毅 达到最大值. 值得注意的是,透射 P2 波和透射 P3 波的能量处在相同的数量级,但
P2 波的振幅要比 P3 波大得多. 因此,相比透射 P2 波而言,透射 P3 波的能量是不能被忽略的.
因此,本研究同样对了解反射波与透射波之间的能量分配有重要意义. 当入射角小于 75毅时,绝大

部分的入射波的能量转移到透射 P1 波中. 入射角 兹0 大于 75毅时,图 3(a)和图 3(c)及图 5(a)和
图 5(c)显示反射 P 波能量迅速增加而同时透射 P1 波能量的相应减少. 图 3 和图 5 显示在分

界平面处的能量是严格守恒的.
a) 频率对反射系数和透射系数的影响

需要指出的是,由于粘滞力模型,即附录 A 中的式(A1h, i) 只在低频范围内是有效

的[16,20],在高频范围内则是与频率相关的[1, 12, 16, 20, 24] . 在高频范围内,弹性波的波长要接近多

(a) 反射 P 波 (b) 反射 S 波

(a) Reflected P鄄wave (b) Reflected S鄄wave
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(c) 透射 P1 波 (d) 透射 P2 波

(c) Transmitted P1鄄wave (d) Transmitted P2鄄wave

(e) 透射 P3 波 (f) 透射 S 波

(e) Transmitted P3鄄wave (f) Transmitted S鄄wave
图 4摇 饱和度对振幅比的影响 (棕 = 1 kHz)

Fig. 4摇 Effects of water saturation on the amplitude ratios (棕 = 1 kHz)

孔介质的基质的孔隙尺度. 故在高频范围内应该引入频率修正方程[25] . 因此,本文的工作是限

定在相对较低的频率,即低于 10kHz,这个覆盖了地震和声波领域中常用的频率范围. 图 2 和

图 3 分别显示了入射波频率对振幅比和能量比的影响. 本次计算中,液体饱和度设为 0. 8,且
频率分别设为 1 Hz, 10 Hz, 100 Hz, 1 kHz 和 10 kHz . 图 2 和图 3 根据式(13)和式(16a)至式

(16f)描述了计算结果. 不同曲线代表了不同频率下的计算结果. 图 2 和图 3 显示,反射 P 波、
反射 S 波、透射 P1 波和透射 S 波在本文考虑的频率范围内几乎与频率无关. 对于透射 P2 波和

透射 P3 波而言,频率越大,其振幅和能量也越大.
b) 液体饱和度对反射系数与透射系数的影响

为了研究液体饱和度对各种波的振幅比和能量比的影响,入射波的频率设为 1 kHz 并且

其它的物质参数保持不变. 液体饱和度分别设为 0. 2, 0. 4, 0. 6, 0. 8 和 0. 99. 图 4 和图 5 给出

了相应的数值结果. 不同曲线表示不同液体饱和度的情况. 从图 4 和图 5 可以看出,液体饱和

度对反射 P 波、反射 S 波、透射 P1 波和透射 S 波的影响要比之前部分讨论的频率的影响要更

加显著. 对于反射 P 波,其振幅和能量随着饱和度增加而减小,当 兹0 接近 55毅时达到最小值,并
在之后逐渐增加. 对于反射 S 波而言,饱和度越大时其振幅和能量都越小. 从图 4(c)可以看

出,透射 P1 波的振幅随着饱和度增加而减小. 图 5(c)显示,当入射角低于 55毅时,透射 P1 波的

能量随着饱和度增加而增加;但之后随着饱和度增加而减小. 从图 5(a)和图 5(c)可以看出,
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液体饱和度对反射 P 波的影响与其对透射 P1 波的影响恰好相反. 同样可以看出,透射 P3 波

的振幅和能量是随着饱和度增加而增加的.

(a) 反射 P 波 (b) 反射 S 波

(a) Reflected P鄄wave (b) Reflected S鄄wave

(c) 透射 P1 波 (d) 透射 P2 波

(c) Transmitted P1鄄wave (d) Transmitted P2鄄wave

(e) 透射 P3 波 (f) 透射 S 波

(e) Transmitted P3鄄wave (f) Transmitted S鄄wave
图 5摇 饱和度对能量比的影响 (棕 = 1 kHz)

Fig. 5摇 Effects of water saturation on the energy ratios (棕 = 1 kHz)

4摇 结摇 摇 论

本文中,基于 Chen 等[20]提出的多孔介质弹性理论,提出了一项关于斜入射 P 波,在弹性

197平面 P 波在弹性介质和非饱和多孔弹性介质分界面上的传播



固体半空间和非饱和多孔弹性介质半空间之间分界面上反射与透射问题的理论分析. 反射系

数和透射系数分别采用振幅比和能量比的形式进行了研究. 为了得到能量反射与透射系数,分
别定义了上下部分介质中的能流矢量. 数值结果显示,绝大部分的入射能量在分界面处通过模

态转换进行了分配,同时产生了反射波与透射波. 基于以上讨论,可以得到以下主要结论:
蚵 P 波垂直入射时,只有反射 P 波和 3 种透射 P 波产生. 另外,当掠入射时,只产生反射 P

波并没有透射现象发生.
蛎分界面上的反射系数和透射系数随着入射角变化而平稳变化,对于这 4 种透射体波并

没有临界角出现.
蚰 在相对的低频范围内 (k 臆10 kHz),数值结果显示只有透射 P2 波和透射 P3 波的振幅

反射与透射系数、能量反射与透射系数受入射 P 波频率的影响.
蚺 数值结果之间的比较表明,振幅和能量的反射与透射系数对饱和度的变化更加敏感

(相对频率变化而言). 因此,当我们考虑在非饱和多孔材料如部分饱和土和岩石表面处的波

的反射与透射问题时,液体饱和度的影响应该给与考虑.
蚱 结果显示在分界面处的能量比之和十分接近于 1,这说明整个波的传播过程中没有发

生能量的耗散.

附摇 录摇 A

式(1a) ~ (1c)中系数的详细表达式为[20]

摇 摇 rSS =
(nS) 2KS(兹L + KL)(KG + 兹G)

M , rSL =
nSnLKSKL(KG + 兹G)

M , (A1a,b)

摇 摇
rSG =

nSnGKSKG(兹L + KL)
M ,

rL L =
nSnLKL兹L(KG + 兹G) + (nL) 2KSKL(KG + 兹G) + nLnGKSKL兹L

M

ì

î

í

ï
ï

ïï ,
(A1c,d)

摇 摇
rL G =

nLnGKSKLKG

M ,

rGG =
nSnGKG兹G(KL + 兹L) + nLnGKSKG兹G + (nG) 2KSKG(兹L + KL)

M

ì

î

í

ï
ï

ïï ,
(A1e,f)

摇 摇 M = nS(兹L + KL)(KG + 兹G) + nLKS(KG + 兹G) + nGKS(兹L + KL), (A1g)

摇 摇 孜L = (nL) 2 浊 L

kkL
r
, 孜G = (nG) 2 浊G

kkG
r
, (A1h,i)

式中, KS,KL,KG 分别表示三相组分的压缩模量;兹F(F = L,G) 是描述由于 F相流体体积变化而产生相应能量

的物质参数[20] ;k 是多孔介质的固有渗透系数;浊F(F = L,G) 表示流体粘滞系数;kFr 表示相对渗透系数,通常

可以简化为关于饱和度的方程[26] . 当孔隙中的液相和气相分别为液态水和潮湿空气时,可以通过以下表达式

表示[12,16鄄17,27鄄28] :

摇 摇 kL
r = Sr [1 - (1 - S1 / mvg

r ) mvg] 2, kG
r = 1 - Sr (1 - S1 / mvg

r ) 2mvg, (A2a,b)
式中, mvg 是 van Genuchten 模型参数,计算中需要的另一个 van Genuchten 参数 琢vg可以通过毛细水压鄄饱和度

之间关系式表示[28] :
摇 摇 琢 vg = p -1

c (S -m -1
vg

r - 1) 1-mvg, (A3)
式中, Pc 表示毛细孔压,即非润湿流体和润湿流体之间的压力差.

附摇 录摇 B

矩阵 M 中元素的详细表达式如下:
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摇 摇 m11 = - (姿 e + 2滋 en2
rp)k2

rp, m12 = - 2滋 e lrsnrsk2
rs,

摇 摇 m13 = 2nS滋 Sn2
tp1k2

tp1 + ( rSS + nS姿 S + rSL + rSG)k2
tp1 +

摇 摇 摇 摇 ( rSL + rL L + rL G)k2
tp1啄L1 + ( rSG + rL G + rGG)k2

tp1啄G 1,
摇 摇 m14 = 2nS滋 Sn2

tp2k2
tp2 + ( rSS + nS姿 S + rSL + rSG)k2

tp2 +
摇 摇 摇 摇 ( rSL + rL L + rL G)k2

tp2啄L 2 + ( rSG + rL G + rGG)k2
tp2啄G 2,

摇 摇 m15 = 2nS滋 Sn2
tp3k2

tp3 + ( rSS + nS姿 S + rSL + rSG)k2
tp3 +

摇 摇 摇 摇 ( rSL + rL L + rL G)k2
tp3啄L 3 + ( rSG + rL G + rGG)k2

tp3啄G 3,
摇 摇 m16 = - 2nS滋 S ltsntsk2

ts, m21 = 2滋 e lrpnrpk2
rp, m22 = ( l2rs - n2

rs)滋 ek2
rs, m23 = 2nS滋 S ltp1ntp1k2

tp1,
摇 摇 m24 = 2nS滋 S ltp2ntp2k2

tp2, m25 = 2nS滋 S ltp3ntp3k2
tp3, m26 = (n2

ts - l2ts)nS滋 Sk2
ts,

摇 摇 m31 = nrpkrp, m32 = lrskrs, m33 = ntp1ktp1, m34 = ntp2ktp2, m35 = ntp3ktp3, m36 = - ltskts,
摇 摇 m41 = - lipkip, m42 = nrskrs, m43 = ltp1ktp1 = lipkip, m44 = ltp2ktp2 = lipkip, m45 = ltp3ktp3 = lipkip,
摇 摇 m46 = ntskts, m51 = nrpkrp, m52 = lrskrs, m53 = ntp1啄L1ktp1, m54 = ntp2啄L 2ktp2, m55 = ntp3啄L 3ktp3,
摇 摇 m56 = - lts啄LSkts, m61 = nrpkrp, m62 = lrskrs, m63 = ntp1啄G 1ktp1, m64 = ntp2啄G 2ktp2,
摇 摇 m65 = ntp3啄G 3ktp3, m66 = - lts啄GSkts .
矩阵 Q 中元素的详细表达式如下:
摇 摇 q1 = (姿 e + 2滋 en2

ip)k2
ip, q2 = 2lipnip滋 ek2

ip, q3 = nipkip, q4 = lipkip, q5 = nipkip, q6 = nipkip .
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Propagation of Plane P鄄Waves at the Interface
Between an Elastic Solid and an
Unsaturated Poroelastic Medium

CHEN Wei鄄yun1,2,摇 XIA Tang鄄dai1,2,摇 CHEN Wei3,摇 ZHAI Chao鄄jiao1,2
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Zhejiang University, Hangzhou 310058, P. R. China;

2. Institute of Geotechnical Engineering, Zhejiang University,
Hangzhou 310058, P. R. China;

3. Institute of Geotechnical, TU Bergakademie Freiberg, Freiberg 09599, Germany)

Abstract: A linear viscoporoelastic model was developed to describe the problem of reflection
and transmission of an obliquely incident plane P鄄wave at an interface between an elastic solid
and an unsaturated poroelastic medium in which the solid matrix was filled with two weakly
coupled fluids ( liquid and gas) . The expressions for the amplitude reflection coefficients and
amplitude transmission coefficients were derived using the potential method. The present deri鄄
vation was subsequently applied to study the energy conversions among the incident, reflected
and transmitted wave modes. It was found that the reflection coefficients and transmission co鄄
efficients in the forms of amplitude ratios and energy ratios are functions of incident angle, liq鄄
uid saturation, frequency of incident wave and elastic constants of the upper and lower media.
The numerical computations are performed graphically, and the effects of the incident angle,
frequency and liquid saturation on the amplitude and energy reflection and transmission coeffi鄄
cients are respectively discussed. It was verified that during transmission process there was no
energy dissipation at the interface.

Key words: wave reflection; wave transmission; unsaturation; poroelasticity; wave propaga鄄
tion; porous medium
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