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微极流体薄膜层通过以滑移速度移动的
可渗透无限平板时流体特性变化和
热辐射对流动和热传导的影响
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摘要:摇 微极流体薄膜层通过按滑移速度移动的可渗透无限竖直平板时,研究热辐射对混合对流

薄膜层流动和热传导的影响. 假定流体粘度和热传导率变化是温度的一个函数. 对一些典型的可

变参数值,应用 Chebyshev 谱方法,数值求解流动的控制方程. 将所得结果与已发表文献的结果进

行比较,结果是一致的. 绘出并讨论了可变参数对速度、微旋转速度、温度分布曲线、表面摩擦因数

和 Nusselt 数的影响.
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符 号 说 明

cp 比定压热容 Cf 表面摩擦因数

F 单位质量体力 fw 无量纲的吸入 /喷出速度

g 重力加速度 詚 无量纲微旋转

J 微惯性矩 k 回旋粘度系数

K 材料参数 k* 平均吸收系数

l 单位质量体力偶 m1 浮力参数

n 边界参数 N 垂直于 X鄄Y 平面的微旋转分量

Nu Nusselt 数 p 压力

Pr Prandtl 数 Q 内热生成密度

qr 辐射热通量 qw 从平板传出的热量

R 辐射参数 Re Reynolds 数
T 流体温度 T0 自由表面处的温度

Tw 平板的表面温度 U,V 沿着、垂直平板方向的速度分量
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Uw 表面速度 u 沿平板方向无量纲的速度分量

U 平移向量 Vw 有量纲的吸入 /喷出速度

X,Y 沿着、垂直平板方向的

有量纲距离

希腊字母

琢*, 茁*, 酌* 微极流体的材料常数 茁1, 茁2 粘度系数、热传导系数

滋0 温度 T0 时的流体粘度 资0 温度 T0 时的热传导系数

准 耗散函数 啄 流体薄膜层的厚度

淄0 温度 T0 时的运动学粘度 琢w 有量纲的滑移系数

籽0 温度 T0 时的流体密度 浊 垂直于平板的无量纲距离

滓* Stefan Boltzmann 常数 资 f 热传导率

滋 动力学粘度 籽 流体密度

琢 无量纲滑移参数 子w 壁面剪切应力

茁 热膨胀系数 滓 微旋转向量

兹 无量纲温度

引摇 摇 言

流过一个可移动表面的生产工艺,在许多技术生产过程中有着广泛的应用前途,如连续喷

射、金属挤压、纸的生产、玻璃纤维生产、塑料薄膜拉伸、热轧、金属和聚合物的挤出. Sakiadis[1]

对一个稳定可移动的连续半无限平面,通过另一个静止的流体环境时的边界层理论,进行了开

创性的研究工作. Tosu 等[2]对通过连续平直表面的流动,进行了实验和理论研究,对一些特定

的 Prandtl 数确定其热传导率. Erickson 等[3] 就边界层经过一个可移动的连续平面时,研究了

吸入或喷出对流动和热传导的影响. 一些学者从不同的角度,拓展了 Sakiadis 问题的研

究[4鄄10] .
由于流体薄膜层流动分析可能的技术应用,吸引了众多研究者的注意. 可以举出如下的例

子:电子设备的冷却装置[11]、蒸发[12]、吸收[13]、纳米颗粒的自行集结[14] 和喷墨打印[15] . 许多

学者在这个方面做出了贡献,详见文献[16鄄25].
近年来,微极流体的研究引起了极大的关注,因为它们在工程和工业应用中有着重要作

用,如聚合物挤出、液晶体的凝固、喷淋时金属板的冷却,以及悬浮的溶液等. Eringen[26鄄27] 发展

了微极流体理论,可以应用于带一些添加剂的流体:聚合物流体、胶状流体、悬浮的溶液、液晶

体、血液等,为这些流体的流动现象提供了数学模型. 在 Ariman 等[28鄄29] 发表的评论文章中,以
及,最近在 Lukaszewicz[30]和 Eringen[31]发表的论著中,可以看到关于该理论及其应用的优秀综

述. 乔德哈瑞等[32]就微极流体通过嵌入多孔介质中的半无限垂直平板问题,研究了滑移速度

和化学反应对非稳定 MHD 流动及其传热传质的影响. Hayat 等[33] 就 3 个外在流动问题,给出

了微极流体薄膜层流动的精确解.
上述研究都是在流体特性不变下讨论,事实上,物理特性随着温度发生剧烈地变化. 因此,

有必要将粘度和热传导率取为变化的. Dandapat 等[34]研究过流体特性随温度变化所产生的影

响,同样的流动问题还出现在早期的文献中[18] . Nadeem 等[35]在水平多孔伸展平面薄膜层中,
研究了可变粘度对流动和热传导的影响. Makinde[36]在一个倾斜的加热平板上,认为流体薄膜

层上表面自由且温度相同,可变粘度流体分层减少时,研究了流体薄膜层的稳态解. Mahmoud
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等[37]在横向磁场作用下,流体薄膜层通过一个非稳定伸展平面时,研究可变的粘度和可变的

热传导率,对导电非 Newton 幂律流体流动和热传导的影响.
上述研究都没有关注探索滑移所产生的影响. 滑移影响对非 Newton 流体十分重要,聚合

体融化体显示出了壁面的滑移. 在技术应用中流体展现的滑移现象很重要,如人造心瓣膜的抛

光,以及种种制造业零件内部的空洞,都是在流体中混入研磨剂而完成的. 文献[38鄄41]给出了

关于滑移条件的详细综述.
本文的主要目的是,当粘度可变和热传导率可变,微极流体薄膜层通过可移动可渗透平面

时,研究滑移速度和热辐射对微极流体流动和热传导的影响.

1摇 问题的公式化

不可压缩微极流体作稳定运动时,其向量形式的控制方程分成[26鄄27]:
质量守恒方程

摇 摇 Ñ·U = 0, (1)
线性动量守恒方程

摇 摇 籽(U·Ñ)U = - Ñp + (滋 + k) Ñ
2 U + k Ñ伊 滓 + 籽F, (2)

角动量守恒方程

摇 摇 籽J(U·Ñ)滓 = (琢* + 茁* + 酌*) Ñ(Ñ·滓) -
摇 摇 摇 摇 酌Ñ伊 (Ñ伊 滓) + kÑ伊 U - 2k滓 + 籽l, (3)

能量方程

摇 摇 籽cp(U·Ñ)T = 资 f Ñ
2 T - Ñqr + 准 + Q, (4)

图 1摇 物理模型及其坐标系

Fig. 1摇 Physical model and coordinate system

其中, F 为单位质量体力,l 为单位质量体力偶,U 为平

移向量,滓 为微旋转向量,p 为压力,琢*, 茁*,酌* 和 k 为

微极流体的材料参数,籽 为流体密度,J 为微惯性矩,滋 为

动粘度系数,资 f 为热传导率,T 为流体温度,准 为耗散函

数,Q 为内热生成密度,通常由 Joule 加热,化学或原子

反应而产生, qr 为辐射热通量,cp 为比定压热容.
考虑一有缝隙并以恒定速度 Uw 移动的平板,其物

理模型和坐标系如图 1 所示,原点固定在缝隙上,取 X鄄
轴垂直于平板,Y鄄 轴垂直于 X鄄 轴. 流体的自由表面温度

为 T0,而平板的表面温度保持为 Tw,且 Tw > T0 . 物体表

面和周围微极流体之间的温度差,产生的浮力导致向上

的对流流动. 假定流体的粘度和热传导率是一个随温度

而变化的函数,同时流体的薄膜层厚度 啄 为常数.
体力偶、微惯性矩、粘性耗散和生成热可以忽略不

计. 在上述假定下应用边界层理论和 Boussinesq 近似,
微极流体在压力梯度作用下,流过一块多孔的无限平

板,平板以匀速度 Uw 沿垂直于平板方向移动时,流体薄

膜层混合对流流动的基本方程为二维的边界层质量、动
量、角动量和能量控制方程:
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摇 摇 鄣U
鄣X + 鄣V

鄣Y = 0, (5)

摇 摇 籽0 U 鄣U
鄣X + V 鄣U

鄣( )Y
= 鄣
鄣Y (滋 + k) 鄣U

鄣( )( )Y
+ k 鄣N

鄣Y + 籽0g茁(T - T0), (6)

摇 摇 籽0J U 鄣N
鄣X + V 鄣N

鄣( )Y
= J 鄣

鄣Y (滋 + k / 2) 鄣N
鄣( )( )Y

- k 2N + 鄣U
鄣( )Y

, (7)

摇 摇 籽0cp U 鄣T
鄣X + V 鄣T

鄣( )Y
= 鄣
鄣Y 资 f

鄣T
鄣( )Y

-
鄣qr

鄣Y, (8)

其中, X 和 Y 为有量纲的 Cartesian 坐标, U 和 V 分别为沿 X 和 Y 方向的有量纲速度分量,N 为

垂直于X鄄Y平面的有量纲微旋转分量,k为回转粘度系数,籽0 为温度 T0 时的流体密度,g为向下

的重力加速度,茁 为热膨胀系数. 由于认为平板无限大,所有对 X 的导数不出现[42鄄43],则方程

(5) ~ (8)变为

摇 摇 dV
dY = 0, (9)

摇 摇 籽0V
dU
dY = d

dY (滋 + k) dU
d( )Y

+ k dN
dY + 籽0g茁(T - T0), (10)

摇 摇 籽0JV
dN
dY = J d

dY (滋 + k / 2) dN
d( )Y

- k 2N + dU
d( )Y

, (11)

摇 摇 籽0cpV
dT
dY = d

dY 资 f
dT
d( )Y

-
dqr

dY, (12)

相应的边界条件为

摇 摇
Y = 0: U = Uw + 琢w (滋 + k) dU

dY( )+ kN , V = Vw, N =- n dU
dY, T = Tw,

Y = 啄: dU
dY = 0, N = 0, T = T0

ì

î

í

ï
ï

ï
ï ,

(13)

其中, 琢w 为有量纲的滑移参数,n(0臆 n臆1) 为边界参数. 当边界参数 n = 0时,得到N = 0,它

对应于无滑移条件,即在一个靠近壁面的浓微粒流动中,微单元是无法旋转的(如文献[44]中
的论述). 当 n = 1 / 2 时,表示有弱浓度微单元流动. 而 n = 1 对应于湍流边界层流动模型(见文

献[45]).
积分方程(9)并利用边界条件(13),得到

摇 摇 V = constant = Vw, (14)
其中, Vw 为表面处有量纲的法向速度,Vw > 0 时为喷出,Vw < 0 时为吸入.

应用 Rosseland 近似,有

摇 摇 qr = - 4滓*

3k( )*
dT 4

dY , (15)

其中, 滓* 为 Stefan Boltzmann 常数, k* 为平均吸收系数. 假定流动中的温度差足够小,使得 T 4

可以表示为温度的线性函数[46]:
摇 摇 T 4 抑4T 3

0 T - 3T 4
0 , (16)

这里忽略了展开式中更高阶的项.
引入下列无量纲变量:

摇 摇 浊 = Y
啄 , 詚 = 啄N

Uw
, u = U

Uw
, 兹(浊) =

T - T0

Tw - T0
. (17)
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粘度和热传导率随着无量纲温度的变化可以写成[34,37]

摇 摇 滋 = 滋0e -茁1兹, (18)
摇 摇 资 f = 资0(1 + 茁2兹), (19)

其中, 茁1 和 茁2 分别为粘度参数和热传导率参数,它们随着流体性质而变化. 滋0 为温度 T0 时的

流体粘度系数,资0 为温度 T0 时的热传导率.
将方程(14) ~ (19)代入方程(9) ~ (13),得到

摇 摇 (e -茁1兹 + K) d2u
d浊2 - fw + 茁1e -茁1兹 d兹

d( )浊
du
d浊 + K d詚

d浊 + m1兹 = 0, (20)

摇 摇 (e -茁1兹 + K / 2) d2詚
d浊2 - fw + 茁1e -茁1兹 d兹

d( )浊
d詚
d浊 - K 2詚 + du

d( )浊
= 0, (21)

摇 摇 (1 + 茁2兹) + 1( )R
d2兹
d浊2 + 茁2

d兹
d( )浊

2
- Prfw

d兹
d浊 = 0, (22)

相应的满足边界条件为

摇 摇

浊 = 0: u = 1 + 琢(e -茁1 + K(1 - n)) du
d( )浊

,

摇 摇 摇 詚 = - n du
d( )浊

, 兹 = 1,

浊 = 1: du
d浊 = 0, 詚 = 0, 兹 = 0

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï ,

(23)

其中, K = k / 滋0 为材料参数,m1 = g茁啄2(Tw - T0) / (淄0Uw) 为浮力参数,琢 = 琢w滋0 / 啄 为滑移参数,
Pr = 滋0cp / 资0 为 Prandtl 数,R = 3k*资0 / (16滓*T3

0) 为辐射参数, fw = Vw啄 / 淄0 表示吸入(或喷出)
的参数.

感兴趣的物理量还有表面摩擦因数 C f 和 Nusselt 数 Nu, 它们分别被定义为

摇 摇 C f =
2子w

籽0U 2
w
, Nu =

啄qw

资 f(Tw - T0)
, (24)

其中,壁面剪切应力 子w 和从平板传出的热量 qw 分别定义为

摇 摇 子w = (滋 + k) dU
dY[ ]+ kN

Y = 0
, qw = - 资 f

dT
d[ ]Y Y = 0

. (25)

利用方程(17) ~ (19),得到

摇 摇 1
2 C fRe = (e -茁1 + K(1 - n)) du

d( )浊 浊 = 0
, Nu = - d兹

d( )浊 浊 = 0
, (26)

其中, Re = 啄Uw / 淄0 为 Reynolds 数.

2摇 求 解 方 法

控制边界层方程(20) ~ (23)的求解区域为有界区间[0,1]. 应用下面的代数映射,求解区

域被映射为计算区域[-1,1]:
摇 摇 字 = 2浊 - 1.

方程(20) ~ (23)转换为下面的 Chebyshev 谱方程:
对于所有的 i = 0(1)L, 有

(摇 摇 e -茁1(移L
j = 0 l

兹
ij 灼 j+d兹i ) )+ K 准i -
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(摇 摇 摇 摇
fw
2 + 茁1e -茁1(移L

j = 0 l
兹
ij 灼 j+d兹i () 移

L

j = 0
l兹1ij 灼 j + d兹1 ) ) (i 移

L

j = 0
lu1ij 准 j + du1 )i +

摇 摇 摇 摇 K (2 移
L

j = 0
l兹1ij 鬃 j + 移

L

j = 0
l詚1ij 准 j + d詚1 )i +

m1 (4 移
L

j = 0
l兹ij灼 j + d兹 )i = 0, (27)

(摇 摇 e -茁1(移L
j = 0 l

兹
ij 灼 j+d兹i ) + K )2 鬃 i -

(摇 摇 摇 摇
fw
2 + 茁1e -茁1(移L

j = 0 l
兹
ij 灼 j+d兹i () 移

L

j = 0
l兹1ij 灼 j + d兹1 ) ) (i 移

L

j = 0
l兹1ij 鬃 j + 移

L

j = 0
l詚1ij 准 j + d詚1 )i -

摇 摇 摇 摇 K ( (2 移
L

j = 0
l兹ij鬃 j + 移

L

j = 0
l詚ij准 j + d詚 )i (+ 移

L

j = 0
lu1ij 准 j + du1 ) )i = 0, (28)

摇 摇 (1 + 茁2兹) + 1( )R
灼 i + 茁 (2 移

L

j = 0
l兹1ij 灼 j + d兹1 )i

2
-
Prfw (2 移

L

j = 0
l兹1ij 灼 j + d兹1 )i = 0, (29)

其中

摇 摇 l兹ij = b2
ij -

字 i + 1
2 b2

L j, d兹
i = 1 -

字 i + 1
2 , l兹1ij = bij -

1
2 b2

L j, d兹1
i = - 1

2 ,

摇 摇 l詚ij = n(1 - 字 i)bL j, d詚
i = 0, l詚1ij = - nbL j, d詚1

i = 0,
摇 摇 luij = b2

ij - [(字 i + 1) + 2琢(e -茁1 + K(1 - n))]bL j, du
i = 1,

摇 摇 lu1ij = bij - bL j, du1
i = 0,

这里

摇 摇 b2
ij = (字 i - 字 j)bij,摇 摇 i = 0(1)L,

bij 为矩阵 B 的元素,在文献[47]中给出. 然后利用 Newton 迭代法求解该方程组.

3摇 结果及讨论

为了验证本文数值解的精度, 就 K 和 n 取不同数值时, 将本文数值解和文献[33]的精确

解 (du / d浊) 浊 = 0 和(d詚 / d浊) 浊 = 0 列表比较. 表 1 表明, 本文的数值解和文献[33]的精确解是吻

合的.
表 1摇 当 K 和 n 取不同数值时,本文的数值解和文献[33]的精确解的比较

Table 1摇 Comparison between our numerical results and the exact results given

by reference [33] for various values of K and n

K n
(du / d浊) 浊 = 0

reference[33] present work

(d詚 / d浊) 浊 = 0

reference[33] present work

1 0. 0 0. 500 00 0. 500 00 -0. 104 35 -0. 104 35

2 0. 0 0. 333 33 0. 333 33 -0. 102 34 -0. 102 34

3 0. 0 0. 250 00 0. 250 00 -0. 091 24 -0. 091 24

4 0. 0 0. 200 00 0. 200 00 -0. 080 65 -0. 080 65

1 0. 5 0. 666 67 0. 666 67 0. 333 33 0. 333 33

2 0. 5 0. 500 00 0. 500 00 0. 250 00 0. 250 00

3 0. 5 0. 400 00 0. 400 00 0. 200 00 0. 200 00

4 0. 5 0. 333 33 0. 333 33 0. 166 67 0. 166 67

摇 摇 为了便于讨论,当滑移参数 琢,可变的粘度参数 茁1,材料参数 K,吸入(喷出) 参数 fw,可变

的热传导率参数 茁2,浮力参数m1 和辐射参数 R取不同数值时,绘出速度 u(浊),微旋转 - 詚(浊)
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和温度 兹(浊) 的分布曲线. 物理上,m1 < 0 相当于外部对平板加热,混合对流流动使平板温度

上升;m1 > 0相当于外部对平板冷却;当m1 = 0时,相当于没有混合对流的流动. 现在考虑混合

对流冷却的情形,仅选取正值的 m1 .

图 2摇 速度分布曲线随 琢 的变化 (n = 0. 5, 图 3摇 速度分布曲线随 茁1 的变化 (n = 0. 5,

茁1 = - 0. 1, 茁2 = 1, Pr = 0. 72, 琢 = 0. 1, 茁2 = 1, Pr = 0. 72,

R = 1. 3, K = 1. 5, m1 = 1) R = 1. 3, K = 1. 5, m1 = 1)

Fig. 2摇 Velocity profiels for various value of 琢 with Fig. 3摇 Velocity profiels for various value of 茁1 with

n = 0. 5, 茁1 = - 0. 1, 茁2 = 1, Pr = 0. 72, n = 0. 5, 琢 = 0. 1, 茁2 = 1, Pr = 0. 72,

R = 1. 3, K = 1. 5 and m1 = 1 R = 1. 3, K = 1. 5 and m1 = 1

图 4摇 速度分布曲线随 K 的变化 (n = 0. 5, 图 5摇 速度分布曲线随 m1 的变化 (n = 0. 5,

茁1 = - 0. 5, 茁2 = 1, Pr = 0. 72, 茁1 = - 0. 5, 茁2 = 1, Pr = 0. 72,

R = 1. 3, 琢 = 0. 1, m1 = 1) R = 1. 3, 琢 = 0. 1, K = 1. 5)

Fig. 4摇 Velocity profiels for various value of K with Fig. 5摇 Velocity profiels for various value of m1 with

n = 0. 5, 茁1 = - 0. 5, 茁2 = 1, Pr = 0. 72, n = 0. 5, 茁1 = - 0. 5, 茁2 = 1, Pr = 0. 72,

R = 1. 3, 琢 = 0. 1 and m1 = 1 R = 1. 3, 琢 = 0. 1 and K = 1. 5

图 2 给出了滑移参数 琢对速度 u(浊) 的影响. 图2显示,对于流体吸入和喷出两种情形,流
体速度都随着滑移参数琢的增大而增大. 图3显示了粘度参数 茁1 对速度分布曲线的影响. 对于

流体吸入和喷出两种情形,流体速度都随着粘度参数 茁1 的增大(粘度减小) 而减少. 图 4 显示

了流体速度分布曲线随着材料参数 K 的变化. 从图 4 中可以清楚地看到,对于一个给定的

fw(吸入或喷出),流体速度随着 K 的增大而减小. 材料参数的增大,导致流动的总粘度增大,因
此流动减缓. 图 5 中展示了速度分布随浮力参数m1 的变化. 可以发现,对于 fw < 0(喷出) 和 fw
< 0(吸入) 两种情况,流体速度随浮力参数m1 的增大而增大. 吸入(喷出) 参数 fw 对速度曲线
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的影响如图6所示. 从图6可以看到,随着从吸入( fw = - 0. 8) 增大到喷出( fw = 0. 8),平板处的

蒸发率在而增大. 图7 描绘了热传导率参数 茁2 对流体速度分布曲线的影响. 曲线 茁2 = 0 表示流

体热传导率参数为常数. 对于喷出和吸入两种情形,随着 茁2 的增大,各自流体薄膜层中的速度

亦增大. 对一个给定的 fw(吸入或喷出),图 8 显示了辐射参数 R 对无量纲速度的影响. 辐射参

数R 的增大,会导致速度的减小. 热辐射的增大,流体内热量更多,与引起边界层流动的浮力相

互作用后,促使那里的流体速度减小.

图 6摇 速度分布曲线随 fw 的变化 (n = 0. 5, 图 7摇 速度分布曲线随 茁2 的变化 (n = 0. 5,

茁1 = - 0. 5, 茁2 = 1, Pr = 0. 72, 茁1 = - 0. 5, Pr = 0. 72, R = 1. 3,

R = 1. 3, 琢 = 0. 1, m1 = 1, K = 1. 5) 琢 = 0. 1, m1 = 1, K = 1. 5)

Fig. 6摇 Velocity profiels for various value of fw with Fig. 7摇 Velocity profiels for various value of 茁2 with

n = 0. 5, 茁1 = - 0. 5, 茁2 = 1, Pr = 0. 72, n = 0. 5, 茁1 = - 0. 5, Pr = 0. 72, R = 1. 3,

R = 1. 3, 琢 = 0. 1, m1 = 1 and K = 1. 5 琢 = 0. 1, m1 = 1 and K = 1. 5

图 8摇 速度分布曲线随 R 的变化 (n = 0. 5, 图 9摇 微旋转分布曲线随 茁1 的变化 (n = 0. 5,

茁1 = - 0. 5, 茁2 = 1, Pr = 0. 72, 茁2 = 1, Pr = 0. 72, 琢 = 0. 1,

琢 = 0. 1, m1 = 1, K = 1. 5) R = 1. 3, m1 = 1, K = 1. 5)

Fig. 8摇 Velocity profiels for various value of R with Fig. 9摇 Microrotation profiels for various value of 茁1 with

n = 0. 5, 茁1 = - 0. 5, 茁2 = 1, Pr = 0. 72, n = 0. 5, 茁2 = 1, Pr = 0. 72, 琢 = 0. 1,

琢 = 0. 1, m1 = 1 and K = 1. 5 R = 1. 3, m1 = 1 and K = 1. 5

图 9 显示了粘度参数 茁1 对微旋转分布曲线 - 詚(浊) 的影响. 注意到对于喷出和吸入两种

情形, 粘度参数的增大, 都会导致微旋转的减小. 图 10 中描绘了材料参数 K 对微旋转分布曲

线 - 詚(浊) 的影响. 可以发现, 对于喷出和吸入两种情形, 微旋转都随着材料参数 K 的增大而

减小. 对一个给定的 fw(吸入或喷出),微旋转随不同数值浮力参数 m1 的变化如图 11 所示. 从
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图中可以发现,微旋转分布曲线随着m1 的增大而增大. 图 12 中描绘出不同数值 fw 时的微旋转

分布曲线. 可以发现, fw 从吸入( fw = - 0. 8) 增大到喷出( fw = 0. 8),微旋转在减小. 图 13 描绘

出微旋转随着热传导率 茁2 的变化. 可以发现,对于喷出和吸入两种情形,微旋转都随着热传导

率 茁2 的增大而增大. 图 14 描述了辐射参数 R 对微旋转的影响. 从图 14 可以发现,对于喷出和

吸入两种情形,微旋转都随着辐射参数 R 的增大而增大.

图 10摇 微旋转分布曲线随 K 的变化 (n = 0. 5, 图 11摇 微旋转分布曲线随 m1 的变化 (n = 0. 5,

茁1 = - 0. 5, 茁2 = 1, Pr = 0. 72, 茁1 = - 0. 5, 茁2 = 1, Pr = 0. 72,

R = 1. 3, 琢 = 0. 1, m1 = 1) R = 1. 3, 琢 = 0. 1, K = 1. 5)

Fig. 10摇 Microrotation profiels for various value of K with Fig. 11摇 Microrotation profiels for various value of m1 with

n = 0. 5, 茁1 = - 0. 5, 茁2 = 1, Pr = 0. 72, n = 0. 5, 茁1 = - 0. 5, 茁2 = 1, Pr = 0. 72,

R = 1. 3, 琢 = 0. 1 and m1 = 1 R = 1. 3, 琢 = 0. 1 and K = 1. 5

图 12摇 微旋转分布曲线随 fw 的变化 (n = 0. 5, 图 13摇 微旋转分布曲线随 茁2 的变化 (n = 0. 5,

茁1 = - 0. 5, 茁2 = 1, Pr = 0. 72, 茁1 = - 0. 5, Pr = 0. 72, m1 = 1,

R = 1. 3, 琢 = 0. 1, m1 = 1, K = 1. 5) R = 1. 3, 琢 = 0. 1, K = 1. 5)

Fig. 12摇 Microrotation profiels for various value of fw with Fig. 13摇 Microrotation profiels for various value of 茁2 with

n = 0. 5, 茁1 = - 0. 5, 茁2 = 1, Pr = 0. 72, n = 0. 5, 茁1 = - 0. 5, Pr = 0. 72, m1 = 1,

R = 1. 3, 琢 = 0. 1, m1 = 1 and K = 1. 5 R = 1. 3, 琢 = 0. 1 and K = 1. 5

温度分布曲线 兹(浊) 随 fw 值的变化如图15 所示. 可以发现,随着 fw 从吸入增大到喷出,热
边界层中温度水平均更高. 图 6,12,15 清楚地表明,壁面蒸发(喷出或吸入) 为我们控制流动

和热传导特性提供了一个有效途径. 图16描绘出热传导率 茁2 对无量纲温度的影响. 可以发现,
对于喷出和吸入两种情形,温度分布曲线都随着热传导率 茁2 的增大而增大. 图 17 对一个给定

的 fw(吸入或喷出),描绘出温度分布曲线随着辐射参数 R 的变化. 可以发现,温度分布曲线都
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随着 R 的增大而增大. 这是因为如下事实,辐射导致微极流体温度的增大,同时,无辐射时定义

小的温度.

图 14摇 微旋转分布曲线随 R 的变化 (n = 0. 5, 图 15摇 温度分布曲线随 fw 的变化 (n = 0. 5,

茁1 = - 0. 5, 茁2 = 1, Pr = 0. 72, 茁1 = - 0. 5, 茁2 = 1, Pr = 0. 72,

m1 = 1, 琢 = 0. 1, K = 1. 5) m1 = 1, R = 1. 3, 琢 = 0. 1, K = 1. 5)

Fig. 14摇 Microrotation profiels for various value of R with Fig. 15摇 Temperature profiels for various value of fw with

n = 0. 5, 茁1 = - 0. 5, 茁2 = 1, Pr = 0. 72, n = 0. 5, 茁1 = - 0. 5, 茁2 = 1, Pr = 0. 72,

m1 = 1, 琢 = 0. 1 and K = 1. 5 m1 = 1, R = 1. 3, 琢 = 0. 1 and K = 1. 5

图 16摇 温度分布曲线随 茁2 的变化 (n = 0. 5, 图 17摇 温度分布曲线随 R 的变化 (n = 0. 5,

茁1 = - 0. 5, Pr = 0. 72, m1 = 1, 茁1 = - 0. 5, 茁2 = 1, Pr = 0. 72,

R = 1. 3, 琢 = 0. 1, K = 1. 5) m1 = 1, 琢 = 0. 1, K = 1. 5)

Fig. 16摇 Temperature profiels for various value of 茁2 with Fig. 17摇 Temperature profiels for various value of R with

n = 0. 5, 茁1 = - 0. 5, Pr = 0. 72, m1 = 1, n = 0. 5, 茁1 = - 0. 5, 茁2 = 1, Pr = 0. 72,

R = 1. 3, 琢 = 0. 1 and K = 1. 5 m1 = 1, 琢 = 0. 1 and K = 1. 5

图 18 至图 21 给出了 茁1, m1, K, R, 茁2, fw 和 琢 对表面摩擦因数的影响. 当其他参数固定

时,图18给出了表面摩擦因数随着m1 和 茁1 的变化. 可以发现,对于喷出和吸入两种情形,对一

个固定的 m1,表面摩擦因数都随着 茁1 的增大而增大. 还可以发现,对于吸入( fw > 0) 和喷出

( fw < 0) 两种情形,当 茁1 值固定时,表面摩擦因数随着m1 的增大而增大. 当其他参数固定,m1

取不同数值时,图 19 显示表面摩擦因数随着 K 的变化情况. 可以发现,对一个给定的 fw(吸入

或喷出),当 m1 固定一个数值时,表面摩擦因数随着 K 的增大而减小.
当其他参数固定时,图 20 显示出表面摩擦因数随着 茁2 和R的变化. 可以发现,当R固定一

个数值时,对于 fw > 0 和 fw < 0 两种情况,表面摩擦因数随着 茁2 的增大而增大. 还可以发现,
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茁2 固定一个数值时,对于流体喷出和吸入两种情形,表面摩擦因数也随着 R 的增大而增大. 其
他参数固定时, fw 和 琢 对表面摩擦因数的影响如图 21 所示. 可以发现,当 琢 固定一个数值时,
随着 fw 从吸入( fw = - 0. 5) 增加到喷出( fw = 0. 5),表面摩擦因数亦随之增大. 对一个给定的

fw(吸入或喷出),同时其他参数固定时,图 22 描绘出 茁2 和 R 对 Nusselt 数的影响. 从图 22 可以

发现,当 R 固定一个数值时,Nusselt 数随着 茁2 的增大而减小. 还可以发现,当 茁2 固定时,Nus鄄
selt 数也随着 R的增大而减小. 吸入(喷出) 参数 fw 和 琢 对 Nusselt 数的影响如图 23 所示. 从图

23 可以发现,对一个固定的 琢 值,平板的蒸发率从吸入( fw = - 0. 5) 增加到喷出( fw = 0. 5) 时,
Nusselt 数也随之增大. 从图 21 和图 23 可以发现,对固定值 fw,滑移参数 琢 对表面摩擦因数和

Nusselt 数没有影响.

图 18摇 表面摩擦因数作为 m1 的函数,随 茁1 的 图 19摇 表面摩擦因数作为 m1 的函数,随 K 的

变化 (n = 0. 5, Pr = 0. 72, R = 1. 3, 变化 (n = 0. 5, R = 1. 3, 茁1 = - 0. 5,

茁2 = 1, 琢 = 0. 1, K = 1. 5) 茁2 = 1, Pr = 0. 72, 琢 = 0. 1)

Fig. 18摇 Skin friction cofficient as a function of m1 for Fig. 19摇 Skin friction cofficient as a function of m1 for

various value of 茁1 when n = 0. 5, Pr = 0. 72 various value of K when n = 0. 5, R = 1. 3,

R = 1. 3, 茁2 = 1, 琢 = 0. 1, K = 1. 5 茁1 = - 0. 5, 茁2 = 1, Pr = 0. 72, 琢 = 0. 1

图 20摇 表面摩擦因数作为 R 的函数,随 茁2 的 图 21摇 表面摩擦因数作为 琢 的函数,随 fw 的

变化 (n = 0. 5, m1 = 1, Pr = 0. 72, 变化 (n = 0. 5, m1 = 1, K = 1. 5,

茁1 = - 0. 5, 琢 = 0. 1, K = 1. 5) R = 1. 3, 茁1 = - 0. 5, 茁2 = 1, Pr = 0. 72)

Fig. 20摇 Skin friction cofficient as a function of R Fig. 21摇 Skin friction cofficient as a function of fw for

for various value of 茁2 when n = 0. 5, various value of 琢 when n = 0. 5, m1 = 1,

m1 = 1, Pr = 0. 72, 茁1 = - 0. 5, K = 1. 5, R = 1. 3, 茁1 = - 0. 5,

琢 = 0. 1 and K = 1. 5 茁2 = 1 and Pr = 0. 72
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图 22摇 Nusselt 数作为 R 的函数,随 茁2 的变化 图 23摇 Nusselt 数作为 琢 的函数,随 fw 的变化

(n = 0. 5, m1 = 1, Pr = 0. 72, (n = 0. 5, m1 = 1, K = 1. 5, R = 1. 3,

茁1 = - 0. 5, 琢 = 0. 1, K = 1. 5) 茁1 = - 0. 5, 茁2 = 1, Pr = 0. 72)

Fig. 22摇 Nusselt number as a function of R for various Fig. 23摇 Nusselt number as a function of fw for various

value of 茁2 when n = 0. 5, m1 = 1, Pr = 0. 72, value of 琢 when n = 0. 5, m1 = 1, K = 1. 5,

茁1 = - 0. 5, 琢 = 0. 1, K = 1. 5 R = 1. 3, 茁1 = - 0. 5, 茁2 = 1, Pr = 0. 72

4摇 结摇 摇 论

微极流体流过可移动、可渗透无限平板,计及辐射影响和滑移速度,以及流体特性参数的

变化,从理论上研究了混合对流薄膜层流动及其热传导问题. 应用 Chebyshev 谱方法,数值地

求解了该问题的常微分控制方程. 数值分析了不同参数,如粘度参数、材料参数、浮力参数、吸
入(喷出)参数、热传导率参数和辐射参数的影响,得到以下结论:

蚵 表面摩擦因数随着粘度参数、浮力参数、热传导率参数和辐射参数的增大而增大,但随

着材料参数的增大而减小.
蛎 Nusselt 数随着热传导率参数和辐射参数的增大而减小.
蚰 表面喷出时,表面摩擦因数和 Nusselt 数在减小;表面吸入时,它们在增大.
蚺 滑移参数对表面摩擦因数和 Nusselt 数没有影响.
蚱 在特殊情形下,本文得到的数值解与文献[33]的精确解是一致的.
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Variable Fluid Properties and Thermal Radiation Effects
on the Flow and Heat Transfer in a Micropolar Fluid

Film Past a Moving Permeable Infinite Flat
Plate With Slip Velocity

Mostafa A. A. Mahmoud,摇 Shimaa E. Waheed
(Department of Mathematics, Faculty of Science, Benha University (13518), Egypt)

Abstract: The influence of thermal radiation on the problem of mixed convection thin film flow
and heat transfer of a micropolar fluid past a moving infinite vertical porous flat plate with slip
velocity was dealt with. The fluid viscosity and the thermal conductivity were assumed to vary
as a function of temperature. The equations governing the flow were solved numerically using
the Chebyshev spectral method for some representative value of various parameters. Compari鄄
sons with previously published work were performed and found to be in an excellent agree鄄
ment. The effects of various parameters on the velocity, the microrotation velocity and the tem鄄
perature profiles as well as the skin鄄friction coefficient and the Nusselt number were plotted
and discussed.

Key words: micropolar fluid; thin film; slip velocity; variable fluid properties; thermal radia鄄
tion; Chebyshev spectral method
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