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分数阶 Duffing 混沌系统的动力性态
及其由单一主动控制的混沌同步
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摘要:摇 随着物理与技术的深入研究,分数阶非线性系统的动力性态及其分数阶混沌系统的同步

成为研究的焦点. 研究了分数阶 Duffing 系统的动力性态包括混沌性质,并且由分数阶非线性稳定

性准则得到了分数阶非自治系统的混沌同步. 特别地,研究了由单一主动控制的分数阶 Duffing 系

统的同步. 相应的数值结果演示了方法的有效性.
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引摇 摇 言

分数阶微积分的历史已经超过 300 年了,但是直到最近几十年应用科学家和工程师们才

认识到分数阶微分方程提供了更好的刻画复杂现象的方法. 例如,分数阶微分方程能更好地描

述非 Brown 运动、信号处理、模式识别、控制、粘性材料等. 与整数阶模型相比较,分数阶微分提

供了刻画具有记忆性和遗传性的各种材料及过程的良好的工具[1鄄3] .
研究分数阶动力系统中的混沌及其相关现象成为关注对象[4鄄9] . 例如,分数阶单摆 Duffing

系统[4]、分数阶改进 Duffing 系统[6]、分数阶 Lorenz 系统[9] . 混沌同步是非线性的另外一个重

要课题,在过去 20 年,混沌同步在各个研究领域吸引了广泛的关注[10鄄16] . 混沌同步在物理和

工程科学具有广泛的应用,特别地,保密通信吸引了很大的兴趣. 因此,分数阶混沌系统的应用

开始吸引研究者的关注. 由于分数阶混沌系统在保密通信和过程控制具有潜在的应用而成为

很有兴趣的问题[17鄄21] .
Duffing 系统具有广泛的应用. 由于 Duffing 系统对弱信号敏感,弱信号检测是最重要的应

用之一[22鄄24] . 我们的工作将研究分数阶 Duffing 系统的动力性质. 并得到分数阶 Duffing 系统的

存在性和唯一性. 同时,分析平衡点的稳定性. 本文最重要的工作是研究分数阶 Duffing 系统的

同步.
本文结构如下. 第 1 节给出分数阶微积分的定义,一些基本的性质和分数阶系统的数值算
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法;第 2 节引入分数阶 Duffing 系统;第 3 节分析分数阶 Duffing 系统的解的存在性以及平衡点

处的稳定性;第 4 节研究非自治系统的同步;主动控制技术将应用于分数阶非自治系统的同

步. 特别地,单一主动控制技术将应用于分数阶 Duffing 系统的同步;第 5 节为结论.

1摇 预 备 知 识

1. 1摇 分数阶微积分

在几个分数阶微分 /积分中[1鄄3],可能最常见的定义是 Caputo 定义和 Riemann鄄Liouville 定

义.
定义 1摇 函数 f( t),t > 0 称为在空间 C琢,琢 沂 R 中,如果存在实数 p( > 琢),使得 f( t) =

t p f1( t),其中 f1( t) 沂 C[0,肄 ] .
定义 2摇 函数 f( t),t > 0 称为在空间 Cm

琢 ,m 沂 N {胰 }0 中,如果 f (m) 沂 C琢 .
定义 3摇 设 f 沂 C琢 且 琢 逸- 1,则 滋(滋 > 0) 阶 Riemann鄄Liouville 积分由下式给出:

摇 摇 I 滋 f( t) = 1
祝(滋)乙

t

0
( t - 子) 滋 -1 f(子)d子,摇 摇 t > 0, (1)

其中 祝(·) 是 Gamma 函数.
定义 4摇 f, f 沂 Cm

1 , m 沂 N {胰 }0 的 Caputo 微分定义为

摇 摇 D q
* f( t) = I m-q f (m)( t),摇 摇 q > 0, (2)

其中, m = [q],m 为第 1 个大于 q 的整数.
Caputo 分数阶微分算子 D q

* 是可交换的

摇 摇 D p
*D q

* f(x) = D q
*D p

* f(x) = D p+q
* f(x),摇 摇 坌p, q 沂 R +,

如果 f(x) 是充分光滑的.
定义 5摇 Caputo 分数阶微分的 Laplace 变换是

摇 摇 {L D q
* f( t }) = sq {L f( t }) - 移

m-1

k = 0
sq-1-k f (k)(0), (3)

其中, L 表示 Laplace 变换,且 s 是复变量.
如果考虑初始条件为 0,式(3)变为

摇 摇 {L D q
* f( t }) = sq {L f( t }) . (4)

1. 2摇 解的存在性和稳定性定理

分数阶微分方程的初值问题是

摇 摇
D q

* x( t) = f( t,x( t)),
x(0) = x0

{ .
(5)

命题 1[1,25] 摇 假设 D:[0:T*] 伊 [x0 - 啄,x0 + 啄],其中,T* > 0,啄 > 0 且设 f:D: 寅 R 在

D 上有界且满足关于第 2 变量的 Lipschitz 条件,即存在独立于 t,x,y 的常数 L > 0 使得

摇 摇 | f( t,x) - f( t,y) | 臆 L | x - y | ,
则存在唯一的函数 x:[0,T] 寅 R 是初值问题的解,其中

摇 摇 T {min T*,(啄祝(q + 1) /椰f椰) 1 }/ q .
定义 6[26] 摇 系统(5)是渐近稳定的当且仅当 limt寅 肄 椰x( t)椰 = 0.
命题 2[27鄄28] 摇 对于给定的分数阶线性自治系统

摇 摇 D q
*X( t) = AX( t), X(0) = X0, (6)
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其中

摇 摇 X( t) = (x1,x2,… ,xn) T 沂 Rn, A = (aij) 沂 Rn伊 n

且 q = (q1,q2,…,qn) T,及 0 < qi 臆2( i = 1,2,…,n) . 假设 m 是分母 ui 的最小公倍数,而且 qi

= vi / ui,(ui,vi) = 1,ui,vi 沂 Z + 并令 酌 = 1 / m . 定义特征方程

摇 摇 det(diag([姿m q1 姿m q2 … 姿m qn]) - A) = 0,
如果特征方程的所有根 姿 i 满足

摇 摇 | arg(姿 i) | > 仔酌 / 2,摇 摇 对任意的 i,
则系统(6)的 0 解是渐近稳定的.

定义 7摇 分数阶方程(5)是相称分数阶系统,如果条件 q1 = q2 =… = qn = q满足. 分数阶方

程(5) 是不相称分数阶系统,如果条件 q1 屹 q2 屹 … 屹 qn 成立.
命题 3[26,28] 摇 对于给定不相称分数阶非线性系统

摇 摇
Dqi

* xi( t) = f i(x1( t),x2( t),…,xn( t)),
xi(0) = ci,摇 摇 i = 1,2,… ,n{ ,

(7)

其中, 0 < qi 臆2 ( i = 1,2,…,n) . 假定 m 是 ui 的最小公倍数,及 qi = vi / ui,(ui,vi) = 1,ui,vi
沂 Z +且令 酌 = 1 / m .

摇 摇 det(diag([姿m q1 姿m q2 … 姿m qn]) - J) = 0,
其中, J = 鄣f / 鄣x,如果上面特征方程的所有根 姿 满足 | arg(姿) | > 仔酌 / 2, 则系统(7)是渐近稳

定的.
1. 3摇 分数阶微分方程的数值算法

分数阶微分方程的数值算法由 Diethelm 等[29鄄30]提出. 该算法是预解鄄校正方法,是 Adams鄄
Bashforth鄄Moulton 方法的推广. 分数阶方程的初值问题是

摇 摇
D q

*y( t) = f( t,y( t)), 0 臆 t 臆 T,

y(k)(0) = y(k)
0 , k = 0,1,…,m - 1{ .

(8)

方程(8)等价于 Voltergral 积分方程

摇 摇 y( t) = 移
[q] -1

k = 0
y(k)
0

tk
k! + 1

祝(琢) 乙
t

0
( t - s) q-1 f( s,y( s))ds . (9)

令 h = T / N,tn = nh,n = 0,1,2,…,N, 则方程(9)可以如下离散化:

摇 摇 yh( tn+1) = 移
[q] -1

k = 0
y(k)
0

tk
k! + hq

祝(q + 2) f( tn+1,y p
h( tn+1)) +

摇 摇 摇 摇 hq

祝(q + 2)移
n

j = 0
a j,n+1 f( t j,yh( t j)), (10)

其中

摇 摇 琢 j,n+1 =
nq+1 - (n - q)(n + 1) q, j = 0,
(n - j + 2) q+1 + (n - j) q+1 - 2(n - j + 1) q+1, 1 臆 j 臆 n,
1, j = n + 1

ì

î

í

ïï

ïï .

(11)

初步逼近 y p
h( tn+1) 称为校正且由如下给出:

摇 摇 y p
h( tn+1) = 移

[q] -1

k = 0
y(k)
0

tk
k! + 1

祝(q)移
n

j = 0
b j,n+1 f( t j,yh( t j)), (12)

其中
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摇 摇 茁 j,n+1 = hq

q ((n + 1) - j) q - (n - j) q . (13)

这种方法的误差估计有

摇 摇 max
j = 0,1,…,N

| y( t j) - yh( t j) | = O(hp), (14)

其中, p = min(2,1 + q) .

2摇 分数阶 Duffing 系统

常见的 Duffing 系统[22]是

摇 摇 x + kx - ax + b x3 = r cos(棕t), (15)
其中, k,a,b,r 及 棕 是正常数.

上式可以写成 2 个微分方程的形式

摇 摇 x = y,
y = - ky + ax - bx3 + r cos(棕t){ .

(16)

现在我们考虑分数阶 Duffing 系统

摇 摇 D琢
*x + kD 茁

*x + ax - bx3 = r cos(棕t),摇 摇 1 < 琢 臆2, 0 < 茁 < 琢, (17)
则它可以写成两个分数阶微分方程

摇 摇
D 茁

*x = y,

D琢-茁
* y = - ky + ax - bx3 + r cos(棕t){ .

(18)

令 q1 = 茁,q2 = 琢 - 茁, 则式(18)等价于

摇 摇
Dq1

*x = y, 0 < q1 < 2,

Dq2
*y = - ky + ax - bx3 + r cos(棕t), 0 < q2 < 2{ .

(19)

3摇 解的存在性及稳定性

定理 1摇 分数阶 Duffing 系统的初值问题可以表示成如下形式:

摇 摇
D q

*X( t) = AX( t) + F( t) + x2
1( t)BX( t),摇 摇 t 沂 [0,M],

X(0) = X0
{ ,

(20)

其中

摇 摇 X( t) = (x1( t),x2( t)) T 沂 R2, X0 = (x10,x20) T,

摇 摇 A = 0 1æ

è
ç

ö

ø
÷

a - k
, B = 0 0

- b
æ

è
ç

ö

ø
÷

0
, F( t) = 0

r cos(棕t
æ

è
ç

ö

ø
÷

)
,

q = (q1,q2) T 和某个常数 M > 0, 则系统(20)具有唯一解.
证明摇 令 G( t,X( t)) = AX( t) + x2

1( t)BX( t) + F( t),显然它是连续的且在区间[X0 - 啄,
X0 + 啄] 上有界,对任意的 啄 > 0. 因为

摇 摇 | x2
1( t)BX( t) - y2

1( t)BY( t) | =

摇 摇 摇 摇
0

b(y1 - x1)(y2
1 + x1y1 + x2

1

æ

è
ç

ö

ø
÷

)
臆 b | y2

1 + x1y1 + x2
1 | | x1 - y1 | 臆

摇 摇 摇 摇 3b( | X0 | + 啄 ) 2 | x1 - y1 | 臆3b( | X0 | + 啄 ) 2 | X( t) - Y( t) | ,
进一步,我们有

摇 摇 | G( t,X( t)) - G( t,Y( t)) | 臆
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摇 摇 摇 摇 | A(X( t) - Y( t)) | + | x2
1( t)BX( t) - y2

1( t)BY( t) | ,
则

摇 摇 | G( t,X( t)) - G( t,Y( t)) | 臆 L | X( t) - Y( t) | ,
其中, L =椰 A椰 + 3b( | X0 | + 啄) 2,X( t),Y( t) 沂R2, |·|与椰·椰分别表示向量的模和矩阵的

模. 上面的不等式表示 G( t,X( t)) 满足 Lipschitz 条件. 基于命题 1,我们得到分数阶 Duffing 系

统的初值问题具有唯一解.

我们容易看到系统(19)具有 3 个不动点 O(0,0) 和 P 依( 依 a / b ,0) .
定理 2摇 关于系统(19),我们有

蚵 平衡点 O 是不稳定的.
蛎 平衡点 P + 和 P - 都是渐近稳定的,如果

摇 摇 a 臆 k2

8 或

a > k2

8 ,

8a - k2

k > tan 仔
2( )

ì

î

í

ï
ï

ï
ï 酌

满足.

证明摇 蚵 J0 = 0 1æ

è
ç

ö

ø
÷

a - k
是系统(19) 在平衡点 O 的 Jacobi 矩阵,它相应的特征值是

摇 摇 姿1 = - k + k2 + 4a
2 , 姿2 = - k - k2 + 4a

2 .

我们知道 姿1 > 0,则 | arg 姿1 | = 0 < 仔酌 / 2. 因此,平衡点 O 是不稳定的.

蛎 系统在点 P 依 具有相同的 Jacobi 矩阵 JP 依
= 0 1

- 2
æ

è
ç

ö

ø
÷

a - k
, 则特征方程是

摇 摇 姿2 + k姿 + 2a = 0.

如果 a 臆 k2 / 8,相应的特征值是 姿1,2 = ( - k 依 k2 - 8a) / 2,我们有姿1,2 < 0,所以 | arg 姿1,2 |
= 仔 > 仔酌 / 2 .因此,系统(19)是渐近稳定的.

如果 a > k2 / 8,相应的特征值是 姿1,2 = ( - k 依 i 8a - k2 ) / 2. 则 P 依 是渐近稳定的当且仅

当 8a - k2 / k > tan(仔酌 / 2) 满足.

注 1摇 如果满足条件 tan(仔酌 / 2) 逸 8a - k2 / k,平衡点 P + 和 P - 是不稳定的. 因此,系统(19)出现分岔

或混沌吸引子的必要条件是它满足上面不等式.

4摇 分数阶非自治系统的同步

考虑 2 个分数阶非自治系统的主鄄从(启动鄄响应)同步结构:

摇 摇
D q

*X( t) = f( t,X( t)),

D q
*Y( t) = g( t,Y( t)) + U( t{ ),

(21)

其中, q = (q1,q2,…,qn) T,X沂 Rn,Y沂 Rn 分别表示启动和响应系统的状态. f: Rn 寅 Rn,g: Rn

寅 Rn 分别表示启动和响应的向量场. 我们的目的就是选择合适的控制函数 Ut = (u1,u2,…,
un) 使得启动和响应系统的状态同步(也就是,limt寅肄 椰Y( t) - X( t)椰 = 0, 其中椰·椰 为 Eu鄄
clidean 模).
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4. 1摇 分数阶 Duffing系统的同步

在这小节,我们的目的是通过主动控制分数阶(包括相称阶和不相称阶)Duffing 系统达到

混沌同步. 主动和响应系统由如下给出:

摇 摇
Dq1

*x1 = y1,

Dq2
*y1 = - ky1 + ax1 - bx3

1 + r cos(棕t{ )
(22)

和

摇 摇
Dq1

*x2 = y2 + u1,

Dq2
*y2 = - ky2 + ax2 - bx3

2 + r cos(棕t) + u2
{ .

(23)

未知项 u1 和 u2 是待定的主动控制函数. 定义误差函数为

摇 摇
e1 = x2 - x1,
e2 = y2 - y1

{ .
(24)

通过式(23)减去式(22)并利用式(24),我们得到

摇 摇
Dq1

*e1 = e2 + u1,

Dq2
*e2 = - ke2 + ae1 - b(x3

2 - x3
1) + u2

{ .
(25)

令

摇 摇
u1 = - e2 - e1,

u2 = - ae1 + b(x3
2 - x3

1)
{ .

(26)

误差动力系统可写成

摇 摇
Dq1

*e1 = - e1,

Dq2
*e2 = - ke2

{ .
(27)

定理 3摇 对任意的初始条件,控制律(28)使得两个系统(式(22)和式(23))是全局渐近同

步的.
证明摇 假定 qi 沂 (1,2), i = 1,2 (对于其他情况,证明与前者类似). 在式(25)两边通过

Laplace 变换,令 E i( s) {= L (ei }) ( i = 1,2) 并且应用式(3),我们得到

摇 摇
sq1E1( s) - sq1-1e1(0) - sq1-2e(1)1 (0) = - E1( s),

sq2E2( s) - sq2-1e2(0) - sq2-2e(1)2 (0) = - kE2( s)
{ .

(28)

由式(28),容易得到

摇 摇
E1( s) =

sq1-1e1(0) + sq1-2e(1)1 (0)
sq1 + 1

,

E2( s) =
sq2-1e2(0) + sq2-2e(1)2 (0)

sq2 + k

ì

î

í

ï
ï

ï
ï .

(29)

根据 Laplace 的终值定理,我们有

摇 摇 lim
t寅肄

e1( t) = lim
s寅0 +

sE1( s) = lim
s寅0 +

sq1e1(0) + sq1-1e(1)1 (0)
sq1 + 1

= 0,

摇 摇 lim
t寅肄

e2( t) = lim
s寅0 +

sE2( s) = lim
s寅0 +

sq2e2(0) + sq2-1e(1)2 (0)
sq2 + k

= 0.

因此,在控制律(28)下,主动系统(22)和响应系统(23)达到同步.
4. 1. 1摇 仿真结果

为了证明和展示同步方法的有效性和可行性,我们将给出相称阶和不相称阶 Duffing 系统
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(a) x1 鄄y1 (b) x2 鄄y2
图 1摇 系统(22)和系统(23)的相位图

Fig. 1摇 Phase portraits of eq. (22) and (23)

(a) x1, x2 (b) y1, y2
图 2摇 启动系统(22)和响应系统(23)的时间序列

Fig. 2摇 The time series of drive system (22) and response system (23)

图 3摇 误差函数的演变

Fig. 3摇 The evolution of the error functions

的同步仿真结果. 为了方便起见,在全文中式

(19)的参数指定为 k = 0. 5, a = b = 1, 棕 = 1. 主动

系统(22) 和响应系统(23) 的初始条件分别为

x1(0) = 0,y1(0) = 0 和 x2(0) = 2, y2(0) = 3. 因此,
误差系统的初始条件为 e1(0) = 2, e2(0) = 3. 图 1
给出了式(22) 和(23)(q1 = q2 = 0. 95, r = 1) 的相

位图. 图 2 和图 3 展示了相称阶系统(q1 = q2 =
0郾 95,r = 1) 的同步. 图 4 展示了式 (22) 和

(23)(q1 = 0. 95,q2 = 0. 98,r = 0. 95) 的相位图. 图

(a) x1 鄄y1 (b) x2 鄄y2
图 4摇 系统(22)和系统(23)的相位图

Fig. 4摇 Phase portraits of eq. (22) and (23)
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(a) x1, x2 (b) y1, y2
图 5摇 启动系统(22)和响应系统(23)的时间序列

Fig. 5摇 The time series of drive system (22) and response system (23)

5 和图 6 展示了不相称解系统(q1 = 0. 95,q2 = 0. 98,r = 0. 95) 的同步.
4. 2摇 由单一控制函数控制的分数阶 Duffing系统的同步

在这小节,我们的目的是通过单一控制函数来研究分数阶 Duffing 系统的混沌同步. 主动

系统和响应系统如下:

图 6摇 误差函数的演变

Fig. 6摇 The evolution of the error functions

摇 摇
Dq1

*x1 = y1,

Dq2
*y1 = - ky1 + ax1 -

摇 摇 bx3
1 + r cos(棕t

ì

î

í

ï
ï

ïï )

(30)

和

摇 摇
Dq1

*x2 = y2,

Dq2
*y2 = - ky2 + ax2 - bx3

2 +
摇 摇 r cos(棕t) + v2

ì

î

í

ïï

ïï .

(31)

误差变量由式(24)定义. 通过式(31)减去式(30)并
利用式(24),我们得到

摇 摇
Dq1

*e1 = e2,

Dq2
*e2 = - ke2 + ae1 - b(x3

2 - x3
1) + v2

{ .
(32)

定理 4摇 系统(30)和(31)在下面的控制律下对于任意的初始条件达到全局同步:
摇 摇 v2 = - (1 + a)e1 + b(x3

2 - x3
1) . (33)

如果满足条件

摇 摇 k 逸2 或

0 < k < 2,

4 - k2

k > tan 仔
2( )酌

ì

î

í
ïï

ïï .
(34)

证明摇 将式(33)代入式(32)并得到

摇 摇
Dq1

*e1 = e2,

Dq2
*e2 = - e1 - ke2

{ .
(35)

相应的特征方程是

摇 摇 姿2 + k姿 + 1 = 0.

如果 k逸2,相应的特征值是 姿1,2 = ( - k 依 k2 - 4 ) / 2,我们得到 姿1,2 < 0. 如果满足条件

(34),根据命题 2,容易看出系统(35)是全局渐近稳定的. 因此,启动系统(30)和响应系统

645 何摇 摇 桂摇 摇 添摇 摇 摇 罗摇 摇 懋摇 摇 康



(31)同步.

如果 k < 2,相应的特征值是 姿1,2 = ( - k 依 i 4 - k2 ) / 2. 则 | arg(姿1,2) | > 仔酌 / 2 当且仅当

满足 4 - k2 / k > tan(仔酌 / 2) . 如果满足条件(34),根据命题 2,直接看出系统(35)是全局渐

近稳定的. 因此,启动系统(30)和响应系统(31)达到同步. 证毕.

(a) x1 鄄y1 (b) x2 鄄y2
图 7摇 系统(30)和系统(31)的相位图

Fig. 7摇 Phase portraits of eq. (30) and (31)

(a) x1, x2 (b) y1, y2
图 8摇 启动系统(30)和响应系统(31)的时间序列

Fig. 8摇 The time series of drive system (30) and response system (31)

图 9摇 误差函数的演变

Fig. 9摇 The evolution of the error functions

4. 2. 1摇 仿真结果

下面的数值仿真可以展示定理 4 的有效性. 分
数阶 Duffing 方程的参数取为 k = 0. 5, a = b = 棕 = 1.
启动系统和响应系统的初值条件分别为 x1(0) = 0,
y1(0) = 0 和 x2(0) = 2,y2(0) = 3.

蚵 相称的情况: (q1,q2) = (0. 95,0. 95),r = 1,
图 7 给出了式(30)和(31)的相位图. 图 8 和图 9 展

示了相称阶 Duffing 系统的同步;
蛎 不相称的情况: (q1,q2) = (0. 95,0. 98), r =

0. 95,图 10 展现了式(30)和(31)的相位图. 图 11 和

图 12 展示了不相称阶 Duffing 系统的同步.
4. 3摇 分数阶 Duffing 与分数阶 van der Pol鄄Duffing系统之间的同步

在这小节将研究分数阶 Duffing 与分数阶 van der Pol鄄Duffing 系统之间的同步. 假定分数

阶 van der Pol鄄Duffing 系统被分数阶 Duffing 系统同步,启动系统定义为
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(a) x1 鄄y1 (b) x2 鄄y2
图 10摇 系统(30)和系统(31)的相位图

Fig. 10摇 Phase portraits of eq. (30) and (31)

(a) x1, x2 (b) y1, y2
图 11摇 启动系统(30)和响应系统(31)的时间序列

Fig. 11摇 The time series of drive system (30) and response system (31)

图 12摇 误差函数的演变

Fig. 12摇 The evolution of the error functions

摇 摇
Dq1

*x1 = y1,

Dq2
*y1 = 滋(1 - x2

1)y1 + ax1 -

摇 摇 bx3
1 + R cos(赘 t

ì

î

í

ï
ï

ïï )

(36)

和响应系统定义为

摇 摇
Dq1

*x2 = y2 + u1,

Dq2
*y2 = - ky2 + ax2 - bx3

2 +
摇 摇 r cos(棕t) + u2

ì

î

í

ï
ï

ïï .

(37)

误差变量定义为式(24). 同步则误差 ei 寅 0 ( i = 1,
2),t 寅 肄 . 注意到

摇 摇
Dq1

*e1 = e2 + u1,

Dq2
*e2 = - ky2 + ax2 - bx3

2 + r cos(棕t) - 滋(1 - x2
1)y1 -

摇 摇 ax1 + bx3
1 - R cos(赘 t) + u2

ì

î

í

ï
ï

ïï .

(38)

控制函数 ui 定义为

摇 摇
u1 = V1( t),

u2 = (k + 滋)y1 - 滋x2
1y1 - (a - a)x1 + bx3

2 -

摇 摇 bx3
1 - r cos(棕t) + R cos(赘 t) + V2( t)

ì

î

í

ï
ï

ïï .

(39)

Vi( t) 是误差项 ei( t) 的线性函数. ui( t) 由式(39)给出,则误差系统(38)成为
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摇 摇
Dq1

*e1 = e2 + V1( t),

Dq2
*e2 = - ke2 + ae1 + V2( t)

{ .
(40)

控制项 Vi( t) 的选择必须使得系统(40)稳定. 这样的函数并没有唯一的选择. 我们选择

摇 摇
V1

V
æ

è
ç

ö

ø
÷

2

= A
e1
e

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

, (41)

其中, A 是 2伊2 的实矩阵,如果选择合适则系统(40)的所有特征值满足条件

摇 摇 | arg(姿 i) | > 仔 / (2酌) . (42)
如果我们选择

摇 摇 A = - 1 - 1
- a k -

æ

è
ç

ö

ø
÷

1
, (43)

则线性系统(40)的所有特征值特是-1. 所以系统(40)是稳定的并且式(36)和(37)同步.
4. 3. 1摇 仿真结果

分数阶 Duffing 系统的参数取为 k = 0. 5, a = b = 棕 = 1, r = 0. 95,并且分数阶 van der Pol鄄
Duffing 系统的参数取为 滋 = 0. 1, a = b = 0. 5, R = 0. 75, 赘 = 2.分数阶取为 q1 = 0. 96, q2 =
0郾 98. 系统(36)和(37)的初值条件分别为 x1(0) = 0, y1(0) = 0 和 x2(0) = 2,y2(0) = 3. 则误差

系统(40)的初始条件自然为 e1(0) = 2, e2(0) = 3. 图 13 展示了式(36)和(37)的相位图. 同步

的仿真结果由图 14 和图 15 展现. 容易看出随着时间趋于无穷,系统同步. 图 15 展示了误差动

力系统(40)的所有变量迅速地趋于 0,从而蕴含混沌同步.

(a) x1 鄄y1 (b) x2 鄄y2
图 13摇 系统(36)和系统(37)的相位图

Fig. 13摇 Phase portraits of eq. (36) and (37)

(a) x1, x2 (b) y1, y2
图 14摇 启动系统(36)和响应系统(37)的时间序列

Fig. 14摇 The time series of drive system (36) and response system (37)
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4. 4摇 在保密通信中的潜在应用

当科学家科和工程师寻求实际应用时,引发了人们充分挖掘分数阶混沌系统在保密通信

中的应用的想法. 混沌同步在通信中的大致结构由图 16 展示. 我们可以划分 3 个潜在的应用

领域,其中包括如下 3 个方面.

图 15摇 误差函数的演变

Fig. 15摇 The evolution of the error functions

1) 宽带方面:混沌信号本质是非周期的并且拥

有连续的频谱. 在通信中,宽带信号被用来袭击信道

的不完善. 分数阶混沌信号自然成为扩频通信的候

选.
2) 复杂性方面:由于分数阶系统比整数阶系统

具有更多的参数(分数阶也可看成是参数),因此分

数阶混沌系统比整数阶混沌系统具有更大的密钥空

间. 因此,分数阶混沌信号具有更复杂的结构. 在长

时间内就很难猜测发生器的结构和预测信号.
3) 正交性方面:分数阶混沌信号是非周期的. 因

图 16摇 分数阶混沌的通信结构

Fig. 16摇 Structure of fractional chaos communication scheme

此,自相关函数具有截尾性. 正交性可应用于多用户通信.

5摇 结摇 摇 论

在当前的工作,充分研究了分数阶 Duffing 系统的动力性态. 分数阶 Duffing 系统解的存在

性和唯一性和平衡点处的稳定性得到了证明. 文章最重要的工作是研究分数阶非自治系统的

同步. 特别地,应用单一控制技术使得分数阶 Duffing 系统同步. 并且相应数值仿真结果展现了

所提同步技术的有效性. 我们相信我们的工作为分数阶非线性振子的理论研究提供了丰富的

材料,并且给出了在保密通讯中的潜在应用.
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Dynamic Behavior of Fractional Order Duffing
Chaotic System and Its Synchronization

Via Singly Active Control

HE Gui鄄tian,摇 LUO Mao鄄kang
(Department of Mathematics, Sichuan University, Chengdu 610064, P. R. China)

Abstract: Along with the deepening of research on physics and technology,dynamics of frac鄄
tional order nonlinear systems and synchronization of fractional order chaotic systems focus
strong attention on itself. The dynamic behavior including chaotic properties of fractional order
Duffing systems was extensively investigated and,via the stability criterion of linear fractional
systems,the synchronization of a fractional non鄄autonomous system was obtained. Especially,a
kind of effective singly active control was proposed and applied to synchronize the fractional or鄄
der Duffing system. The corresponding numerical results demonstrated the effectiveness of the
proposed methods.

Key words: caputo fractional derivative; fractional order duffing system; synchronization
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