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摘要:摇 主要研究量子 Zakharov 方程. 在先验估计的基础上通过标准的 Galerkin 逼近方法得到了量

子 Zakharov 方程解的存在唯一性. 同时,也讨论了相应的解的渐进性行为,并且构造出在不同的能

量空间上弱拓扑意义下的全局吸引子.

关摇 键摇 词:摇 量子 Zakharov 方程;摇 吸收集;摇 全局吸引子

中图分类号:摇 O175. 2摇 摇 摇 文献标志码:摇 A
DOI: 10. 3879 / j. issn. 1000鄄0887. 2012. 04. 009

引摇 摇 言

研究在超小型电子设备[1]、 致密天体等离子系统[2]、激光等离子体[3] 中的量子效应是很

重要的. 近年来,人们对古典等离子体物理现象中相应的量子效应的研究越来越感兴趣. 例如,
带电粒子系统的量子流体动力学模型,在 Manfredi 和 Haas 的封闭假设下[4]成功地描述了量子

耗散现象[5] . 在量子离子声波的情况下[6],对于线性的、弱非线性的和完全非线性波的纯量子

起源的几个特性被得到. 完全非线性的量子离子声波可能有连贯的周期的模式,这是在古典的

情况下没有的. 然而,可以通过进一步研究由量子离子声波和量子 Langmuir 波之间的非线性

耦合[7],来研究完全非线性波的情况.
在古典的情况下,描述高频 Langmuir 波和低频离子声波之间的相互作用时产生的一系列

耦合的非线性波方程,首先是由 Zakharov 提出来的[8] . Zakharov 方程(在标准化单位下)可以

被写为

摇 摇 iE t + 驻E - nE = 0, (1)
摇 摇 ntt - 驻n - 驻 | E | 2 = 0, (2)

其中, E:赘 伊 R +寅 C 是高频电场的包络, n:赘 伊 R +寅 R 是相对于平衡值所测量的离子密度.
Zakharov 方程在等离子体波和类似于非线性 Schr觟dinger 方程的扰动理论中起着重要的作用.
由于它的重要性,Zakharov 方程引起了许多数学家和物理学家的注意,并且在理论上和数值分

析上进行了广泛的研究. Zakharov 方程以及耗散 Zakharov 方程在一维情况下的解的存在唯一
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性和渐进性行为已经被研究[9鄄14] . 二维的古典 Zakahrov 方程的解的适定性和吸引子也被许多

作者研究[15鄄17] .
进一步, 如果研究量子离子声波和量子 Langmuir 波之间的非线性耦合情况,那么利用量

子流体方法[7]可以得到带量子纠正的修正 Zakharov 方程,也就是量子 Zakharov 方程. 量子 Za鄄
kharov 方程具有下面形式:

摇 摇 iE t + 驻E - H 2驻2E - nE = 0, (3)
摇 摇 ntt - 驻n + H 2驻2n - 驻 | E | 2 = 0, (4)

其中, H > 0 是量子参数,它表示等离子体能量和热电子能量之间的比率. 大值 H 的存在指出

了在致密等离子体,尤其是在天体等离子体中,离子声波和 Langmuir 波之间耦合的作用下量

子效应的实验结果. 最近几十年来,关于量子 Zakharov 方程几乎没有什么结果. 目前,对于量

子 Zakharov 方程有一些重要的性质需要研究,例如,需要研究量子 Zakharov 方程量子孤立波

解和量子空洞以及热化和复发的相关非线性分析之间的一致连贯性[7] . 因此,在数学上和物

理上研究量子 Zakharov 方程都是有意义的.
为了得到更好的定性研究,我们需要包括量子 Zakharov 方程由于阻尼效应和能量损失效

应失去的力,这样我们就得到了耗散的量子 Zakharov 方程. 本文的主要目的是研究耦合的非

线性耗散的 Zakharov 方程:
摇 摇 iE t + 驻E - H 2驻2E - nE + i酌E = 0, (5)
摇 摇 ntt + 琢nt - 驻n + H 2驻2n - 驻 | E | 2 = 0, (6)

其中, 琢 > 0,酌 > 0,H > 0. 众所周知,当 H = 0 时,耗散的 Zakharov 方程的渐进性行为在一维

情况下,被 Flahaut[9],Goubet 和 Moise[12] 研究过;在二维的情况下,被 Chueshov 和 Shcherbi鄄
na[17]研究过. 然而,由于本文考虑的是在量子效应下的量子 Zakharov 方程(5)和(6). 因此,我
们可以得到它在 1 ~ 3 维数情况下的渐进性行为. 更精确地讲,在 1 ~ 3 维的情况下,利用一些

估计技巧和选择合适的函数空间,我们可以得到带量子纠正项的系统(5)和(6)的解的存在唯

一性和渐进性行为. 解的存在唯一性是在先验估计的基础上通过标准的 Galerkin 逼近得到的.
同时,解的渐进性行为被研究,并且构造出了解系统在空间 V1 和 V2 中的带弱拓扑的最大吸引

子,其中空间 V1 和 V2 是第 1 节中定义的空间.
本文结构如下:第 1 节,给出了预备知识;第 2 节,给出了隐含有界吸收集的存在性的关于

时间一致的先验估计;第 3 节,利用标准的 Galerkin 逼近得到耗散系统的解的存在唯一性;第 4
节,讨论有界吸收集的 棕 极限集的最大吸引子的构造. 全文中字母 c,c忆 和 ci( i = 1,2) 表示一般

的正常数,它们可能在每一项中代表不同的值.

1摇 预 备 知 识

首先在 RR d(d = 1,2,3) 空间中定义有界集 赘 = [0,L] d . 在 赘 上考虑下面耦合非线性耗散

量子 Zakharov 方程:
摇 摇 iE t + 驻E - H 2驻2E - nE + i酌E = 0,
摇 摇 ntt + 琢nt - 驻n + H 2驻2n - 驻 | E | 2 = 0,

它满足周期边界条件

摇 摇 E(x + Lej) = E(x), n(x + Lej) = n(x),摇 摇 j = 1,2,3
和初始条件

摇 摇 n(x,0) = n0(x), nt(x,0) = n1(x), E(x,0) = E0(x),摇 摇 x 沂 赘,
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并且假设

摇 摇 乙
赘
E(x)dx = 0, 乙

赘
n(x)dx = 0,

这里, 琢 > 0,酌 > 0,H > 0.

由 (u,v) = 乙
赘
u(x) v(x)dx 定义周期空间 L2

per(赘) 上的内积,并且定义空间 L2
per(赘) 上的范

数为

摇 摇 椰u椰 = 椰u椰L2per (= 乙
赘
| u | 2d )x

1 / 2
.

空间 L2
per(赘) 上一般的 p鄄 范数定义为

摇 摇 椰u椰Lp = 椰u椰Lpper (= 乙
赘
| u | pd )x

1 / p
.

当 k 沂 Z + 时,在周期空间 H k
per(赘) 上的范数定义为

摇 摇 椰u椰k = 椰u椰H kper (= 移
0臆| 琢| 臆k

椰D琢u椰2
L2(赘 ))

1 / 2
,

在周期空间 H k
per(赘) 上的范数定义为

摇 摇 椰u椰H kper (= 移
| 琢| = k

椰D琢u椰2
L2(赘 ))

1 / 2
.

我们的工作空间是满足零积分条件 乙
赘
udx = 0 的 L 周期空间,即空间 Lp

per(赘) 和 H k
per(赘) . 零积

分条件乙
赘
udx = 0 允许我们应用 Poincar佴 不等式 椰u椰臆 姿 -1 / 2

1 椰Ñu椰,其中 姿1 = 4仔2 / L2 . 我们

知道只要零积分条件成立,空间 Hk
per(赘) 上的范数和空间 Hk

per(赘) 的范数就是等价的. 另外,周
期空间 H -k

per(赘) 定义为空间 Hk
per(赘) 的对偶空间.

对于非线性波方程,我们设 m = nt + 着n,其中 着 > 0 足够小[18],并在后面给出选择. 于是我

们有 3 个未知变量满足下面的方程组:
摇 摇 iE t + 驻E - H 2驻2E - nE + i酌E = 0, (7)
摇 摇 m = nt + 着n, (8)
摇 摇 mt + (琢 - 着)m - 着(琢 - 着) n - 驻n + H 2驻2n - 驻 | E | 2 = 0, (9)

其中, 琢 > 0,酌 > 0,H > 0,着 > 0. 相应的初始化条件为

摇 摇 m(x,0) = n1(x) + 着n0(x) = m0(x), n(x,0) = n0(x), E(x,0) = E0(x) .
对于系统(7) ~ (9)来讲,我们定义乘积空间 V0,V1 和 V2 如下:
摇 摇 V0 = H -1

per(赘) 伊 H 1
per(赘) 伊 H 2

per(赘),
摇 摇 V1 = H 1

per(赘) 伊 H 3
per(赘) 伊 H 4

per(赘),
摇 摇 V2 = H 3

per(赘) 伊 H 5
per(赘) 伊 H 6

per(赘),
其中,乘积空间 Vk 的前两个子空间是实空间,Vk 的第 3 个空间是复空间,(k = 0,1,2) . 我们给

乘积空间 Vk(k = 0, 1, 2) 赋予通常意义下的乘积空间的范数,它们有如下紧嵌入关系 V2 奂 V1

奂 V0 . 为方便起见, 本文我们使用积分乙 udx 表示积分乙
赘
udx . L2

per 和 Hk
per(赘) 可以分别被看作

空间 L2
per(赘) 和H k

per(赘), 因为在零积分条件下空间H k
per(赘) 上的范数等价于空间H k

per(赘) 上的

范数.
下面我们给出在本文中要用到的一系列不等式. 由 Gagliardo鄄Nirenberg 不等式, 我们可以
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得到

摇 摇 椰u椰L4 臆 c椰u椰1-d / 4
L2 椰u椰d / 4

H 1 ,摇 摇 摇 摇 u 沂 H 1(赘), d = 1,2,3,
摇 摇 椰u椰L4 臆 c椰u椰1-d / 8

L2 椰u椰d / 8
H 2 , u 沂 H 2(赘), d = 1,2,3,

摇 摇 椰u椰L肄 臆 c椰u椰1-d / 4
L2 椰u椰d / 4

H 2 , u 沂 H 2(赘), d = 1,2,3.

2摇 先 验 估 计

2. 1摇 在空间 V0 = H -1
per(赘) 伊 H 1

per(赘) 伊 H 2
per(赘) 中的先验估计

性质 1摇 如果 E0 沂 L2
per(赘),那么 E 沂 L肄(R +;L2

per(赘)) .
证明摇 式(7)与 E 在 赘 上取内积后取虚部可得

摇 摇 1
2

d
dt椰E椰2 + 酌椰E椰2 = 0.

于是我们有

摇 摇 椰E椰2 = e -2酌t椰E0椰2 臆 M00, (10)
其中 M00 是独立于时间 t 的正常数. 阴

性质 2 摇 如果 (m0,n0,E0) 沂 H -1
per(赘) 伊 H 1

per(赘) 伊 H 2
per(赘),那么(m,n,E) 沂 L肄(R +;

H -1
per(赘) 伊 H 1

per(赘) 伊 H 2
per(赘)) .

证明摇 式(7)与 E 在 赘 上取内积后取实部可得

摇 摇 椰ÑE椰2 + H 2椰驻E椰2 - Re乙iE tE
-
dx + 乙n | E | 2dx = 0. (11)

式(7)与 E t 在 赘 上取内积后取实部可得

摇 摇 1
2

d
dt (椰ÑE椰2 + H 2椰驻E椰2) - Re乙 i酌 EE

-
tdx + 1

2 乙n( | E | 2) tdx = 0. (12)

从式 (11) 伊 酌 + 式(12) 可得

摇 摇 1
2

d
dt (椰ÑE椰2 + H 2椰驻E椰2) + 酌(椰ÑE椰2 + H 2椰驻E椰2) +

摇 摇 摇 摇 1
2 乙n( | E | 2) tdx + 酌乙 n | E | 2dx = 0. (13)

式(9)与 ( - 驻) -1m 在 赘 上取内积可得

摇 摇 1
2

d
dt椰m椰2

-1 + (琢 - 着)椰m椰2
-1 +

摇 摇 摇 摇 乙(mn - 着(琢 - 着)( - 驻) -1mn - H 2m驻n + m | E | 2)dx = 0.

注意到

摇 摇 乙mndx = 1
2

d
dt椰n椰2 + 着椰n椰2, - 乙m驻ndx = 1

2
d
dt椰Ñn椰2 + 着椰Ñn椰2 .

于是我们有

摇 摇 1
2

d
dt (椰m椰2

-1 + 椰n椰2 + H 2椰Ñn椰2) + (琢 - 着)椰m椰2
-1 -

摇 摇 摇 摇 着(琢 - 着)乙 ( - 驻) -1mndx + 着椰n椰2 + 着H 2椰Ñn椰2 +

摇 摇 摇 摇 乙nt | E | 2dx + 着乙n | E | 2dx = 0. (14)
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选取 着 臆 {min 琢 / 4,2姿1 / }琢 ,其中 姿1 是 Laplace 算子 - 驻 的第一特征值,于是可以得到

摇 摇 (琢 - 着)椰m椰2
-1 - 着(琢 - 着)乙 ( - 驻) -1mndx + 着椰n椰2 逸

摇 摇 摇 摇 着
2 (椰m椰2

-1 + 椰n椰2) .

从式(14)可以导出

摇 摇 1
2

d
dt (椰m椰2

-1 + 椰n椰2 + H 2椰Ñn椰2) + 着
2 (椰m椰2

-1 + 椰n椰2) +

摇 摇 摇 摇 着H 2椰Ñn椰2 + 乙nt | E | 2dx + 着乙n | E | 2dx 臆0. (15)

由式(13)伊2+式(15)并取正常数 浊0 = {min 着 / 8, }酌 可得

摇 摇 d
d (t

1
2 (椰m椰2

-1 + 椰n椰2 + H 2椰Ñn椰2) + 椰ÑE椰2 + H 2椰驻E椰2 +

摇 摇 摇 摇 乙n | E | 2d )x + 着
2 (椰m椰2

-1 + 椰n椰2 + H 2椰Ñn椰2) +

摇 摇 摇 摇 2酌(椰ÑE椰2 + H 2椰驻E椰2) + 浊0乙n | E | 2dx 臆

摇 摇 摇 摇 - (2酌 + 着 - 浊0)乙n | E | 2dx . (16)

此外,当 d = 1,2,3 时,有下面不等式:

摇 摇 - (2酌 + 着 - 浊0)乙n | E | 2dx 臆 c椰n椰椰E椰2
L4 臆 着

4 椰n椰2 + c椰E椰4
L4 臆

摇 摇 摇 摇 着
4 椰n椰2 + 酌H 2椰驻E椰2 + c, (17)

其中应用了 H觟lder 不等式和 Gagliardo鄄Nirenberg 不等式.
设

摇 摇 H0( t) = 1
2 (椰m椰2

-1 + 椰n椰2 + H 2椰Ñn椰2) +

摇 摇 摇 摇 椰ÑE椰2 + H 2椰驻E椰2 + 乙n | E | 2dx .

取 琢0 = 浊0, 把式(17)代入式(16)中可得

摇 摇 d
dtH0( t) + 琢0 H0( t) 臆 资0, (18)

其中 资0 是依赖于 椰E0椰 的正常数.
根据 Gronwall 引理,从式(18)可以得到

摇 摇 H0( t) 臆 e -琢0tH0(0) +
资0

琢0
(1 - e -琢0t) 臆 e -琢0tH0(0) +

资0

琢0
臆 M0, (19)

其中 M0 是不依赖于时间的正常数.
然而,我们需要估计在 V1 中的范数. 注意到当 d = 1,2,3 时,有

摇 摇 乙n | E | 2dx 臆 椰n椰椰E椰2
L4 臆 1

4 椰n椰2 + H 2

2 椰驻E椰2 + c,

于是可得

摇 摇 H0( t) 逸 1
4 (椰m椰2

-1 + 椰n椰2 + H 2椰Ñn椰2) +
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摇 摇 摇 摇 1
2 (椰ÑE椰2 + H 2椰驻E椰2) - c .

根据式(19)可得

摇 摇 椰m椰2
-1 + 椰n椰2 + H 2椰Ñn椰2 + 椰ÑE椰2 + H 2椰驻E椰2 臆

摇 摇 摇 摇 4H0( t) + c 臆4M0 + c = N0,
其中 N0 是不依赖于时间的正常数. 于是可知

摇 摇 (m,n,E) 沂 L肄(R +;H -1
per(赘) 伊 H 1

per(赘) 伊 H 2
per(赘)) . 阴

2. 2摇 在空间 V1 = H 1
per(赘) 伊 H 3

per(赘) 伊 H 4
per(赘),V2 = H 3

per(赘) 伊 H 5
per(赘) 伊 H 6

per(赘) 中的

先验估计

利用类似于性质 1 和性质 2 中的估计技巧,我们可以得到下面的分别在空间 V1 和 V2 中的

性质 3 和性质 4. 因此我们只给出证明的概要.
性质 3 摇 如果 (m0,n0,E0) 沂 H 1

per(赘) 伊 H 3
per(赘) 伊 H 4

per(赘),那么(m,n,E) 沂 L肄(R +;
H 1

per(赘) 伊 H 3
per(赘) 伊 H 4

per(赘)) .
证明摇 式(9)与 m 在 赘 上取内积可得

摇 摇 1
2

d
dt椰m椰2 + (琢 - 着)椰m椰2 - 着(琢 - 着)乙mndx -

摇 摇 摇 摇 乙m驻ndx + H 2乙m驻2ndx - 乙m驻 | E | 2dx = 0.

注意到

摇 摇 - 乙m驻ndx = 1
2

d
dt椰Ñn椰2 + 着椰Ñn椰2,

摇 摇 H 2乙m驻2ndx = H 2

2
d
dt椰驻n椰2 + 着H 2椰驻n椰2,

有

摇 摇 1
2

d
dt (椰m椰2 + 椰Ñn椰2 + H 2椰驻n椰2) + (琢 - 着)椰m椰2 -

摇 摇 摇 摇 着(琢 - 着)乙mndx + 着椰Ñn椰2 + 着H 2椰驻n椰2 - 乙m 驻 | E | 2dx = 0. (20)

与前面类似,取 着 臆 {min 琢 / 4,2姿1 / }琢 可得

摇 摇 (琢 - 着)椰m椰2 - 着(琢 - 着)乙mndx + 着椰Ñn椰2 逸 着
2 (椰m椰2 + 椰Ñn椰2) .

从式(20)可得

摇 摇 1
2

d
dt (椰m椰2 + 椰Ñn椰2 + H 2椰驻n椰2) +

摇 摇 摇 摇 着
2 (椰m椰2 + 椰Ñn椰2 + H 2椰驻n椰2) 臆 乙m 驻 | E | 2dx . (21)

此外还有

摇 摇 乙m 驻 | E | 2dx 臆 着
8 椰m椰2 + c .

类似于前面的估计可得

摇 摇 1
2

d
dt (椰Ñm椰2 + 椰驻n椰2 + H 2椰Ñ驻n椰2) +
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摇 摇 摇 摇 着
2 (椰Ñm椰2 + 椰驻n椰2 + H 2椰Ñ驻n椰2) 臆- 乙驻m 驻 | E | 2dx . (22)

进一步,我们注意到

摇 摇 - 乙驻m 驻 | E | 2dx 臆 着
8 椰Ñm椰2 + 酌H 2

16 椰驻2E椰2 + c .

另一方面,式(7)与 驻2E t 在 赘 上取内积后取实部,利用式(7)可得

摇 摇 1
2

d
dt (椰Ñ驻E椰2 + H 2椰驻2E椰2) + 酌(椰Ñ驻E椰2 + H 2椰驻2 E椰2) =

摇 摇 摇 摇 - d
dt Re乙nE驻2E

-
dx - 酌Re乙nE驻2E

-
dx + Re乙 (nE) t 驻2E

-
dx .

于是取 浊1 = {min 着 / 2,酌 / }2 可得

摇 摇 1
2

d
d (t 椰Ñ驻E椰2 + H 2椰驻2E椰2 + 2Re乙nE驻2E

-
d )x +

摇 摇 摇 摇 酌
2 (椰Ñ驻E椰2 + H 2椰驻2E椰2) + 浊1Re乙nE驻2E

-
dx 臆

摇 摇 摇 摇 Re乙(nE) t 驻2 E
-
dx + (浊1 - 酌)Re乙nE驻2E

-
dx . (23)

我们利用插值不等式及 Young 不等式和 Gagliardo鄄Nirenberg鄄Sobolev 不等式,分别对上式右端

的每一项进行估计. 接着把式(21) ~ (23)相加,并且设

摇 摇 H1( t) = 1
2 (椰m椰2 + 椰Ñm椰2 + 椰Ñn椰2 + (H 2 + 1)椰驻n椰2 +

摇 摇 摇 摇 H 2椰Ñ驻n椰2) + 1
2 (椰Ñ驻E椰2 + H 2椰驻2E椰2) + Re乙nE驻2E

-
dx,

只要 琢1 = 浊1 可得

摇 摇 d
dt H1( t) + 琢1 H1( t) 臆 资1,

其中 资1 是不依赖于时间的正常数. 于是根据 Gronwall 引理可得

摇 摇 H1( t) 臆 e -琢1tH1(0) +
资1

琢1
(1 - e -琢1t) 臆 M1, (24)

其中 M1 是独立于时间的正常数.
然而,我们需要估计在空间 V1 中的范数. 注意到

摇 摇 Re乙nE驻2E
-
dx 臆 H 2

4 椰驻2E椰2 + c,

从 H1( t) 和式(24)可得

摇 摇 椰m椰2 + 椰Ñm椰2 + 椰Ñn椰2 + (H 2 + 1)椰驻n椰2 +
摇 摇 摇 摇 H 2椰Ñ驻n椰2 + 椰Ñ驻E椰2 + H 2椰驻2E椰2 臆 N1,

其中 N1 是独立时间的正常数. 于是我们可以得到

摇 摇 (m,n,E) 沂 L肄(R +;H 1
per(赘) 伊 H 3

per(赘) 伊 H 4
per(赘)) .

证明完成. 阴
现在我们给出性质 4 的证明概要.
性质 4 摇 如果 (m0,n0,E0) 沂 H 3

per(赘) 伊 H 5
per(赘) 伊 H 6

per(赘),那么(m,n,E) 沂 L肄(R +;
H 3

per(赘) 伊 H 5
per(赘) 伊 H 6

per(赘)) .
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证明摇 式(9)与 驻2m 在 赘 上取内积可得

摇 摇 1
2

d
dt (椰驻m椰2 + 椰Ñ驻n椰2 + H 2椰驻2n椰2) +

摇 摇 摇 摇 着
2 (椰驻m椰2 + 椰Ñ驻n椰2 + H 2椰驻2n椰2) 臆 乙驻2m驻 | E | 2dx . (25)

式(9)与 驻3 m 在 赘 上取内积可得

摇 摇 1
2

d
dt (椰Ñ驻m椰2 + 椰驻2n椰2 + H 2椰Ñ驻2 n椰2) +

摇 摇 摇 摇 着
2 (椰Ñ驻m椰2 + 椰驻2n椰2 + H 2椰Ñ驻2 n椰2) 臆- 乙驻3m驻 | E | 2dx . (26)

另一方面,式(7)与 驻4E t 在 赘 上取内积后取实部可得

摇 摇 1
2

d
d (t 椰Ñ驻2 E椰2 + H 2椰驻3E椰2 + 2Re乙nE驻4E

-
d )x +

摇 摇 摇 摇 酌
2 (椰Ñ驻2 E椰2 + H 2椰驻3E椰2) + 2Re乙nE驻4E

-
dx 臆

摇 摇 摇 摇 Re乙(nE) t驻4 E
-
dx .

取 浊2 = {min 着 / 2,酌 / }4 , 从上面的不等式可得

摇 摇 1
2

d
d (t 椰Ñ驻2 E椰2 + H 2椰驻3E椰2 + 2Re乙nE驻4E

-
d )x +

摇 摇 摇 摇 酌
2 (椰Ñ驻2 E椰2 + H 2椰驻3 E椰2) + 浊2Re乙nE驻4E

-
dx 臆

摇 摇 摇 摇 Re乙(nE) t 驻4 E
-
dx + (浊2 - 酌)Re乙nE驻4E

-
dx . (27)

现在我们设

摇 摇 H2( t) = 椰驻m椰2 + 椰Ñ驻m椰2 + 椰Ñ驻n椰2 + (H 2 + 1)椰驻2 n椰2 +

摇 摇 摇 摇 H 2椰Ñ驻2n椰2 + 椰Ñ驻2 E椰2 + H 2椰驻3 E椰2 + 2Re乙nE驻4E
-
dx .

取适当足够小的正数 琢2 = 浊2, 类似于前面利用 Young 不等式和 Gagliardo鄄Nirenberg鄄Sobolev 不

等式,从式(25) ~ (27)可得

摇 摇 d
dtH2( t) + 琢2H2( t) 臆 资2,

其中 资2 是独立于时间却依赖于初值的正常数. 根据 Gronwall 引理可得

摇 摇 H2( t) 臆 e -琢2tH2(0) +
资2

琢2
(1 - e -琢2t) 臆 M2, (28)

其中 M2 是独立于时间却依赖于初值的正常数. 然而,我们需要估计空间 V2 中的范数. 注意到

摇 摇 2Re乙nE驻4E
-
dx = 2Re乙(E驻n + n驻E + 2 Ñn ÑE)驻3E

-
臆

摇 摇 摇 摇 H 2

2 椰驻3 E椰2 + c . (29)

从 H2( t) 和式(29)可得

摇 摇 椰驻m椰2 + 椰Ñ驻m椰2 + 椰Ñ驻n椰2 + (H 2 + 1)椰驻2 n椰2 +

摇 摇 摇 摇 H 2椰Ñ驻2 n椰2 + 椰Ñ驻2E椰2 + H 2

2 椰驻3 E椰2 臆 H2( t) + c 臆 N2, (30)
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其中 N2 是独立于时间却依赖于初值的正常数. 于是可知 (m,n,E) 沂 L肄(R +;H 3
per(赘) 伊

H 5
per(赘) 伊 H 6

per(赘)) . 证明完毕. 阴

3摇 解的存在唯一性

我们将应用标准的 Galerkin 逼近方法来证明量子 Zakharov 方程解的存在唯一性.
3. 1摇 Galerkin逼近

{设 w j(x }) 是 Laplace 算子的特征值对应的特征向量构成的一组正交基.
{

我们知道

w j(x }) 也是 Hilbert 空间 L2
per(赘) 的一组基. 逼近解(mk,nk,Ek) 定义为

摇 摇 mk = 移
k

j = 1
m jk( t)w j(x), nk = 移

k

j = 1
n jk( t)w j(x), Ek = 移

k

j = 1
E jk( t)w j(x),

摇 摇 mk(0) = Pkm0 = mk
0, nk(0) = Pkn0 = nk

0, Ek(0) = PkE0 = Ek
0,

它是下面逼近问题的解:
摇 摇 iEk

t + 驻Ek - H 2驻2Ek - Pk(nkEk) + i酌Ek = 0, (31)
摇 摇 mk = nk

t + 着nk, (32)
摇 摇 mk

t + (琢 - 着)mk - 着(琢 - 着)nk - 驻nk + H 2驻2nk - Pk 驻 | Ek | 2 = 0, (33)
其中, Pk 是在前 k个特征向量构成的空间上的投影算子,算子 Pk 可以和算子驻互换. 于是我们

知道系统(31) ~ (33) 在区间 t沂[0,Tk] 有正则解. 因此,第2 节中的先验估计对(mk,nk,Ek)
都是成立的. 这就为解的存在唯一性和连续性提供了依据.
3. 2摇 在空间 V0 中弱解的存在性

定理 1摇 如果 (m0,n0,E0) 沂 V0,那么式(7) ~ (9) 有弱解(m,n,E) 沂 L肄(R +;V0) .
证明摇 根据性质 2,我们可以得到 (mk,nk,Ek) 属于 L肄(R +;V0) 中的一个有界集. 因此 Tk

= + 肄,我们可以从中抽取一个序列仍然记为(mk,nk,Ek) .
从而知道它们分别在空间 L肄(0,T;H -1

per),L肄(0,T;H 1
per) 和 L肄(0,T;H 2

per) 中弱星收敛且满

足 mk 寅 m,nk 寅 n 和 Ek 寅 E .
这些弱星收敛对于线性部分来说可以直接应用到极限上去,但对于非线性部分来讲,我们

需要有强收敛才可以应用到极限上去. 为了得到强收敛,我们需要用文献[19]中的紧性结果.
由于 Ek 沂 L肄(0,T;H 2

per) 且 nk 沂 L肄(0,T;H 1
per),我们可得 驻2 Ek 沂 L肄(0,T; H -2

per) 和 nkEk 沂
L肄(0,T;H 1

per) . 因此有

摇 摇 Ek
t = i(驻Ek - H 2驻2Ek - Pk(nkEk) + i酌Ek) 沂 L肄(0,T; H -2

per) .
注意到 H 2

per L2
per H -2

per 和 H 2
per H 1

per H -2
per , {我们可以从 E }k {中抽取序列 Ek }n ,它被重新定

{义为 E }k ,对任意 T逸0, {有 E }k 在空间 L2(0,T;H1
per) 中强收敛且满足 Ek 寅 E . 另外我们还

可以得到 E 沂 C(R +;H1
per),m 沂 C(R +; H -2

per),n 沂 C(R +;L2
per) .

现在,我们考虑每一项的极限情况. 固定 M > 0 和 k逸M,式(31) ~ (33) 的3 个方程分别

与 准1( t)w1(x),准2( t)w2(x),准3( t)w3(x) 作乘积,其中准i( t) 沂C1[0,T], 准i(T)= 0且w i(x) 沂
span(w j)M

j = 1 . 那么我们分别在 R + 伊 RR d 上积分可得

摇 摇 (mk,准1w1) = (nk
t ,准1w1) + 着(nk,准1w1), (34)

摇 摇 (mk
t ,准2w2) + (琢 - 着)(mk,准2w2) - 着(琢 - 着) (nk,准2w2) -

摇 摇 摇 摇 驻(nk,准2w2) + H 2(驻2nk,准2w2) - (Pk驻 | Ek | 2,准2w2) = 0, (35)
摇 摇 i(Ek

t ,准3w3) + (驻Ek,准3w3) - H 2(驻2Ek,准3w3) -
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摇 摇 摇 摇 (Pk(nkEk),准3w3) + i(酌Ek,准3w3) = 0. (36)
对于式(34) ~ (36)中的线性部分,当 k寅肄 时,根据弱拓扑收敛可知极限存在. 然而对于非线

性部分来说,其收敛情况如下. 因为 nk 寅 n 弱收敛,我们有

摇 摇 乙肄
0
乙
赘
(nk - n)E准3w3dxdt 寅0.

由于 椰Ek - E椰L2(0,T; L2per(赘)) 强收敛,椰nk准3w3椰L2(0,T; L2per(赘)) 是有界的,根据

摇 摇 乙肄
0
乙
赘
nk(Ek - E)准3w3dxdt 臆 椰Ek - E椰L2(0,T; L2per(赘))椰nk准3w3椰L2(0,T;L2per(赘)) 寅0,

我们可以得到非线性部分的收敛性

摇 摇 (Pk(nkEk),准3w3) - (nE,准3w3) =
摇 摇 摇 摇 (nkEk,Pk(准3w3)) - (nE,准3w3) = (nkEk - nE,准3w3) =

摇 摇 摇 摇 乙肄
0
乙
赘
nk(Ek - E)准3w3dxdt + 乙肄

0
乙
赘
(nk - n)E准3w3dxdt 寅0.

同样的讨论,我们可以得到其他非线性部分的收敛性.
因此, 根据 Ek 和ÑEk 在空间 L2(0, T; L2

per) 中的强收敛可得非线性项当 k 寅肄 时的极限也

存在.另一方面,(m,n,E) 沂 L肄(R+;H-2
per 伊 L2

per 伊 H1
per) 隐含了(m,n,E) 沂 C(R+; H-2

per 伊 L2
per 伊

H1
per),这就使初值条件 m(x,0) = m0(x),n(x,0) = n0(x),E(x,0) = E0(x) 有意义. 证明完毕.

阴
定理 2摇 解 (m,n,E) 在空间 V0 中存在一个有界吸收集 B0 . 也就是说,对 V0 中的每一个有

界集 B 来说,对任意的(m0,n0,E0) 沂 B,存在 t0 > 0,对所有 t > t0 都有(m,n,E) 沂 B0 .
证明摇 假设

摇 摇 椰m0椰2
-1 + 椰n0椰2 + 椰Ñn0椰2 + 椰E0椰2 + 椰ÑE0椰2 + 椰驻E0椰2 臆 R2 .

特别地有 椰E0椰2 臆 R2 / 姿1 . 由式(10)可得

摇 摇 椰E椰2 = exp ( - 2酌t)椰E0椰2 臆 M00 .
显然对所有的 籽 > 0,存在 t忆0 > 0,对任意 t 逸 t忆0,我们有 椰E( t)椰2 臆 籽 . 设 t忆0 给定,固定 籽 使

满足对任意 t 逸 t忆0 有 椰E( t)椰2 臆 籽 .
由式(19)可得

摇 摇 H0( t) 臆 e -琢0( t -t忆0)H0( t忆0) +
资0

琢0
(1 - e -琢0( t -t忆0)) 臆 e -琢0( t -t忆0)H0( t忆0) +

资0

琢0
,

其中 资0 是依赖于 椰E0椰 和 t忆0 的一个正常数. 由
摇 摇 椰m椰2

-1 + 椰n椰2 + H 2椰Ñn椰2 + 椰ÑE椰2 + H 2椰驻E椰2 臆4 H0( t) + c,
可得

摇 摇 椰m椰2
-1 + 椰n椰2 + H 2椰Ñn椰2 + 椰ÑE椰2 + H 2椰驻E椰2 臆4e -琢0( t -t忆0)H0( t忆0) + 资 忆

0,
其中 资 忆

0 依赖于 t忆0 和初始条件. 显然存在 t0(R) > 0 满足对任意 t 逸 t0(R) 有

摇 摇 椰m椰2
-1 + 椰n椰2 + H 2椰Ñn椰2 + 椰ÑE椰2 + H 2椰驻E椰2 臆 2资 忆

0 .
于是可得对空间 V0 中的任意有界的(m0,n0,E0),存在 t0 > 0,对所有 t > t0 有(m,n,E) 沂 B0,

其中 B0 是空间 V0 中以原点为中心 2资 忆
0 为半径的圆域. 证明完毕. 阴

3. 3摇 在空间 V1 中解的存在唯一性和连续性

定理 3摇 如果 (m0,n0,E0) 沂 V1,那么式(7) ~ (9) 存在唯一解(m,n,E) 沂 L肄(R +; V1)
且(m,n,E) 沂 C(R +,V1) .
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证明摇 假设 (m0,n0,E0) 沂 V1 . 由性质 3 可知逼近解(mk忆,nk忆,Ek忆) 沂 L肄(R +;V1) . 通过求

极限推出存在一个解(m,n,E) 沂 L肄(R +;V1) . 于是存在性得到.
下面考虑连续性. 从最初的方程组可得

摇 摇 ntt + H 2驻2n = 驻n - 琢nt + 驻 | E | 2 .
如果 (m,n,E) 沂 L肄(R+;V1),那么驻 | E | 2 沂 L肄(R+; H 2

per) .所以 ntt + H 2驻2n 沂 L肄(R +;H 1
per) .

于是可得 n沂 C(R +; H3
per) 且 nt 沂 C(R +; H1

per) . 此外由 E t = - i(H 2驻2E - i酌E - 驻E + nE) 沂
L肄(R +;L2

per) 可得 E 沂 C(R +; H4
per) .

接下来证明解在空间 V1 中的唯一性. 假设有两个解(m1,n1,E1) 和(m2,n2,E2) . 设m =m1

- m2, n = n1 - n2, E = E1 - E2 . 于是有

摇 摇 iE t + 驻E - H 2驻2E - (n1E1 - n2E2) + i酌E = 0, (37)
摇 摇 m = nt + 着n, (38)
摇 摇 mt + (琢 - 着)m - 着(琢 - 着)n - 驻n + H 2驻2n - 驻( | E1 | 2 -| E2 | 2) = 0. (39)

式(37)与 E 作内积后取虚部可得

摇 摇 1
2

d
dt椰E椰2 = Im乙(n1E + nE2)E

-
dx + 乙酌 | E | 2dx 臆 c(椰n椰2 + 椰E椰2) . (40)

式(37)与 驻E 作内积后取虚部可得

摇 摇 1
2

d
dt椰ÑE椰2 = - Im乙(n1E + nE2)驻E

-
dx =

摇 摇 摇 摇 Im乙 (E Ñn1 + E2 Ñn + n ÑE2) ÑE
-
dx 臆

摇 摇 摇 摇 c(椰E椰2 + 椰ÑE椰2 + 椰n椰2 + 椰Ñn椰2) . (41)
式(37)与 驻2E 作内积后取虚部可得

摇 摇 1
2

d
dt椰驻E椰2 臆

摇 摇 摇 摇 C(椰E椰2 + 椰ÑE椰2 + 椰驻E椰2 + 椰n椰2 + 椰Ñn椰2 + 椰驻n椰2) . (42)
式(37)对 t 求导可得

摇 摇 iE tt + 驻E t - H 2驻2E t - (n1E1 - n2E2) t + i酌E t = 0. (43)
式(43)与 E t 作内积后取虚部可得

摇 摇 1
2

d
dt椰E t椰2 = Im乙 ((n1E) t + (nE2) t)E

-
tdx =

摇 摇 摇 摇 Im乙 (n1tE t + ntE2 + nE2t)E
-
tdx 臆

摇 摇 摇 摇 c(椰E椰2 + 椰驻E椰2 + 椰E t椰2 + 椰nt椰2 + 椰n椰2 + 椰驻n椰2) . (44)
式(39)与 ( - 驻) -1m 作内积,取足够小的 着 > 0 可得

摇 摇 1
2

d
dt (椰m椰2

-1 + 椰n椰2 + H 2椰Ñn椰2) 臆

摇 摇 摇 摇 c(椰m椰2
-1 + 椰n椰2 + H 2椰Ñn椰2 + 椰E椰2 + 椰ÑE椰2 + 椰驻E椰2) . (45)

同样,式(39)与 m 作内积可得

摇 摇 1
2

d
dt (椰m椰2 + 椰Ñn椰2 + H 2椰驻n椰2) 臆

摇 摇 摇 摇 c(椰m椰2 + 椰Ñn椰2 + H 2椰驻n椰2 + 椰E椰2 + 椰ÑE椰2 + 椰驻E椰2) . (46)
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把式(40) ~ (46)相加可导出

摇 摇 d
dt (椰m椰2

-1 + 椰m椰2 + 椰n椰2 + (H 2 + 1)椰Ñn椰2 + H 2椰驻n椰2 +

摇 摇 摇 摇 椰E椰2 + 椰ÑE椰2 + H 2椰ÑE椰2 + H 2椰驻E椰2 + 椰E t椰2) 臆
摇 摇 摇 摇 c(椰m椰2

-1 + 椰m椰2 + 椰n椰2 + (H 2 + 1)椰Ñn椰2 + H 2椰驻n椰2 +
摇 摇 摇 摇 椰E椰2 + 椰ÑE椰2 + H 2椰ÑE椰2 + H 2椰驻E椰2 + 椰E t椰2) . (47)

于是由式(47)可得解的唯一性. 阴
定理 4摇 (m,n,E) 在空间 V1 中存在一个有界吸收集 B1 . 也就是说,对于空间 V1 中的每一

个有界集 B忆来说,对任意(m0,n0,E0) 沂 B忆,存在 t1 > 0,对任意 t > t1 都有(m,n,E) 沂 B1 . 摇
摇 证明摇 事实上,如果 (m0,n0,E0) 沂 B忆 是空间 V1 中的一个有界集,那么根据定理 2,存在一

个 t0 > 0,对任意 t逸 t0,有(m( t),n( t),E( t)) 属于空间 V0 中的有界集 B0 . 由性质 3 容易导出

存在 t1(R) 逸 t0 > 0 满足

摇 摇 椰m( t)椰2 + 椰Ñn( t)椰2 + H 2椰驻n( t)椰2 +
摇 摇 摇 摇 椰Ñ驻E( t)椰2 + H 2椰驻2 E椰2 臆2资 忆

1 .
于是对 (m,n,E) 来说,在空间 V1 中存在一个不依赖于初值的有界吸收集 B1 . 证明完毕. 阴
3. 4摇 在空间 V2 中的解的存在唯一性和连续性

和第 3. 3 节中一样的讨论,由性质 4,我们容易证明下面的结论. 证明省略.
定理 5摇 如果 (m0,n0,E0) 沂 V2,那么式(7) ~ (9) 存在唯一解(m,n,E) 沂 L肄(R +; V2)

且(m,n,E) 沂 C(R +,V2) .
定理 6摇 在空间 V2 中(m,n,E) 存在一个有界吸收集 B2 . 即对空间 V2 中的每一个有界集

B义 来说,对所有(m0,n0,E0) 沂 B义,存在 t2 > 0,对任意 t > t2 都有(m,n,E) 沂 B2 .

4摇 最大吸引子的构造

下面我们考虑系统(7) ~ (9). 根据定理 3 和定理 5 可知,如果 (m0,n0,E0) 沂 V1(或(m0,
n0,E0) 沂 V2),那么此系统有唯一解(m,n,E) 沂 L肄(R +;V1) (或(m,n,E) 沂 L肄(R +; V2)) 且

(m,n,E) 沂 C(R +,V1) (或(m,n,E) 沂 C(R +,V2)) . 对任意 t逸0,设 S( t)(m0,n0,E0) = (m,
n,E) . 由于考虑的系统式自治的. 因此 {, S( t }) t沂R + 形成了解半群.

性质 5摇 S( t) 在空间 V2 是弱连续的.
证明摇 考虑到序列 (mk, nk, Ek) 在空间 V2 中弱收敛到(m,n,E) . 因此, 可以知道(mk,

nk, Ek) 在空间 V2 中是有界的. 由 V2 紧嵌入到 V1 可知(mk, nk, Ek) 在空间 V1 中强收敛到(m,
n, E) . 然而 S( t) 根据 V1 范数连续. 因此, 可知 S( t)(mk,nk,Ek) 在空间 V1 中强收敛到

S( t)(m,n,E) .
另一方面, S( t)(mk,nk,Ek) 在空间 V2 中也是有界的. 因此,我们可以在空间 V2 中抽取一

个序列仍记为 S( t)(mk,nk,Ek),它弱收敛到(m1,n1,E1),然而这个序列在空间 V1 中强收敛到

(m1,n1,E1) . 因此有(m1,n1,E1) = S( t)(m,n,E) .
根据极限的唯一性可知,此序列在空间 V2 中弱收敛到 S( t)(m,n,E) . 证明完毕. 阴
下面我们考虑此系统的弱吸引子. 首先我们定义弱拓扑意义下的 棕鄄 极限集. 从第 3 节可

知,S( t) 在空间 V2 中存在一个有界吸收集 B2 . 因此,设 棕(B2) =疑s逸0 胰t逸sS( t)B2,其中闭包是

关于空间 V2 中的弱拓扑的闭包. 由文献[19]可知,此 棕 极限集满足下面的性质.
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性质 6摇 对任意 t 沂 R +, 下列关系成立:
摇 摇 棕(B2) 奂 B2, S( t)棕(B2) = 棕(B2) . (48)
定理 7摇 集合 Q = 棕(B2) 满足下列性质:
蚵 S( t)Q = Q, 坌t 沂 R +;
蛎 对空间 V2 中的每个有界集 B 来讲,limt寅+肄 dw(S( t)B,Q) = 0,其中 dw 是空间 V2 中赋予

的弱拓扑距离;
蚰 Q 是满足前面的性质蚵和蛎的最大集合;
蚺 Q 关于空间 V2 中的弱拓扑是连通的;
蚱 Q关于 V1 范数是紧的,在空间 V2 中的每一个有界集 B,有集合 S( t)B关于 V1 范数收敛

到 Q .
证明摇 由性质 6, 我们可知蚵成立. 我们通过紧性来证明蛎. 假设蛎不成立. 那么在空间

V2 中存在一个有界集 B, 一个实数 啄 > 0 {和序列 t }n , 满足当 tn 寅+ 肄 时,dw(S( tn)B,Q) 逸
啄 > 0. 另一方面,由于 B2 是一个有界吸收集,于是如果 n 足够大,则当 tn 逸 t2 {时有 S( tn)b }n

属于 B2 . 因此我们可以抽取序列 nk {使得 S( tnk)bn }
k

在 V2 中弱收敛. 于是有

摇 摇 茁 = lim
k寅+肄

S( tnk)bnk = lim
k寅+肄

S( tnk - t2)S( t2)bnk .

因为 S( t2)bnk 沂 B2, 根据 棕(B2) 的定义, 显然有 茁 沂 棕(B2) = Q . 这就产生了矛盾. 因此蛎成

立. 根据文献[19]可知蚰和蚺也成立. 由于 V2 到 V1 的嵌入是紧的,因此蚱成立. 证明完毕. 阴
于是,我们得到了耗散的量子 Zakharov 方程的解在空间 V1 和 V2 中的存在唯一性,以及在

能量空间 V1 和 V2 中弱拓扑的全局吸引子的存在性.
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Asymptotic Behavior of the Solutions for
Dissipative Quantum Zakharov Equations

GUO Yan鄄feng1,2,摇 GUO Bo鄄ling2,摇 LI Dong鄄long1

(1. Department of Information and Computation of Science,
Guangxi University of Technology, Guangxi Liuzhou 545006, P. R. China;

2. Institute of Applied Physics and Computational Mathematics,
Beijing 100088, P. R. China)

Abstract: The dissipative quantum Zakharov equations were mainly studied. The existence and
uniqueness of the solutions for dissipative quantum Zakharov equations were proved by the
standard Galerkin approximation method on the basis of a priori estimates. Meanwhile, the as鄄
ymptotic behavior of solutions and the global attractor which was constructed in energy space
equipped with weak topology were also investigated.

Key words: quantum Zakharov equations; absorbing set; global attractor
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