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摘要:摇 考虑弹性力学中一类上三角无穷维 Hamilton 算子. 首先,给出此类 Hamilton 算子特征值的

几何重数和代数指标,进而得到代数重数. 其次,根据 Hamilton 算子特征值的代数重数确定其特征

(根)向量组完备的形式,得到此类 Hamilton 算子特征(根)向量组的完备性是由内部算子特征向

量组决定. 最后,将所得结果应用到弹性力学问题中.
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引摇 摇 言

Hilbert鄄Schmidt 定理,即特征函数展开定理,是传统分离变量法的理论基础,在求解数学

物理的自伴问题中起重要作用. 展开定理当中要求之一是算子的自伴性,但很多方程并不满足

这一要求. 因此,传统分离变量法失效.
无穷维 Hamilton 算子是一类特殊的非自伴算子,但由于自身的结构特性导致其具有很多

好的性质,如特征函数系的辛正交性. 1991 年,钟万勰院士提出了基于 Hamilton 系统的分离变

量法[1鄄2],并将其应用到弹性力学等相关领域[3鄄5] . 此方法突破了对自伴性的限制,推广了 Hil鄄
bert鄄Schmidt 定理,并提出了很多有待解决的问题[6鄄10] . 但此方法的数学基础———特征向量组

和根向量组的完备性还没有系统解决[11鄄14] . 此外,我们发现应该先讨论 Hamilton 算子特征值

的几何重数和代数重数,这样才能确定出特征(根)向量组完备的形式. 另一方面,弹性理论中

的很多问题都可以转化为上三角无穷维 Hamilton 形式(参见例子). 因此,本文考察了一类上

三角无穷维 Hamilton 算子特征值的几何重数和代数重数,得到此类 Hamilton 算子特征(根)向
量组的完备的充要条件. 最后,将所得结果应用到板弯曲问题和弹性地基上的板弯曲问题.

下面给出文中用到的一些概念.
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定义 1摇 设 Z 为 Hilbert 空间, H:D(H) 哿 Z 伊 Z 寅 Z 伊 Z,

摇 摇 H = A B
C - A
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*
(1)

是稠定闭算子. 若 A 是稠定闭线性算子,B,C 是自伴线性算子,则称 H 为无穷维 Hamilton 算

子,简称 Hamilton 算子. 这里, T* 表示算子 T 的伴随算子. 特别地,当 C = 0 时,称为上三角

Hamilton 算子.
定义 2摇 令 Z是 Hilbert 空间,函数(·,·)是乘积空间 Z 伊 Z上的内积. 称(·,J·) 是由内

积(·,·)诱导的辛形式,其中

摇 摇 J = 0 I
- I
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,

I 是 Z 上的单位算子.
定义了辛形式的线性空间称为辛空间. 本文中辛空间 Z 伊 Z 上的辛形式均指(·,J·) .
本文考虑 X 伊 X 伊 X 伊 X(简记为 X 4) 中的上三角无穷维 Hamilton 算子:

摇 摇 HB =

0 P B1 B2

Q 0 B*
2 B4

0 0 0 - Q*

0 0 - P*

詪
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詪
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詪
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其中

摇 摇 A = 0 P
Q
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, - A* = 0 - Q*

- P*

æ

è
ç

ö

ø
÷

0
, B =

B1 B2

B*
2 B
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0 0
,

P,Q,B1,B2,B4 均为稠定线性算子,且 B1 = B*
1 ,B4 = B*

4 ,B = B* .
文中 R表示实数集,iR {= ib | ,b沂 }R . E(姿;T) 表示算子 T的特征值 姿 所对应的所有特

征向量的集合. 使 N(T - 姿) k = N(T - 姿) k+1 成立的最小的非负整数 k称为姿 的代数指标,其中

摇 摇 N(T - 姿) k {= x 沂 D(T k) | (T - 姿 I) kx = }0 ,摇 摇 姿 沂 C .

引理 1[9] 摇 上三角无穷维 Hamilton 算子 H = A B
0 - A
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*
的点谱为

摇 摇 滓 p(H) = 滓 p(A) 胰 滓1
p( - A*),

其中

摇 摇 滓1
p( - A*) {= 姿沂C | 姿 沂 滓 p( - A*),R(B姿) 疑 R(姿I - A) 屹 }覫 ,

摇 摇 B姿 = B | (N(姿I+A*)疑D(B)) \{ }0 .
定理 1摇 对于无穷维 Hamilton 算子 HB,令算子 PQ和 P*Q* 具有可数多非零简单特征值,

{设为 淄 k | k 沂 }撰 {和 滋 k | k 沂 }撰 ,0 滓 p(QP) 胰 滓 p(Q*P*),滓 p(PQ) = 滓 p(P*Q*),且
PB*

2 Q*ek = 滋 kB2ek(k = 1,2,…) . 假设(Q fk,ek) 屹 0, 级数

摇 摇 移
肄

k = 1

(g,B*
2 Q*ek)

淄 k( fk,Q*ek)
Q fk -

(g,Q fk)
滋 k(Q*ek, fk)

B*
2 Q*ek 摇 摇 (坌g 沂 X)

收敛,其中, 滋 k = 淄- k, ek 沂 E(滋 k;P*Q*), fk 沂 E(淄 k;PQ) .
蚵 若 滓1

p( - A*) = 滓 p( - A*),滓 p(PQ) 疑 滓 p(P*Q*) = 覫,且(xk,Q*ej) = 0(k 屹 j), 则

Hamilton 算子 HB在辛空间 X 4 具有完备的特征向量组的充要条件为 PQ 和 P*Q*的特征向量
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{组 e }k
肄
k = 1 {和 f }k

肄
k = 1都是空间 X 的 Schauder 基,其中 xk 同式(4).

蛎 若 滓1
p( - A*) = 覫,滋 k 沂 R,HB 关于(姿 k,Uk) 有一阶根向量 U1

k = (x1
k 摇 y1

k 摇 z1k 摇 w1
k) T,且

(x1
k,Q*ej) = 0 (k 屹 j), 则 Hamilton 算子 HB 在辛空间 X 4具有完备的根向量组的充要条件为

PQ 和 P*Q* {的特征向量组 e }k
肄
k = 1 {和 f }k

肄
k = 1都是空间 X 的 Schauder 基,其中

摇 摇 Uk 沂 E(姿 k;HB), 姿 k = 淄 k .

1摇 定理 1 的证明

本节首先给出一些基本结论,然后给出本章主要结论的证明.
引理 2[13] 摇 设 姿,滋 是无穷维 Hamilton 算子 H(1) 的两个特征值,相应的特征向量分别为

u0 = (x0 摇 y0) T, v0 = ( f 0 摇 g0) T,并设 u1 = (x1 摇 y1) T, v1 = ( f 1 摇 g1) T 分别是 H 关于(姿,u0),
(滋,v0) 的一阶根向量. 若 姿 + 滋- 屹 0, 则

摇 摇 (u0,Jv0) = 0, (u0,Jv1) = 0, (u1,Jv1) = 0.
引理 3摇 在定理 1蚵的条件下,有如下结论:

蚵 滓 p(HB) {= 姿 依 k,姿 依 k | k = 1,2 },… ,

摇 摇 Uk = fk
Q fk
姿 k
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è
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ø
÷0 0

T

, U -k = - fk
Q fk
姿 k
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ø
÷0 0

T

(3)

是 Hamilton 算子 HB 分别关于 姿 k 和 姿 -k 的特征向量,其中 姿 k = 淄 k ,姿 -k = - 姿 k, f -k = - fk .

蛎 若 Vk = (xk 摇 yk 摇 zk 摇 wk) T 沂 E(姿 k;HB), 则

摇 摇 yk =
Qxk + B4ek

姿 k

-
B*

2 Q*ek
姿 k

2
, zk = -

Q*ek
姿 k

, wk = ek,

即

摇 摇 Vk = xk
Qxk + B4ek

姿 k

-
B*

2 Q*ek
姿 k

2
-
Q*ek
姿 k

eæ

è
ç

ö

ø
÷k

T

. (4)

此外

摇 摇 V -k = - xk
Qxk + B4ek

姿 k

+
B*

2 Q*ek
姿 k

2
-
Q*ek
姿 k

- eæ

è
ç

ö

ø
÷k

T

沂 E(姿 -k;HB), (5)

其中摇 摇 x -k = - xk, e -k = - ek .
蚰 HB 的每个特征值的几何重数,代数指标和代数重数均是 1.
证明摇 蚵 条件 0 滓 p(PQ) 胰 滓 p(QP) 胰 滓 p(P*Q*) 胰 滓 p(Q*P*) 表明 0 滓 p(A), 且

0 滓 p(A*) . 由于 PQ具有可数多特征值,根据文献[14]引理 1蛎,次对角算子 A = 0 P
Q

æ

è
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ø
÷

0
也

{具有可数多非零特征值 姿 k,姿 -k | k = 1,2 },… ,其中 姿 -k = - 姿 k,姿 k = 淄 k . 由 滓 p(PQ) =

滓 p(P*Q*) 以及文献[14] 中引理 1,有 滓 p( - A*) = 滓 p(A) {= 姿 依 k | k = 1,2 },… . 又因为

滓1
p( - A*) = 滓 p( - A*), 这样,根据引理 1,Hamilton 算子 HB 具有可数多非零特征值,且

摇 摇 滓 p(HB) {= 姿 依 k,姿 依 k | k = 1,2 },… .
由条件 PQ fk = 淄 k fk = 姿2

k fk,对于式(3) 中的 Uk,U -k, 显然有

摇 摇 HBU 依 k = 姿 依 kU 依 k,摇 摇 k = 1,2,…,
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这表明 U 依 k 是特征值 姿 依 k 的特征向量,且 f -k = fk .

蛎 若 (xk 摇 yk 摇 zk 摇 wk) T 沂 E(姿 k;HB)(k = 1,2,…), 即有

摇 摇

Pyk + B1 zk + B2wk = 姿 kxk,

Qxk + B*
2 zk + B4wk = 姿 kyk,

- Q*wk = 姿 k zk,

- P*zk = 姿 k wk

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï .

(6)

注意到 P*Q*ek = 滋 kek = 姿 k
2ek,且 P*Q*的每个特征值都是简单的. 于是,可取 wk = ek, 则

摇 摇 zk = -
Q*ek
姿 k

, yk =
Qxk + B4ek

姿 k

-
B*

2 Q*ek
姿 k

2
.

因为 PB*
2 Q*ek = 滋 kB2ek 且姿 -k = - 姿 k, 可以验证

摇 摇 HBV -k = 姿 -kV -k,

即 V -k 是 HB 关于姿 -k 的特征向量,且 x -k = - xk,e -k = - ek(k = 1,2,…) .

蚰 姿 k 和 姿 -k 的几何重数均是 1 这个结论由 PQ的特征值是简单的即可得到. 下面,假设姿 k

还存在另外一个特征向量(xk 摇 yk 摇 zk 摇 wk) T,那么,根据 P*Q* 的特征向量是简单的,可得到

摇 摇 PQ(xk - xk) = 姿 k
2(xk - xk) = 淄 k(xk - xk) .

由于 滓 p(PQ) 疑 滓 p(P*Q*) = 覫,即 淄 k 滓 p(PQ),于是 xk = xk,从而,yk = yk . 因此,姿 k 的几何

重数是 1. 同理可证姿 -k 的几何重数是 1.
假设 姿 k 的代数指标不是 1. 则 N(HB - 姿 k) 芴 N(HB - 姿 k) 2 . 这样,至少存在 1 个向量 u1

k =
( t1k 摇 y1

k 摇 z1k 摇 w1
k) T 沂 N(HB - 姿 k) 2,使得 u1

k N(HB - 姿 k) . 注意到(HB - 姿 k)u1
k 沂 N(HB -

姿 k) 且 N(HB - 姿 k) = {span U }k ,有 (HB - 姿 k)u1
k = aUk,其中 a 是非零常数,即

摇 摇

Py1
k + B1 z1k + B2w1

k = 姿 k t1k + axk,

Qt1k + B*
2 z1k + B4w1

k = 姿y1
k + a

Qxk

姿 k
,

- Q*w1
k = 姿 k z1k,

- P*z1k = 姿 kw1
k

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï .

(7)

若 w1
k = 0,显然,有 z1k = 0, 于是可得

摇 摇 QPy1
k = 姿2

ky1
k + 2aQ fk .

这样

摇 摇 (QPy1
k,ek) = (姿2

ky1
k,ek) + 2姿 k(Q fk,ek),

又因为 P*Q*ek = 姿 k
2ek,于是 a姿 k(Q fk,ek) = 0.这是不可能的,因为(Q fk,ek) 屹 0,且 姿 k 屹 0.

若 w1
k 屹 0,则 P*Q*w1

k = 姿2
kw1

k = 滋 kw1
k,即 滋 k 沂 滓 p(P*Q*),这说明 滓 p(PQ) 疑 滓 p(P*Q*) 屹

覫,与已知矛盾. 因此,姿 k 的代数指标均是 1. 同理可证 姿 -k 的代数指标均是 1.

下面,我们证明 姿 k的代数指标均是 1.注意到姿 k 的几何重数是 1, 只须证明HB 关于(姿 k,Vk)

没有一阶根向量.反证法:假设存在向量u1
k = ( t1k 摇 y1

k 摇 z1k 摇 w1
k) T 使得(HB - 姿 k)u1

k =Vk,则我们

得到
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摇 摇 1
姿 k

P*Q*w1
k - 1

姿 k
2
P*Q*ek = 姿 kwk

1 + ek .

根据 PQxk = 姿2
kxk,可得到矛盾(ek,Q fk) = 0. 因此,HB 关于(姿 k,Vk) 没有一阶根向量. 类似可证

姿 -k 的代数指标均是 1.
由于 HB 的每个特征值的几何重数和代数指标均是 1,进而得到其代数重数也为 1. 阴
引理 4摇 在定理 1蛎的条件下,有如下结论:
蚵 滓 p(HB) {= 姿 依 k | k = 1,2 },… 哿 R 胰 iR,且式(3) 中的 U 依 k 是相应特征向量.

蛎 y1
k =

Qx1
k + B4ek
姿 k

-
B*

2 Q*ek + Q fk
姿2

k
, z1k = -

Q*ek
姿 k

且 wk = ek, 即

摇 摇 U1
k = x1

k
Qx1

k + B4ek
姿 k

-
B*

2 Q*ek + Q fk
姿2

k
-
Q*ek
姿 k

eæ

è
ç

ö

ø
÷k

T

. (8)

蚰 HB 关于(姿 -k,U -k)(k = 1,2,…) 也具有一阶根向量

摇 摇 U1
-k = x1

k -
Qxk + B4ek

姿 k
-
B*

2 Q*ek - Q fk
姿2

k

Q*ek
姿 k

eæ

è
ç

ö

ø
÷k

T

, (9)

其中摇 摇 f -k = - fkx1
-k = x1

k,e -k = ek .
蚺 Hamilton 算子 HB 的特征值的几何重数,代数指标和代数重数分别为 1,2,2.
证明摇 蚵 由 滓1

p( - A*) = 覫, 滋 k 沂R,以及引理 3 的证明,知HB 也具有可数多非零特征值

滓 p(HB) = 滓 p(A) {= 姿 依 k | k = 1,2 },… 哿 R 胰 iR(姿 k 屹0) 且 U 依 k 沂 E(姿 依 k;HB) .
蛎 由于 U1

k = (x1
k 摇 y1

k 摇 z1k 摇 w1
k) T 是 HB 关于(姿 k,Uk) 的一阶根向量,类似于引理 3蚰的证

明,有

摇 摇 w1
k 屹0, w1

k = ek, z1k = -
Q*ek
姿 k

, y1
k =

Qx1
k + B4ek
姿 k

-
B*

2 Q*ek + Q fk
姿2

k
.

蚰 根据 PB*
2 Q*ek = 滋 kB2ek 及 f -k = - fk,直接可以验证 U1

-k 满足

摇 摇 HBU1
-k = 姿 -kU1

-k + U -k,摇 摇 k = 1,2,… .
这表明 U1

-k 是 HB 关于 (姿 -k,U -k) 的一阶根向量.
蚺 显然, HB 的特征值的几何重数是 1. 由假设 HB 关于(姿 k,Uk) 具有一阶根向量表明

N(HB - 姿 k) 芴 N(HB - 姿 k)2,也就是说,姿 k的代数指标至少是 2.假设 N(HB - 姿 k)2 芴 N(HB -
姿 k)3,则至少存在 1 个向量 U 2

k = (xk 摇 yk 摇 hk 摇 ek) 沂 N(HB - 姿 k)3,使得 U 2
k N(HB - 姿 k)2 .

那么(HB - 姿 k)U2
k 沂N(HB - 姿 k) 2 . 注意到 dimN(HB - 姿 k) = 1,根据文献[15] 中的引理3郾 3,

知 dim N(HB - 姿 k) 2 = 2. 另一方面,Uk,U1
k 沂 N(HB - 姿 k) 2,且 Uk,U1

k 线性无关. 因此 N(HB -
姿 k) 2 = {span Uk,U1 }k . 这样,(HB - 姿 k)U2

k = aUk + bU1
k,其中 a,b 是常数,且 b 屹 0, 即

摇 摇

Pyk + B1hk + B2 ek = 姿 k xk + afk + bx1
k,

Qxk + B*
2 hk + B4 ek = 姿 kyk + a

Q fk
姿 k

+ b Qx1
k + B4ek
姿 k

-
B*

2 Q*ek + Q fk
姿2

æ

è
ç

ö

ø
÷

k

,

- Q*ek = 姿 khk - b
Q*ek
姿 k

,

- P*hk = 姿 k ek + bek

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï .

(10)

根据式(10)中的第 3 和第 4 个等式,可得
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摇 摇 Q*P*hk = 姿2
khk - 2bQ*ek .

进而有

摇 摇 (Q*P*hk, fk) = (姿2
khk, fk) - 2b(Q*ek, fk),

结合 PQ fk = 姿2
k fk,仍可得到矛盾(Q*ek, fk) = 0. 因此,N(HB - 姿 k) 芴 N(HB - 姿 k) 2 = N(HB -

姿 k) 3 = …,这便表明 姿 k 的代数指标是 2.
由于 HB 的每个特征值的代数指标是 2,且 dim N(HB - 姿 k) 2 = 2,从而HB的每个特征值的

代数重数都是 2. 阴

定理 1蚵的证明摇 引理 3 表明 HB的特征值是 滓 p(HB) {= 姿 依 k,姿 }依 k , {特征向量组是 Uk,

Vk | k = 依 1 },… . 由于 滓 p(PQ) 疑 滓 p(P*Q*) = 覫 以及 滓 p(PQ) = 滓 p(P*Q*),有 滓 p(HB) 疑
R = 覫,滓 p(HB) 疑 iR = 覫 . 这样,根据引理 2,对 k, j = 依 1, 依 2,…, 有

摇 摇

(Uk,JU j) = 0,

(Uk,JV j) =
- 2
姿 k

( fk,Q*ek), k + j = 0,

0, k + j 屹 0
{

,

(Vk,JV j) = 1
姿 k

- 1
姿

æ

è
ç

ö

ø
÷

j
((Q*ek,x j) + ( xk,Q*ej) + (B4ek,ej)) +

摇 摇 1
姿2

j
(ek,B*

2 Q*ej) - 1
姿 k

2
(B*

2 Q*ek,ej) = 0

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ïï .

由于 PB*
2 Q*ek = 滋 kB2ek 且 P*Q*ej = 滋 jej = 姿 j

2ej, 于是

摇 摇 1
姿2

j
(ek,B*

2 Q*ej) - 1
姿 k

2
(B*

2 Q*ek,ej) =

摇 摇 摇 摇 1
姿2

j 姿 k
2
((PB*

2 Q*ek,Q*ej) - (Q*ek,姿 j
2B2ej)) =

摇 摇 摇 摇 1
姿2

j 姿 k
2
((Q*ek,B2P*Q*ej) - (Q*ek,姿 j

2B2ej)) =

摇 摇 摇 摇 1
姿2

j 姿 k
2
((Q*ek,姿 j

2B2ej) - (Q*ek,姿 j
2B2ej)) = 0. (11)

这样,根据 (Vk,JV j) = 0(k, j = 依 1, 依 2,…), 我们得到

摇 摇 (Q*ek,x j) + (xk,Q*ej) + (B4ek,ej) = 0,摇 摇 k, j = 依 1, 依 2,… . (12)
根据 (Uk,JV j) = 0(k + j 屹 0), 得到

摇 摇 ( fk,Q*ej) = (Q*ek, f j) = 0,摇 摇 k 依 j 屹 0. (13)
充分性摇 为了证明 HB {的特征向量组 Uk,Vk | k = 依1, 依2 },… 在相应辛空间完备,只需

{证明存在唯一的常数列 ck,ck | k = 依 1, 依 2 },… 使得任意 驻 = (h1 摇 h2 摇 h3 摇 h4) T 沂 X 4, 都

有

摇 摇 驻 = 移
+肄

k = 1
ckUk + c -kU -k + ckVk + c -kV -k (14)

成立.
为此,对 k = 1,2,…, 取
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摇 摇
ck =

(驻,JU -k)
(Vk,JU -k)

, c -k =
(驻,JUk)
(V -k,JUk)

,

ck =
(驻,JV -k)
(Uk,JV -k)

, c -k =
(驻,JVk)
(U -k,JVk)

ì

î

í

ï
ï

ï
ï ,

(15)

则

摇 摇 移
+肄

k = 1
ckUk + c -kU -k + ckVk + c -kV -k =

摇 摇 摇 摇 移
+肄

k = 1

(ck - c -k) fk + ( ck - c -k)xk

(ck + c -k)Q fk
姿 k

+
( ck + c -k)(Qxk + B4ek)

姿 k

-
( ck - c -k)B2Q*ek

姿 k
2

-
( ck + c -k)Q*ek

姿 k

( ck - c -k)e

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

k

. (16)

根据 (Q fk,ek) 屹 0, 式 (13), {以及 f }k
肄
k = 1 {和 e }k

肄
k = 1 都是 X 的 Schauder 基,

{

知

Q*ek / (Q fk,ek }) 肄
k = 1 {和 Q fk / (Q fk,ek }) 肄

k = 1 也都是 X 的 Schauder 基. 于是

摇 摇 h4 = 移
+肄

k = 1

(h4,Q fk)
(ek,Q fk)

ek, h3 = 移
+肄

k = 1

(h3, fk)
(Q*ek, fk)

Q*ek . (17)

将向量(16)记为 (状1 摇 状2 摇 状3 摇 状4) T . 通过计算得

摇 摇 状1 = 移
k沂撰

(h1,Q*ek) + (h4,Qtk + B4ek)
( fk,Q*ek)

fk +
(h4,Q fk)
(Q*ek, fk)

tk,

摇 摇 状2 = 移
k沂撰

(h2,ek) + (1 / 淄2
k)(h4,B*

2 Q*ek) - (h3,tk)
( fk,Q*ek)

Q fk +

摇 摇 摇 摇
(h3, fk)

(Q*ek, fk)
(Qtk + B4ek) -

(h4,Q fk)

姿 k
2(Q*ek, fk)

B*
2 Q*ek,

摇 摇 状3 = 移
肄

k = 1

(h3, fk)
(Q*ek, fk)

Q*ek,

摇 摇 状4 = 移
肄

k = 1

(h4,Q fk)
(ek,Q fk)

ek .

显然 状3 = h3,状4 = h4 . 这样,由式(13)、(12)、(17) 和 B4 = B*
4 , 有

摇 摇 (h4,Qxk + B4ek)
( fk,Q*ek)

fk +
(h4,Q fk)
(Q*ek, fk)

xk,
Q*ej

(Q f j,ej
æ

è
ç

ö

ø
÷

)
= 0,

摇 摇 (h3,xk)
( fk,Q*ek)

Q fk +
(h3, fk)

(Q*ek, fk)
(Qxk + B4ek), eæ

è
ç

ö

ø
÷
j = 0,摇 摇 坌j = 1,2,… .

因此

摇 摇
(h4,Qxk + B4ek)

( fk,Q*ek)
fk +

(h4,Q fk)
(Q*ek, fk)

xk = 0,

摇 摇
(h3,xk)

( fk,Q*ek)
Q fk +

(h3, fk)
(Q*ek, fk)

(Qxk + B4ek) = 0,摇 摇 坌k = 1,2,… .

根据假设
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摇 摇 移
肄

k = 1

(g,B*
2 Q*ek)

淄 k( fk,Q*ek)
Q fk -

(g,Q fk)
滋 k(Q*ek, fk)

B*
2 Q*ek 摇 摇 (坌g 沂 X)

收敛,以及式(11),得到

(摇 摇 移
肄

k = 1

(h4,B*
2 Q*ek)

淄 k( fk,Q*ek)
Q fk -

(h4,Q fk)
滋 k(Q*ek, fk)

B*
2 Q*ek, e )j =

摇 摇 摇 摇 移
肄

k = 1

(h4,B*
2 Q*ek)

淄 k( fk,Q*ek)
Q fk -

(h4,Q fk)
滋 k(Q*ek, fk)

B*
2 Q*ek, eæ

è
ç

ö

ø
÷
j =

摇 摇 摇 摇
(h4,B*

2 Q*ej)
淄 j

- 移
肄

k = 1

(h4,Q fk)
滋 k(Q*ek, fk)

(B*
2 Q*ek,ej) =

摇 摇 摇 摇
(h4,B*

2 Q*ej)
淄 j

- 移
肄

k = 1

(h4,Q fk)
淄 j(Q*ek, fk)

(ek,B*
2 Q*ej) =

摇 摇 摇 摇
(h4,B*

2 Q*ej)
淄 j

-
(h4,B*

2 Q*ej)
淄 j

= 0,摇 摇 坌j = 1,2,… .

于是

摇 摇 移
肄

k = 1

(h4,B*
2 Q*ek)

淄 k( fk,Q*ek)
Q fk -

(h4,Q fk)
滋 k(Q*ek, fk)

B*
2 Q*ek = 0.

从而

摇 摇 状1 = 移
k沂撰

(h1,Q*ek)
(xk,Q*ek)

fk, 状2 = 移
k沂撰

(h2,ek)
( fk,Q*ek)

Q fk .

即 h1 = 状1,h2 = 状2 . 因此,式(14)成立. 另一方面,假设还有一个常数列

{摇 摇 dk,d -k,dk,d -k | k 沂 }撰
使得式(14)成立. 那么

摇 摇 移
+肄

k = 1
(ck - dk)Uk + (c -k - d -k)U -k + ( ck - dk)Vk + ( c -k - d -k)V -k = 0.

将上式两端分别与 JU -k,JUk,JV -k 和 JVk 做内积,易得 ck = dk,c -k = d -kck = dk,且 c -k = d -k . 因
此,HB {的特征向量组 Uk,Vk | k = 依 1, 依 2 },… 在 X 4 中完备.

必要性摇 类似于文献[14]中定理 1 的证明,这里略去. 阴
定理 1蛎的证明摇 引理 4 表明 滓 p(HB) {= 姿 依 k | k = 1, 2 }, … 哿 R胰 iR {, Uk, U1

k | k =
依 1 },… 是 HB 的根向量组. 根据式(11),对 k, j = 依 1, 依 2,…, 有

摇 摇

(Uk,JU j) = 0, (Uk,JU1
j ) = 1

姿 k
- 1
姿

æ

è
ç

ö

ø
÷

j

( fk,Q*ej),

(U1
k,JU1

j ) = 1
姿 k

- 1
姿

æ

è
ç

ö

ø
÷

j

((Q*ek,x j) + (xk,Q*ej) + (B4ek,ej)) +

摇 摇 1
姿 j

2
(ek,Q f j) - 1

姿2
k
(Q fk,ej)

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï .

为方便,记 撰 {= 依 1, 依 2 },… ,撰1 {= k 沂 撰 | 姿 k 沂 }R ,撰2 {= k 沂 撰 | 姿 k 沂 i }R ,则
撰 = 撰1 胰 撰2 . 根据

摇 摇
(U1

k,JU1
k) = 0, k 沂 撰1,

(U1
k,JU1

-k) = 0, k 沂 撰2
{ ,
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可得

摇 摇
(ek,Q fk) - (Q fk,ek) = 0, k 沂 撰1,
(ek,Q fk) + (Q fk,ek) = 0, k 沂 撰2

{ .
再根据引理 2,有

摇 摇

(Uk,JU1
j ) =

2
姿 k

( fk,Q*ek),摇 摇 k + j = 0; k, j 沂 撰1或 k - j = 0; k, j 沂 撰2,

0, 其它
{

,

( U1
k,JU1

j ) =

2
姿 k

((Q*ek,x j) + (xk,Q*ej) + (B4ek,ej)) - 2
姿2

k
(Q fk,ej),

摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 k + j = 0; k, j 沂 撰1或 k - j = 0; k, j 沂 撰2,
0, 其它

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ïï .

类似于定理 1蚵的证明,关系式(13)和(12)仍成立.
下面,我们证明 HB {的根向量组 Uk,U1

k | k = 依 1, 依 2 },… 在相应辛空间完备,即证存在

{唯一常数列 ck,c1k | k = 依 1, 依 2 },… 使得对每个 驻 = (h1 摇 h2 摇 h3 摇 h4) T 沂 X 4, 都有

摇 摇 驻 = 移
+肄

k = 1
ckUk + c -kU -k + c1kU1

k + c1-kU1
-k

成立.
为此,对 k = 1,2,…, 取

摇 摇

c1k =

(驻,JU -k)
(U1

k,JU -k)
, 摇 k 沂 撰1,

(驻,JUk)
(U1

k,JUk)
, 摇 k 沂 撰2

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï ,

c1-k =

(驻,JUk)
(U1

-k,JUk)
, k 沂 撰1,

(驻,JU -k)
(U1

-k,JU -k)
, k 沂 撰2

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï ,

ck =

(驻,JU1
-k)

(Uk,JU1
-k)

- c1k
(U1

k,JU1
-k)

(Uk,JU1
-k)

, 摇 摇 k 沂 撰1,

(驻,JU1
k)

(Uk,JU1
k)

- c1k
(U1

k,JU1
k)

(Uk,JU1
k)

, 摇 摇 k 沂 撰2

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï ,

c -k =

(驻,JU1
k)

(Uk,JU1
k)

- c1k
(U1

k,JU1
k)

(Uk,JU1
k)

, k 沂 撰1,

(驻,JU1
-k)

(U -k,JU1
-k)

- c1-k
(U1

-k,JU1
-k)

(U -k,JU1
-k)

, k 沂 撰2

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï .

余下的证明与定理 1蚵类似. 阴

注摇 基于 QP 的性质,有如上平行结论,从略.

2摇 应摇 摇 用

作为应用,本节给出两个例子说明前面的结果. 令 X = L2[0,1] .
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例 1摇 考虑两对边简支的板弯曲方程

摇 摇 D 鄣2

鄣x2 + 鄣2

鄣y( )2

2
棕 = f(x,y), (19)

其中, f(x,y) {是区域 (x,y) | 0 臆 x 臆 h,0 臆 y 臆 }1 的荷载,简支边界条件是

摇 摇 棕 = 0, 鄣2棕
鄣y2 = 0,摇 摇 y = 0, y = 1. (20)

令

摇 摇 兹 = 鄣棕
鄣x , q = D 鄣3棕

鄣x3 + 鄣3棕
鄣x鄣y( )2 , m =- D 鄣2棕

鄣x2 + 鄣2棕
鄣y( )2 ,

则得到式(19)的上三角无穷维 Hamilton 系统

摇 摇 鄣
鄣x

棕
兹
q

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

m

=

0 1 0 0

- 鄣2

鄣y2 0 0 - 1
D

0 0 0 鄣2

鄣y2

0 0 -

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷÷

1 0

棕
兹
q

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

m

+

0
0
f

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

0

,

相应的上三角 Hamilton 算子是

摇 摇 H1 =

0 1 0 0

- d2

dy2 0 0 - 1
D

0 0 0 d2

dy2

0 0 -

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷÷

1 0

.

由边界条件(20), H1 的定义域为

摇 摇 D(H1) =

棕
兹

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

p
q

沂 X 4 棕 (0) = 棕(1) = 0, q(0) = q(1) = 0, 棕, 棕 忆, m, m忆

是绝对连续的,棕 忆,棕 忆 忆,m忆,m忆 忆 沂

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

ü

þ

ý

ï
ï

ï
ï

X
. (21)

通过计算, PQ,P*Q*的特征值和特征向量分别为

摇 摇 淄 k = (k仔) 2, 滋 k = (k仔) 2, fk = -
1

2Dk仔 sin k仔y, ek = sin k仔y,摇 摇 k = 1,2,… .

显然, 滓 p(PQ) = 滓 p(P*Q*) . 又

摇 摇 PB*
2 Q*ek = 滋 jB2ek = 0, (Q fk,ek) = - k仔

4D 屹 0.

再由 滓1
p( - A*) = 覫,且H1 关于(姿 k,Uk) 具有一阶根向量. 那么根据引理4知H1 的每个特征值

的几何重数,代数指标和代数重数分别为 1,2,2. 另一方面 {, e }k
肄
k = 1 {和 f }k

肄
k = 1 都是 X 中的正

交基. 因此,根据定理 1蛎知无穷维 Hamilton 算子 H1 的根向量组在 X4 中完备.
下面通过具体计算来验证H1 的根向量组在X 4 中完备,以此说明我们所得结论的正确性.

H1 的特征值和相应的特征向量和根向量分别为 姿 k = k仔(k = 依 1, 依 2,…),

摇 摇 Uk = - 1
2Dk仔 sin k仔y - 1

2D sin k仔y( )0 0
T
,
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摇 摇 U1
k = sin k仔y k仔 - 1

2k仔( )D
sin k仔y - k仔sin k仔y sin k仔( )y

T
.

对 k = 依 1, 依 2,…, 取

摇 摇 c1k =
(驻,JU -k)
(U1

k,JU -k)
, ck =

(驻,JU1
-k)

(Uk,JU1
-k)

- c1k
(U1

k,JU1
-k)

(Uk,JU1
-k)

.

将其代入式(14)的右端,得

摇 摇 移
+肄

k = 1
ckUk + c -kU -k + c1kU1

k + c1-kU1
-k =

摇 摇 摇 摇

移
+肄

k = 1
2(棕,sin k仔y)sin k仔y

移
+肄

k = 1
2(兹,sin k仔y)sin k仔y

移
+肄

k = 1
2(q,sin k仔y)sin k仔y

移
+肄

k = 1
2(m,sin k仔y)sin k仔

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷y

, (22)

上式右端恰好是 棕, 兹, q, m {关于 sin k仔 }y +肄
k = 1 的 Fourier 级数展开. 因此, H1

{

的根向量组

Uk,U1
k | k = 依 1 },… 在 X 4 完备. 这与应用定理 1蛎的结论一致.

例 2摇 考虑弹性地基上的板弯曲方程

摇 摇 D 鄣2

鄣x2 + 鄣2

鄣y( )2

2
棕 + 资棕 = f(x,y), (23)

其中, f(x,y) {是区域 (x,y) | 0 臆 x 臆 h,0 臆 y 臆 }1 的荷载,简支边界条件是

摇 摇 棕 = 0, 鄣2棕
鄣y2 = 0,摇 摇 y = 0, y = 1. (24)

令

摇 摇 兹 = 鄣棕
鄣x , q = D 鄣3棕

鄣x3 + 鄣3棕
鄣x鄣y2 + i 资 / D 鄣棕

鄣( )x ,

摇 摇 m =- D 鄣2棕
鄣x2 + 鄣2棕

鄣y2 + i 资 / D( )棕 ,

则得到式(23)的上三角无穷维 Hamilton 系统

摇 摇 鄣
鄣x

棕
兹
q

é

ë

ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
úúm

=

0 1 0 0

- 鄣2 / 鄣y2 - i 资 / D 0 0 - 1 / D

0 0 0 鄣2 / 鄣y2 - i 资 / D
0 0 -

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú1 0

棕
兹
q

é

ë

ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
úúm

+

0
0
f

é

ë

ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
úú0

,

相应的上三角 Hamilton 算子是

摇 摇 H2 =

0 1 0 0

- d2 / dy2 - i 资 / D 0 0 - 1 / D

0 0 0 d2 / dy2 - i 资 / D
0 0 -

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú1 0

.
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根据边界条件(24), H2 的定义域与式(21)相同.
通过计算,算子 PQ 和 P*Q*的特征值和特征向量分别为

摇 摇 淄 j = ( j仔) 2 - i 资 / D , 滋 j = ( j仔) 2 + i 资 / D , f j = sin j仔y = ej 摇 摇 ( j = 1,2,…) .
显然

摇 摇 滓 p(PQ) = 滓 p(P*Q*), PB*
2 Q*ej = 滋 jB2ej = 0, (Q f j,ej) =

淄 j

2 屹 0.

注意到 滓1
p( - A*) = 滓 p( - A*) {= 依 ( j仔) 2 + i 资 / D | j = 1,2 },… , {且函数系 e }j

肄
j = 1

{

和

f }j
肄
j = 1 都是 X 中的基. 因此,根据定理 1蚵,无穷维 Hamilton 算子 H2的特征向量组在 X 4 中完

备.
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Completeness of the System of Root Vectors of Upper
Triangular Infinite鄄Dimensional Hamiltonian
Operators Appearing in Elasticity Theory

WANG Hua1,2,摇 Alatancang1,摇 HUANG Jun鄄jie1

(1. School of Mathematical Sciences, Inner Mongolia University,
Hohhot 010021, P. R. China;

2. College of Sciences, Inner Mongolia University of Technology,
Hohhot 010051, P. R. China)

Abstract: A class of upper triangular infinite鄄dimensional Hamiltonian operators appearing
in elasticity theory was dealt with. The geometric multiplicity and algebraic index of the eigen鄄
value were investigated, then further the algebraic multiplicity of the eigenvalue was obtained.
Based on these properties,the concrete completeness formulation of the system of eigen or root
vectors of the Hamiltonian operator was proposed. It is shown that this completeness is deter鄄
mined by the system of eigenvectors of its operator entries. Finally, some illustrating applica鄄
tions from elasticity theory are presented.

Key words: upper triangular infinite鄄dimensional Hamiltonian operator; eigenvector; root vec鄄
tor; multiplicity; completeness
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