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摘要:摇 提出了一种新的精确光滑罚函数求解带约束的极大极小问题. 仅仅添加一个额外的变量,
利用这个精确光滑罚函数,将带约束的极大极小问题转化为无约束优化问题. 证明了在合理的假

设条件下,当罚参数充分大,罚问题的极小值点就是原问题的极小值点. 进一步,研究了局部精确

性质. 数值结果表明这种罚函数算法是求解带约束有限极大极小问题的一种有效算法.
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引摇 摇 言

极大极小规划问题有广泛的应用. 许多决策问题可以转化为极大极小问题. 大量的金融、
工程管理、经济问题同样都是转化成极大极小规划模型来求解的. 有兴趣的读者可以在文献

[1鄄2]中找到极大极小模型在金融、经济学中的实际应用的范例. 一些最优控制问题[3鄄5]也是转

化成极大极小问题的.
本文中,我们考虑下面的带等式约束的极大极小问题:

摇 摇 (P
-
)摇

min max
1臆j臆q

f j(x)

s. t. F j(x) = 0,摇 摇 坌j = q + 1,…,m,

x 沂 Rn

ì

î

í

ï
ï

ïï ,
其中, f j:Rn 寅 R, j = 1,2,…,q 和 F j: Rn 寅 R, j = q + 1,…,m 是连续可微的函数.

由于目标函数中包含极大项,因此它是连续但不是可微的,即使 f j(x), j = 1,2,…,q 是连

续可微函数. 因此,我们不能直接使用带导数的无约束优化算法来求解这个问题. 在已有的文

献中,有几种求解极大极小问题的算法. 它们可以被分为下面两类:问题(P
-
)可以看作是带约

束的非光滑优化问题, 因此,我们可以使用求解非光滑优化问题的一般算法,例如次梯度方

法、捆绑法、切平面法(如文献[6鄄8]). 另一类方法是,考虑不可微的特定结构目的是利用某种

光滑优化算法. 其中,包括利用光滑函数来正则极大项的技巧(见文献[9鄄13]). Ye 等[12] 借助
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于指数罚函数近似方法,提出光滑信赖域 Newton鄄CG 算法. DiPillo 等[9] 首先将精确罚函数方

法推广到求解带约束的极大极小问题中去. 同样,也存在一些其他方法是基于引入一个新的变

量 兹 沂 R 转化成下面等价的非线性规划问题来求解的:

摇 摇 (P)摇

min 兹
s. t. f j(x) 臆 兹, 坌j = 1,2,…,q,

F j(x) = 0, 坌j = q + 1,…,m,

(x,兹) 沂 Rn+1

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï .

很明显,求解带约束的有限极大极小规划问题(P
-
)等价于求解问题(P).

例如,Zhou 等[14]和 Zhu 等[15]基于问题(P)提出了求解极大极小规划问题的 SQP 算法,并
且讨论了一些性质. Obasanjo 等[16]提出了求解极大极小规划问题的内点算法. 基于非线性规

划问题(P)以及连续可微的精确障碍罚函数的构造,对于有限的罚参数值,罚问题的最小值点

就是带约束的极大极小问题的最优值点.
尽管传统的罚函数方法是受欢迎的方法,但是也存在着缺陷. 如果罚函数是精确和光滑

的,那么它就不是简单的;如果罚函数是简单和光滑的,它就不是精确的. 这里,“简单冶的含义

是指罚函数仅仅包括原问题的目标函数和约束函数. 为了说明这一点,我们举一个传统的约束

优化问题例子.

摇 摇

min f(x)
s. t. F j(x) = 0, 坌j 沂 E,

g詛(x) 臆 0, 坌詛 沂 I,

x 沂 Rn

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï ,

其中, f:Rn 寅 R,F j:Rn 寅 R,坌j 沂 E 和 g詛:Rn 寅 R,坌詛 沂 I 是连续可微的函数,E,I 分别表示

等式约束和不等式约束的指标集.
我们给出下面几种传统的罚函数:

摇 摇 f滓(x) = f(x) + (滓 移
j沂E

| F j(x) | + 移
詛 沂I

max(0,g詛(x ))) , (1)

摇 摇 f滓(x) = f(x) + (滓 移
j沂E

F j
2(x) + 移

詛 沂I
(max(0,g詛(x))) )2 (2)

和

摇 摇 f滓(x) = f(x) + 姿T(x)F(x) + 滓
2 FT(x)F(x), (3)

其中,罚参数 滓 > 0,F(x) (F j(x), j 沂 E),姿(x) = (ÑF(x)) +
Ñf(x),(ÑF(x)) + 是ÑF(x)

的广义逆矩阵.
对于上面的 3 类罚函数,我们知道:罚函数(1)是非光滑简单精确罚函数; 罚函数(2)是

光滑简单罚函数,但不是精确的; 罚函数(3)是光滑精确罚函数,但不是简单的.
近来,在文献[17]中,对于等式约束优化问题, 通过引入一个新的变量,提出了一种新的

精确罚函数来求解等式约束优化问题如下:
摇 摇 摇 min

x 沂S
f(x), {T = x 沂 [u,v]:F j(x) = 0,坌j 沂 }E 屹 覫, (4)

其中, [u,v] 沂Rn 是具有非空内部的箱式约束,[u,v] {= x沂Rn:u臆 x臆 }v {,( - }肄 胰R) n

臆 u < v 臆 {( + }肄 胰 R) n, f:D 寅 R 和 F j:D 寅 R,坌j 沂 E 都是定义在开集 D 上的连续可

微函数,其中 D 包含[u,v] . 固定 w j 沂 R,坌j 沂 E 考虑下面的等价问题:
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摇 摇 min
(x,着)沂S着0

f(x), S着0
{= (x,着) 沂 [u,v] 伊 [0,着-]: F j(x) = 着w j,

摇 摇 摇 摇 坌j 沂 E,着 = }0 {= S 伊 }0 , (5)
其中 着- > 0 是固定数. 令

摇 摇 f滓(x,着) =

f(x), 如果 着 = 0, x 沂 S,

f(x) + 1
2着

驻(x,着)
1 - q驻(x,着) + 滓茁(着), 如果 0 < 着 臆 着-,

摇 摇 驻(x,着) < q -1,q > 0,
+ 肄, 否则

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï .

(6)

相应的罚问题可表示成

摇 摇 min
(x,着)沂[u,v] 伊[0,着-]

f滓(x,着), (7)

这里,约束违背测度表示为

摇 摇 驻(x,着) = 移
j 沂E

(F j(x) - 着w j) 2 .

在较弱的条件下, 文献[17]表明,非线性规划问题(4)的局部最优值点就是相应的罚问题的

最优值点. 然而,文献[17]证明了,对于充分大的罚参数 滓 > 0, 当 着 > 0 时,罚问题(7)不存

在 Karush鄄Kuhn鄄Tucker 点 (x,着) . 但是,我们设计算法得到的一般就是 Karush鄄Kuhn鄄Tucker
点,这是可以计算的,因此这是求解原问题(4)的一个实际问题.

受文献[17]的启发,本文中,针对极大极小问题,我们提出一种新的精确光滑罚函数,这
就是本文的写作目的. 这种罚函数的主要特点是我们仅仅增加一个变量 着 到约束中. 效益函数

可以看作是 x 和 着 的函数, 即使不需要梯度和 Jacobi 矩阵的信息, 也具有好的光滑性质和精

确性质. 在 S上, 只要 f(x) 是下有界的, 罚函数就是下有界的, 这一点是 l1 精确罚函数所不具

备的. 众所周知,罚参数过大会给计算结果带来不好的影响. 因此,本文中,对于算法,我们仅仅

要求罚参数增加较小的常数目的是保持罚参数尽可能的小,避免变态的情况发生. 我们将会给

出,如果罚问题的局部最优解处,满足线性独立约束规范,那么局部极小值点可以被表述成

(x*,兹*,0) 的形式. 另外,我们推出一个重要的结论,罚问题的极小值点(x*,兹*,着*) 满足 着*

= 0当且仅当(x*,兹*) 是原问题(P)的最优值点,其中 兹* 是最优目标函数值. 这个性质表明引

入的新变量 着 可以被看作是原问题(P)的局部(全局)最小值点的指示变量. 除了具有上述的

性质之外,我们指出这个罚问题还具有精确性,也就是说, 存在一个有限数,当罚参数大于这

个有限数时, 罚问题的最小值点就是原问题的最小值点. 进一步,局部精确性质也将会被给

出,这里目标函数和约束函数未必要求是光滑的.
本文结构安排如下:第 1 节,我们介绍求解带约束的极大极小规划问题的光滑精确罚函

数;第 2 节,我们将会给出罚函数算法及其收敛性分析;第 3 节,讨论这个新的精确光滑罚函数

的局部精确性质;第 4 节,数值结果;第 5 节,总结本文.

1摇 一种新的光滑精确罚函数

记

摇 摇 {S = (x,兹) 沂 Rn+1: f j(x) - 兹 臆0,坌j = 1,2,…,q;
F j(x) = 0,坌j = q + 1,…, }m . (8)

正如在引言中所陈述的,通过引入变量 兹, 我们将规划问题(P)等价写作下面的优化问题:
摇 摇 min

(x,兹,着)沂S0
兹, S0 {= (x,兹,着) 沂 Rn+2: f j(x) - 兹 臆 着 酌w j, 坌j = 1,2,…,q;
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摇 摇 摇 摇 摇 F j(x) = 着 酌w j, 坌j = q + 1,…,m,着 = }0 ,
其中, w j 沂 (0,1), j = 1,2,…,m . 类似地,我们记作

摇 摇 S着 {= (x,兹,着) 沂 Rn+2: f j(x) - 兹 臆 着 酌w j,坌j = 1,2,…,q;
F j(x) = 着 酌w j,坌j = q + 1,…, }m .

我们做如下假设:
1) 存在问题(P)的全局最优值点,这意味着 兹 在集合 S 上是下有界的;
2) 如果 (x*,兹 觹) 沂 L(P),那么 L(x*,兹觹) {= (x,兹) 沂 L(P): 兹 = 兹 }* 是紧致集合,这里

L(P) 表示问题(P)的局部最优值点集合.
我们建立求解极大极小问题的罚函数如下:

摇 摇 f滓(x,兹,着) =

兹,摇 摇 摇 摇 摇 如果 着 = 0,(x,兹) 沂 S,

兹 + 着 -琢驻(x,兹,着)
1 - 着 -2啄驻(x,兹,着)

+ 滓着 茁,

如果 着 屹0, 0 < 1 - 2着 -2啄驻(x,兹,着) < 1,
+ 肄, 否则

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï ,

(9)

其中

摇 摇 驻(x,兹,着) = 移
q

j = 1
(max( f j(x) - 兹 - 着 酌w j,0)) 2 + 移

m

j = q+1
(F j(x) - 着 酌w j) 2,

琢,茁,酌,啄 是正偶数. 相应的罚问题(P滓) 是

摇 摇 (P滓) min
(x,兹,着)沂Rn+1伊( -着-,着-)

f滓(x,兹,着) .

对于 着 屹0,0 < 1 - 2着 -2啄驻(x,兹,着) < 1, 我们有

摇 摇 f滓(x,兹,着) = 兹 + 着 -琢驻(x,兹,着)
1 - 着 -2啄驻(x,兹,着)

+ 滓着 茁 逸 兹,

当 F j(x) = 0, 坌j = q + 1,…m .
因此, f滓(x,兹,着) 在 Rn+1 伊 [ - 着-,着-] 上是下有界的,只要 f j(x),坌j = 1,2,…,q 在集合

摇 摇 D忆 {= x 沂 Rn | 椰F(x)椰 臆 2
2 着- 啄 + 着- 酌椰w }椰

上是下有界的. 这是合理的条件,因为当 f j(x),坌j = 1,2,…,q 在可行集合上是下有界的,着- 是

充分小的. 下面,我们将刻画出,在较弱的条件下, f滓(x,兹,着) 是连续可微的并且在具有有限函

数值的边界上具有连续的极限.
命题 1. 1摇 令 (x,兹) 寅 (x*,兹*) 沂 S,0 屹 着 寅 着* = 0. 假设

摇 摇
酌 > 啄 > 琢 > 0,
- 琢 - 1 + 2啄 > 0,
茁 > 1

{
,

(10)

那么

摇 摇 lim
着寅着* = 0

(x,兹)寅(x*,兹*)沂S

f滓(x,兹,着) = f滓(x*,兹*,0) = 兹*, lim
着寅着* = 0

(x,兹)寅(x*,兹*)沂S

Ñx f滓(x,兹,着) = 0,

摇 摇 lim
着寅着* = 0

(x,兹)寅(x*,兹*)沂S

鄣f滓(x,兹,着)
鄣着 = 0, lim

着寅着* = 0
(x,兹)寅(x*,兹*)沂S

鄣f滓(x,兹,着)
鄣兹 = 1.

证明摇 由 着 屹0,0 < 1 - 2着 -2啄驻(x,兹,着) < 1 可知,我们有 驻(x,兹,着) = O(着2啄), | f j(x)
- 兹 - 着 酌w j | = O(着 啄),坌j = 1,2,…,q; | F j(x) - 着 酌w j | = O(着 啄),坌j = q + 1,…,m 和

352马摇 摇 骋摇 摇 摇 李摇 摇 迅摇 摇 摇 姚 家 晖摇 摇 摇 张 连 生



摇 摇 lim
着寅着* = 0

(x,兹)寅(x*,兹*)沂S

1 - 着 -2啄驻(x,兹,着) = c* 沂 [1 / 2,1] .

从式(10),我们有 2啄 > 琢 和 茁 > 1. 因此可知,

摇 摇 lim
着寅着* = 0

(x,兹)寅(x*,兹*)沂S

f滓(x,兹,着) = lim
着寅着* = 0

(x,兹)寅(x*,兹*)沂S

兹 + 着 -琢驻(x,兹,着)
1 - 着 -2啄驻(x,兹,着)

+ 滓着 茁 = 兹* .

注意到, 当 (x,兹,着) 满足 着 屹0,0 < 1 - 2着 -2啄驻(x,兹,着) < 1, f滓(x,兹,着) 是连续可微的.
f滓(x,兹,着) 在(x,兹,着) 点处的梯度是

摇 摇 Ñ(x,兹,着) f滓(x,兹,着) (= Ñx f滓(x,兹,着),
鄣f滓(x,兹,着)

鄣兹 ,
鄣f滓(x,兹,着)

鄣 )着 ,

这里

摇 摇 Ñx f滓(x,兹,着) = 着 - (琢 鄣x驻(x,兹,着)
1 - 着 -2啄驻(x,兹,着)

+ 驻(x,兹,着)
着 -2啄鄣x驻(x,兹,着)

(1 - 着 -2啄驻(x,兹,着)) )2 =

摇 摇 摇 摇 着 -琢 鄣x驻(x,兹,着)(1 - 着 -2啄驻(x,兹,着)) + 驻(x,兹,着)着 -2啄鄣x驻(x,兹,着)
(1 - 着 -2啄驻(x,兹,着)) 2 =

摇 摇 摇 摇 着 -琢 鄣x驻(x,兹,着)
(1 - 着 -2啄驻(x,兹,着)) 2 =

摇 摇 摇 摇
2着 - [琢 移

q

j = 1
(max( f j(x) - 兹 - 着 酌w j,0) Ñf j(x) + 移

m

j = q+1
(F j(x) - 着 酌w j) ÑF j(x ])

(1 - 着 -2啄驻(x,兹,着)) 2 ,

(11)

摇 摇
鄣f滓(x,兹,着)

鄣兹 = 1 + 着 - (琢 鄣兹驻(x,兹,着)
1 - 着 -2啄驻(x,兹,着)

+ 驻(x,兹,着)
着 -2啄鄣兹驻(x,兹,着)

(1 - 着 -2啄驻(x,兹,着)) )2 =

摇 摇 摇 摇 1 + 着 -琢 鄣兹驻(x,兹,着)(1 - 着 -2啄驻(x,兹,着)) + 驻(x,兹,着)着 -2啄鄣兹驻(x,兹,着)
(1 - 着 -2啄驻(x,兹,着)) 2 =

摇 摇 摇 摇 1 + 着 -琢 鄣兹驻(x,兹,着)
(1 - 着 -2啄驻(x,兹,着)) 2 =

摇 摇 摇 摇 1 -
2着 -琢移

q

j = 1
max( f j(x) - 兹 - 着 酌w j,0)

(1 - 着 -2啄驻(x,兹,着)) 2 (12)

和

摇 摇
鄣f滓(x,兹,着)

鄣着 =

摇 摇 摇 摇 - 琢着 -琢-1 驻(x,兹,着)
1 - 着 -2啄驻(x,兹,着)

+ 着 - (琢 鄣着驻(x,兹,着)
1 - 着 -2啄驻(x,兹,着)

+

摇 摇 摇 摇
驻(x,兹,着)( - 2啄着 -2啄 -1驻(x,兹,着) + 着 -2啄鄣着驻(x,兹,着))

(1 - 着 -2啄驻(x,兹,着)) )2 + 茁着 茁 -1滓 =

摇 摇 摇 摇 - 琢着 -琢-1 驻(x,兹,着)
1 - 着 -2啄驻(x,兹,着)

+

摇 摇 摇 摇 [着 -琢(鄣着驻(x,兹,着)(1 - 着 -2啄驻(x,兹,着))) - 2啄着 -2啄 -1驻2(x,兹,着) +
摇 摇 摇 摇 着 -2啄鄣着驻(x,兹,着)驻(x,兹,着)] / [(1 - 着 -2啄驻(x,兹,着)) 2] + 茁着 茁 -1滓 =
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摇 摇 摇 摇 - 琢着 -琢-1 驻(x,兹,着)
1 - 着 -2啄驻(x,兹,着)

+ 着 -琢 鄣着驻(x,兹,着) - 2啄着 -2啄 -1驻2(x,兹,着)
(1 - 着 -2啄驻(x,兹,着)) 2 +

摇 摇 摇 摇 茁着 茁 -1滓 {= - 琢着 -琢-1驻(x,兹,着)(1 - 着 -2啄驻(x,兹,着)) -

摇 摇 摇 摇 2酌着 -琢+酌 - [1 移
q

j = 1
max( f j(x) - 兹 - 着 酌w j,0)w j + 移

m

j = q+1
(F j(x) - 着 酌w j)w ]j -

摇 摇 摇 摇 2啄着 -琢-2啄 -1驻2(x,兹,着 }) / (1 - 着 -2啄驻(x,兹,着)) 2 + 茁着 茁 -1滓 =

摇 摇 摇 摇 着 -琢-1

(1 - 着 -2啄驻(x,兹,着)) [2 - 琢驻(x,兹,着)(1 - 着 -2啄驻(x,兹,着)) -

摇 摇 摇 摇 2酌着 (酌 移
q

j = 1
max( f j(x) - 兹 - 着 酌w j,0)w j +

摇 摇 摇 摇 移
m

j = q+1
(F j(x) - 着 酌w j)w )j - 2啄着 -2啄驻2(x,兹,着 ]) + 茁着 茁 -1滓 . (13)

结合式(10)、(11)、(12)和(13),对于任意罚参数 滓 > 0, 我们可以推得

摇 摇 lim
着寅着* = 0

(x,兹)寅(x*,兹*)沂S

Ñx f滓(x,兹,着) = 0, lim
着寅着* = 0

(x,兹)寅(x*,兹*)沂S

鄣f滓(x,兹,着)
鄣着 = 0,

摇 摇 lim
着寅着* = 0

(x,兹)寅(x*,兹*)沂S

鄣f滓(x,兹,着)
鄣兹 = 1. 阴

2摇 算摇 摇 法

步 1摇 选择任意小的数 着-,着 > 0,浊 > 0. 另外,选择 滓 > 0,籽 > 0 和初始点(x0,兹0,着0) 沂
Rn+1 伊 ( - 着-,着-),着0 屹0,设置 k 0;

步 2摇 对于规划问题(P),我们建立下面的罚函数:

摇 摇 f滓(x,兹,着) =

兹, 若 着 = 0,(x,兹) 沂 S,

兹 + 着 -琢驻(x,兹,着)
1 - 着 -2啄驻(x,兹,着)

+ 滓着 茁, 若 着 屹0,

摇 0 < 1 - 2着 -2啄驻(x,兹,着) < 1,
+ 肄, 否则

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï ,

其中

摇 摇 驻(x,兹,着) = 移
q

j = 1
(max( f j(x) - 兹 - 着 酌w j),0) 2 + 移

m

j = q+1
(F j(x) - 着 酌w j) 2,

摇 摇 w j 沂 (0,1), j = 1,2,…m,
利用任何无约束优化算法来求解

摇 摇 min
(x,兹,着)沂Rn+1伊( -着-,着-)

f滓(x,兹,着),

将问题 (P滓k
) 的解记作(x滓,兹滓,着滓);

步 3摇 如果 | 着滓 | 臆 着,椰 Ñ(x,兹,着) f滓(x,兹,着)椰臆 浊,那么停止. (x滓,兹滓) 是问题(P)的近似

解. 否则, 滓 滓 + 籽, 回到步 2.
引理2. 1摇 如果 (xk,兹 k,着 k) 沂 L(P滓 k

) 具有有限的目标函数值 f滓 k
(xk,兹 k,着 k) 和 着 k 屹0,那

么(xk,兹 k,着 k) S着k .
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证明摇 由 (xk,兹 k,着 k) 沂 L(P滓 k
) 具有有限值 f滓k

(xk,兹 k,着 k),着 k 屹0, 我们有

摇 摇
鄣 f滓(xk,兹 k,着 k)

鄣着 =

摇 摇 摇 摇
着 -琢-1

k

(1 - 着 -2啄
k 驻(xk,兹 k,着 k))

[2 - 琢驻(xk,兹 k,着 k)(1 - 着 -2啄
k 驻(xk,兹 k,着 k)) -

摇 摇 摇 摇 2酌着 酌 (k 移
q

j = 1
max( f j(xk) - 兹 k - 着 酌

kw j,0)w j + 移
m

j = q+1
(F j(xk) - 着 酌

kw j)w )j -

摇 摇 摇 摇 - 2啄着 -2啄
k 驻2(xk,兹 k,着 k ]) + 茁着 茁 -1

k 滓 k = 0.

如果 (xk,兹 k,着 k) 沂 S着k,那么上面式子的左边等于 滓 k茁着 茁 -1
k 屹0,矛盾. 因此,(xk,兹 k,着 k) S着k .

阴

摇 摇 注摇 我们有这样的结论:如果在点 (xk,兹 k,着 k) 处,满足Ñ(x,兹,着) f滓k
(xk,兹 k,着 k) = 0并且具有有限目标函数

值 f滓k
(xk,兹 k,着 k) 和 着 k 屹0,那么(xk,兹 k,着 k) S着k

.

引理 2. 2 摇 如果 (xk,兹 k,着 k) 沂 L(P滓 k
),具有有限的目标函数值 f滓 k

(xk,兹 k,着 k),着 k 屹 0,

(xk,兹 k,着 k) 寅k (x*,兹*,着*) 并且ÑF j(x*), j = q + 1,…,m 是线性独立的,那么,着* = 0,(x*,
兹*) 沂 S .

证明摇 首先证明 着* = 0. 由着 k 屹0和引理2. 1,我们有(xk,兹 k,着 k) S着 . 再由(xk,兹 k,着 k) 沂
L(P滓k

), 我们有

摇 摇 Ñx f滓 k
(xk,兹 k,着 k) =

摇 摇 摇 摇 2着 - [琢 移
q

j = 1
(max( f j(xk) - 兹 k - 着 酌

kw j,0) Ñf j(xk)) +

摇 摇 摇 摇 移
m

j = q+1
(F j(xk) - 着 酌

kw j) ÑF j(xk ])) (1 - 着 -2啄
k 驻(xk,兹 k,着 k)) 2 = 0, (14)

摇 摇
鄣f滓 k

(xk,兹 k,着 k)
鄣兹 = 1 -

2着 -琢
k 移

q

j = 1
max( f j(xk) - 兹 k - 着 酌

kw j,0)

(1 - 着 -2啄
k 驻(xk,兹 k,着 k)) 2 = 0 (15)

和

摇 摇
鄣 f滓 k

(xk,兹 k,着 k)
鄣着 =

摇 摇 摇 摇
着 -琢-1

k

(1 - 着 -2啄
k 驻(xk,兹 k,着 k))

[2 - 琢驻(xk,兹 k,着 k)(1 - 着 -2啄
k 驻(xk,兹 k,着 k)) -

摇 摇 摇 摇 2酌着 酌 (k 移
q

j = 1
max( f j(xk) - 兹 k - 着 酌

kw j,0)w j +

摇 摇 摇 摇 移
m

j = q+1
(F j(xk) - 着 酌

kw j)w )j - 2啄着 -2啄
k 驻2(xk,兹 k,着 k ]) + 茁着 茁 -1

k 滓 k = 0. (16)

从式(16),推得

摇 摇 - 琢驻(xk,兹 k,着 k)(着2啄
k - 驻(xk,兹 k,着 k)) -

摇 摇 摇 摇 2酌着2啄 +酌 (k 移
q

j = 1
max( f j(xk) - 兹 k - 着 酌

kw j,0)w j +

摇 摇 摇 摇 移
m

j = q+1
(F j(xk) - 着 酌

kw j)w )j - 2啄驻2(xk,兹 k,着 k) +
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摇 摇 摇 摇 茁(1 - 着 -2啄
k 驻(xk,兹 k,着 k)) 2着琢+茁 +2啄

k 滓 k = 0. (17)
令 k 寅+ 肄,由式(17),第 1 项到第 3 项趋于有限值. 由罚函数 f滓(x,兹,着) 的结构,可知

摇 摇 lim
k寅+肄

(1 - 着 -2啄
k 驻(xk,兹 k,着 k)) 屹 0.

因此

摇 摇 lim
k寅+肄

着 k = 着* = 0. (18)

下面我们证明 (x*,兹*) 沂 S . 由式(15),我们有

摇 摇 着琢
k(1 - 着 -2啄

k 驻(xk,兹 k,着 k)) 2 - 2移
q

j = 1
max( f j(xk) - 兹 k - 着 酌

kw j,0) = 0. (19)

令 k 寅+ 肄, 我们有

摇 摇 移
q

j = 1
max( f j(x*) - 兹* - (着*) 酌w j,0) = 0,

因而

摇 摇 f j(x*) - 兹* 臆 (着*) 酌w j,摇 摇 坌j = 1,2,…,q . (20)
进一步,由式(14),我们知道

摇 摇 移
q

j = 1
(max( f j(xk) - 兹 k - 着 酌

kw j,0) Ñf j(xk)) + 移
m

j = q+1
(F j(xk) - 着 酌

kw j) ÑF j(xk) = 0.

令 k 寅+ 肄, 根据式(20),推得

摇 摇 移
m

j = q+1
(F j(x*) - (着*) 酌w j) ÑF j(x*) = 0.

根据引理 3. 2 的假设, ÑF j(x*),坌j = q + 1,…,m 是线性独立的,可知

摇 摇 F j(x*) - (着*) 酌w j = 0,摇 摇 坌j = q + 1,…,m . (21)
因此

摇 摇 驻(x*,兹*,着*) = 移
q

j = 1
(max( f j(x*) - 兹* - (着*) 酌w j,0)) 2 +

摇 摇 摇 摇 移
m

j = q+1
(F j(x*) - (着*) 酌w j) 2 = 0.

我们有

摇 摇 f j(x*) - 兹* 臆0,摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 坌j = 1,2,…,q,
摇 摇 F j(x*) - (着*) 酌w j = F j(x*) = 0, 坌j = q + 1,…,m,

即 (x*,兹*) 沂 S . 阴
定理 2. 1摇 假设 (xk,兹 k,着 k) 沂 L(P滓 k

) 并且 f滓k
(xk,兹 k,着 k) 是有限值,着 k 屹0. 对于任何聚

点(x*,兹*,着*),ÑF j(x*), j = q + 1,…,m 满足线性独立约束规范,那么(x*,兹*) 是(P)的局

部最优解,其中 兹* 是最优值.
证明摇 由定理 2. 1, {存在序列 (xnk,兹 nk,着 nk

}) 菰 {哿 (xk,兹 k,着 k }) 使得(xnk,兹 nk,着 nk) 寅k

(x*,兹*,着*) . 再根据引理 2. 2 可知 着* = 0 和(x*,兹*) 是问题(P)的可行点,并且 f j(x*) 臆
兹*,坌j = 1,2,…,q . 因此,存在一个邻域 o(x*,兹*,0),对于邻域中的点(x,兹,0) 沂 o(x*,兹*,
0) 疑( {S 伊 }0 ),特别地,兹 =max j = 1,2,…,q f j(x) . 那么,由(xk,兹 k,着 k) 的定义,我们有,对于任何

j = 1,2,…q,
摇 摇 f j(x*) 臆 兹* = f滓(x*,兹*,0) 臆 f滓(x,兹,0) = 兹 .

因此, (x*,兹*) 是问题(P)的局部最优值点并且 兹* 是最优值. 事实上,兹* =max1臆j 臆q f j(x*) .
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证毕. 阴
推论 2. 1摇 假设罚问题 (P滓) 的每一个局部极小值点(x*,兹*,着*) 并且 f滓(x*,兹*,着*)

是有限值,ÑF j(x*), j = q + 1,…,m满足线性独立约束规范, 那么(x*,兹*) 是原问题(P)的局

部极小值点当且仅当 着* = 0.
证明摇 如果 (x*,兹*) 是原问题(P)的局部极小值点,那么 f j(x*) 臆 兹*, j = 1,2,…,q 和

F j(x*) = 0, j = q + 1,…,m . 利用反证法,由引理 2. 2 可知,着* = 0. 相应地,如果 着* = 0,考虑

到罚函数 f滓(x,兹,着) 的结构,那么(x*,兹*) 沂 S,即 f j(x*) 臆 兹* 和 F j(x*) = 0, j = q + 1,…,
m . (x*,兹*) 是问题(P)的可行点. 根据假设 (x*,兹*,0) 是问题(P滓) 的局部最优值点,那么

(x*,兹*) 是原问题(P)的局部极小值点. 阴

注摇 推论 2. 1 表明这个罚函数的另外一个优点,就是 着 可以被看作是局部极小值点的指示变量. 换句话

说,在一般的条件下,对于(x*,兹*, 着*),着* = 0 等价于(x*,兹*) 是(P)的最优值点.

下一个定理探讨了罚函数 f滓(x,兹,着) 的有限终止性质. 由这个结论,我们可知原问题(P)
的最优解可以在有限步内得到.

定理 2. 2摇 如果定理 2. 1 的条件成立,并且 琢,茁,酌,啄 满足

摇 摇 - 琢 - 茁 + 2啄 逸0, 酌 > 啄, (22)
那么,存在 k0 > 0,当 k 逸 k0,我们有 着 k = 0,(xk,兹 k) 沂 L(P) .

证明摇 反证法. 假设这个定理不成立, {那么存在子列 (xnk,兹 nk,着 nk
}) 菰 {哿 (xk,兹 k,着 k })

使得对任何 k0 > 0,当 nk 逸 k0,(xnk,兹 nk,着 nk) 沂 L(P滓nk
),并且具有有限值 f滓nk

(xnk,兹 nk,着 nk),着 nk

屹0 并且定理 2. 2 的条件在这个子序列上成立. 由引理 2. 1,(xnk,兹 nk,着 nk) S着nk
成立. 因此,

摇 摇
鄣f滓nk

(xnk,兹 nk,着 nk)

鄣着 = 0,

即

摇 摇
着 -琢-茁

nk

(1 - 着 -2啄
nk 驻(xnk,兹 nk,着 nk))

[2 - 琢驻(xnk,兹 nk,着 nk)(1 - 着 -2啄
nk 驻(xnk,兹 nk,着 nk)) -

摇 摇 摇 摇 2酌着 酌
n (k 移

q

j = 1
max( f j(xnk) - 兹 nk - 着 酌

nkw j,0)w j + 移
m

j = q+1
(F j(xnk) - 着 酌

nkw j)w )j -

摇 摇 摇 摇 2啄着 -2啄
nk 驻2(xnk,兹 nk,着 nk ]) + 茁滓 nk = 0. (23)

根据引理 2. 2,我们推得 着 nk 寅 着* = 0,(xnk,兹 nk) 寅k (x*,兹*) 沂 S . 结合 着 nk 屹 0,0 < 1 -
2着 -2啄

nk 驻(xnk,兹 nk,着 nk) < 1, 我们有

摇 摇 lim
着nk寅着* = 0
xnk寅x*沂S摇 摇

1 - 着 -2啄
nk 驻(xnk,兹 nk,着 nk) = c* 沂 [1 / 2,1] .

令 - 琢 - 茁 + 2啄 逸0, - 琢 - 茁 + 啄 + 酌 逸0,式(23) 的第 1 项趋于有限值,第 2 项趋于无

穷,而式(23) 的右边为0,这不可能. 因此,不存在这样的子列. 因此存在 k0 > 0,当 k逸 k0,我们

有 着 k = 0,(xk,兹 k,0) 沂 L(P滓k
),这里 xk,兹 k 满足

摇 摇 f j(xk) 臆 兹 k, 摇 摇 j = 1,2,…,q;
摇 摇 F j(xk) = 0, 摇 摇 j = q + 1,…,m .

因此,由 (xk,兹 k,0) 沂 L(P滓 k
),在点(xk,兹 k,0) 处存在一个邻域 o(xk,兹 k,0),对于所有的(x,兹,
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0) 沂 o((xk,兹 k,0)) 疑 ( {S 伊 }0 ),特别地,兹 = max1臆j臆q f j(x), 我们有

摇 摇 兹 k = f滓 k
(xk,兹 k,0) 臆 f滓k

(x,兹,0) = 兹,
因此, (xk,兹 k) 沂 L(P) . 阴

3摇 局部精确性质

在本节中,我们将证明,在一般较弱的条件下和一些附加的假设条件下,对于充分大的罚

参数 滓,(x*,兹*,0) 是罚问题(P滓) 的局部最优值点,如果(x*,兹*) 是原问题(P)的局部极小

值点.
我们考虑非光滑的情况. 假设 f j(x),坌j = 1,2,…,q和F j(x),坌j = q + 1,…,m是非光滑函

数. 为了正则化 f j, j = 1,2,…,q和F j, j = q + 1,…,m,我们通过引入上述的变量 着,将 f j(x),坌j
= 1,2,…,q 和 F j(x), j = q + 1,…,m 光滑化为 f j(x,着),F j(x,着) . 因此,引入的变量 着 对求解

问题(P)起到了重要的作用,它不仅在约束系统上起到了扰动的作用也在非光滑情况下起到

了正则的作用. 正则化之后,函数 f j(x,着),坌j = 1,2,…,q 和 F j(x,着),坌j = q + 1,…,m 在(x,
着) 上都是连续可微的,着 屹0 并且满足

摇 摇 f j(x) = f j(x,0) = lim
着寅0

f j(x,着),摇 摇 摇 坌j = 1,2,…,q,

摇 摇 F j(x) = F j(x,0) = lim
着寅0

F j(x,着), 坌j = q + 1,…,m .

我们考虑下面的系统:

摇 摇 (P着)摇

min
兹沂R

兹

s. t. f j(x,着) 臆 兹, 坌j = 1,2,…,q,
F j(x,着) = 0, 坌j = q + 1,…,m

ì

î

í

ï
ï

ï
ï .

(24)

令 h j(x,兹,着) = f j(x,着) - 兹,坌j = 1,2,…,q,那么(P着) 可以被转化为

摇 摇

min
兹沂R

兹

s. t. h j(x,兹,着) 臆 0, 坌j = 1,2,…,q,
F j(x,着) = 0, 坌j = q + 1,…,m

ì

î

í

ï
ï

ï
ï .

(25)

现在我们介绍误差界的定义.
定义 3. 1摇 我们将满足下面的系统的 x 沂 Rn 组成的集合记为 S

摇 摇 F(x) = 0,
g(x) 臆 0{ ,

这个系统在 x* 处满足误差界条件,对于所有的 x 沂 x* + 啄BB ,如果存在正常数 k > 0 和 啄 > 0
使得

摇 摇 dist(x | S) 臆 k(椰F(x)椰 + 椰g(x) + 椰)
成立,这里 BB 是 Rn 上的一个闭球.

接下来,我们讨论问题(P)的误差界成立的条件. 我们做以下假设:
(A1) 对于 (P着), Managasarian鄄Fromovitz 约束规范在 (x*, 兹*, 0) 处成立, 也就是说,

ÑF j(x*,0), j = q + 1,…,m 是线性独立的,并且存在向量 s 沂 Rn 使得

摇 摇 (s,1) T
Ñx h j(x*,兹*,0)

鄣h j(x*,兹*,0)
鄣

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷

兹

> 0,摇 摇 坌j 沂 I(x*,兹*);
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摇 摇 sT ÑF j(x*,0) = 0,摇 摇 坌j = q + 1,…,m,
其中, I(x*,兹*) {= j = 1,2,…,q | h j(x*,兹*,0) = }0 . 根据文献[18],我们知道假设(A1)能
够保证误差界的条件成立. 进一步结合文献[18]中推论 2. 3. 1 和推论 2. 4. 1 或者文献[19]中
的定理 3. 1,我们有以下结论:

引理 3. 1摇 如果假设(A1)成立,那么在点 (x*,兹*) 处,存在一个邻域N0,和一个常数 子 >
0 使得对于(x,兹) 沂 N0,

摇 摇 兹 逸 兹* - (子 移
q

j = 1
椰h j(x,兹,0) + 椰 + 移

m

j = q+1
椰F j(x,0) )椰

成立.
下面我们给出局部精确性质的重要理论结果. 在证明之前,我们首先需要做如下假设:
(H1) 啄,茁,酌 是正偶整数并且满足 啄 逸 茁 和 酌 逸 茁;
(H2) 对于充分小的 0 < 着 忆 垲1,
摇 摇 椰h j(x,兹,着) - h j(x,兹,0)椰 臆 K着 茁,

摇 摇 坌j = 1,2,…,q, 着 沂 [ - 着 忆,0) 胰 (0,着 忆],
摇 摇 椰F j(x,着) - F j(x,0)椰 臆 K着 茁,摇 摇 坌j = q + 1,…,m, 着 沂 [ - 着 忆,0) 胰 (0,着 忆] .

基于上面的假设,我们给出这一节的主要结果:
定理 3. 1摇 假设(A1)、(H1)和(H2)都成立,对于充分大的罚参数 滓,在(x*,兹*) 处存在

一个邻域 N 哿 N0 以及充分小的 0 < 着 忆 垲1 使得

摇 摇 f滓(x,兹,着) > f滓(x*,兹*,0) = 兹*,
对所有(x,兹,着) 沂 N 伊 [ - 着 忆,0) 胰 (0,着 忆] .

特别地, (x*,兹*,0) 是 f滓(x,兹,着) 的局部极小值点.
证明摇 假设罚参数

摇 摇 滓 逸 m子(K + 2) .
我们分成两种情况进行分析. 对于 (x,兹) 沂 N,着 沂 [ - 着 忆,0) 胰 (0,着 忆]:

蚵 驻(x,兹,着) 逸 着2啄;
蛎 驻(x,兹,着) < 着2啄 .
情况蚵摇 由罚函数的构造, f滓(x,兹,着) = + 肄 . 因此, f滓(x,兹,着) > f滓(x*,兹*,0) .
我们进一步分析情况蛎.
对于情况蛎, 驻(x,兹,着) < 着2啄, 即

摇 摇 移
q

j = 1
(max(h j(x,兹,着) - 着 酌w j,0)) 2 + 移

m

q+1
(F j(x,着) - 着 酌w j) 2 < 着2啄,

推得

摇 摇 椰F j(x,着)椰 臆 着 酌 | w j | + 椰F j(x,着) - 着 酌w j椰 < 着 酌 | w j | + 着 啄,
摇 摇 坌j = q + 1,…,m;

摇 摇 椰h j(x,兹,着)椰 臆 着 酌 | w j | + 椰h j(x,兹,着) - 着 酌w j椰 < 着 酌 | w j | + 着 啄,
摇 摇 坌j 沂 J + (x,兹,着),

其中 J + (x,兹,着) {= j = 1,2,…,q | h j(x,兹,着) 逸 着 酌w }j . 进一步结合引理 3. 1 和假设(H1)、
(H2),我们有

摇 摇 兹* 臆 兹 + (子 移
q

j = 1
椰h j(x,兹,0) + 椰 + 移

m

j = q+1
椰F j(x,0) )椰 =
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摇 摇 摇 摇 兹 + (子 移
j沂J +(x,兹,0)

椰h j(x,兹,0)椰 + 移
m

j = q+1
椰F j(x,0) )椰 臆

摇 摇 摇 摇 兹 + (子 移
j沂J +(x,兹,0)

椰h j(x,兹,着)椰 + 移
j沂J +(x,兹,0)

K着 茁 + 移
m

j = q+1
椰F j(x,着)椰 + 移

m

j = q+1
K着 )茁 <

摇 摇 摇 摇 兹 + (子 移
q

j = 1
着 酌 | w j | + q着 啄 + Kq着 茁 + 移

m

j = q+1
着 酌 | w j | + (m - q)着 啄 + K(m - q)着 )茁 臆

摇 摇 摇 摇 兹 + m子(K + 2)着 茁 臆
摇 摇 摇 摇 兹 + 滓着 茁 .

第 2 个不等式和第 4 个不等式分别源自于假设(H2)和(H1). 因此,
摇 摇 f滓(x*,兹*,0) = 兹* < 兹 + 滓着 茁 臆 f滓(x,兹,着),

对于所有(x,兹,着) 沂 N 伊 [ - 着 忆,0) 胰 (0,着 忆] .
(x*,兹*,0) 是 f滓(x,兹,着) 的局部极小值点. 阴

4摇 数 值 实 验

为了检验算法的可实施性和有效性,我们进行如下数值实验. 该实验利用 Matlab 7. 8. 0 软

件,在 Intel Core 2CPU 2. 39 GHz,1. 99 GB memory 机器上运行. 我们使用 椰 Ñ(x,兹,着) f滓(x,兹,
着)椰臆10 -6 作为停机准则. 表格1 ~ 5中滓 k 表示罚参数,xk,兹 k,着 k 表示最终迭代点,以及 f(xk)
表示函数 f 在 xk 上的函数值.

例 1摇 令

摇 摇 f1(x) = 10(x2 - x2
1), f2(x) = - 10(x2 - x2

1), f3(x) = 1 - x1,
摇 摇 f4(x) = 1 + x1, F1(x) = 100x2

1 + x2
2 - 101, F2(x) = 80x2

1 - x2
2 - 79.

为了使得 琢, 茁,酌,啄 满足式(10)和(22),这个例子中,算法参数我们设置为

摇 摇 琢 = 6, 茁 = 8,酌 = 10,啄 = 8.
最优解和最优值分别为 x* = (1,1) 和 f(x*) = 0. 初始点为

摇 摇 x0 = (2, - 1),兹0 = - 5,着0 = 2.
表 1摇 例 1 的数值结果

Table 1摇 Numerical results of example 1

k 滓 k xk 兹 k 着 k f滓k
(xk,兹 k,着 k)

1 2 (1. 000 0, 1. 000 0) 0. 000 0 0. 226 6 1. 755 9E-005

2 4 (1. 000 0, 1. 000 0) 0. 000 0 0. 299 1 2. 877 9E-004

3 6 (1. 000 0, 1. 000 0) 0. 000 0 0. 265 5 1. 500 5E-004

4 8 (1. 000 0, 1. 000 0) 0. 000 0 0. 304 1 6. 092 7E-004

5 10 (1. 000 0, 1. 000 0) 0. 000 4 0. 051 5 5. 790 5E-004

摇 摇 例 2摇 令

摇 摇 f1(x) = 1
2 x1 +

10x1

x1 + 0. 1 + 2xæ
è
ç

ö
ø
÷2

2 , f2(x) = 1
2 - x1 +

10x1

x1 + 0. 1 + 2xæ
è
ç

ö
ø
÷2

2 ,

摇 摇 f3(x) = 1
2 x1 -

10x1

x1 + 0. 1 - 2xæ
è
ç

ö
ø
÷2

2 , F1(x) = x2
1 + x2

2 + x1x2, F2(x) = - x1 + x2
2 .

这里,算法参数设置为 琢 = 6,茁 = 8,酌 = 10,啄 = 8. 最优解和最优值分别为 x* = (0,0), f(x*)
= 0. 初始点是 x0 = (2,1),兹0 = - 1,着0 = 2.
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表 2摇 例 2 的数值结果

Table 2摇 Numerical results of example 2

k 滓 k xk 兹 k 着 k f滓k
(xk,兹 k,着 k)

1 2 (-0. 000 0, 0. 000 3) 0. 000 0 0. 193 8 5. 292 2E-006
2 4 (-0. 000 0, 0. 000 0) 0. 000 1 0. 221 0 9. 822 9E-005
3 6 (-0. 000 2, -0. 014 9) 0. 008 2 0. 412 5 0. 015 8
4 8 (0. 000 0, 0. 002 2) 0. 000 2 0. 225 9 2. 729 8E-004
5 10 (0. 000 0, 0. 002 0) 0. 000 2 0. 237 7 3. 781 3E-004

摇 摇 例 3摇 令

摇 摇 f1(x) = x2
1 + x2

2, f2(x) = (2 - x1) 2 + (2 - x2) 2, f3(x) = 2exp(x2 - x1),
摇 摇 F1(x) = x1 + x2 - 2, F2(x) = - x2

1 - x2
2 + 2. 25.

算法参数设置为 琢 = 6,茁 = 8,酌 = 10,啄 = 8. 最优解和最优值是 x* = (1. 353 55, 0. 646 45) 和

f(x*) = 2. 25. 初始点是 x0 = (0,0),兹0 = 1,着0 = 2.
表 3摇 例 3 的数值结果

Table 3摇 Numerical results of example 3

k 滓 k xk 兹 k 着 k f滓k
(xk,兹 k,着 k)

1 2 (1. 007 1, 1. 077 1) 2. 134 7 0. 788 6 2. 522 7
2 4 (1. 353 6, 0. 646 4) 2. 250 0 0. 180 3 2. 250 0
3 6 (1. 353 6, 0. 646 4) 2. 250 0 0. 206 4 2. 250 0
4 8 (1. 353 6, 0. 646 4) 2. 250 0 0. 160 3 2. 250 0
5 10 (1. 353 5, 0. 646 5) 2. 250 0 0. 240 1 2. 250 1

摇 摇 例 4摇 令

摇 摇 f1(x) = (exp
x2
1

1 000 + (x2 - 1) )2 , f2(x) = (exp
x2
1

1 000 + (x2 + 1) )2 ,

摇 摇 F1(x) =
x2
1

1 000 + x2
2 + x1x2, F2(x) = - x1 + x2

2 .

算法参数设置为

摇 摇 琢 = 6, 茁 = 8, 酌 = 10, 啄 = 8.
最优解和最优值是 x* = (0,0) 和 f(x*) = 2. 718 28. 初始点为 x0 = (0,0),兹0 = 1,着0 = 2.

表 4摇 例 4 的数值结果

Table 4摇 Numerical results of example 4

k 滓 k xk 兹 k 着 k f滓k
(xk,兹 k,着 k)

1 2 (-0. 000 0, -0. 000 0) 2. 718 3 0. 177 3 2. 718 3
2 4 (0. 000 0, 0. 000 0) 2. 718 3 0. 232 5 2. 718 3
3 6 (0. 000 0, 0. 000 0) 2. 718 3 0. 226 0 2. 718 4

摇 摇 例 5摇 令

摇 摇 f1(x) = x2
1 + x2

2 + 2x2
3 + x2

4 - 5x1 - 5x2 - 21x3 + 7x4,
摇 摇 f2(x) = f1(x) + 10F1(x), f3(x) = f1(x) + 10F2(x), f4(x) = f1(x) + 10F3(x),
摇 摇 F1(x) = x2

1 + x2
2 + x2

3 + x2
4 + x1 - x2 + x3 - x4 - 8,

摇 摇 F2(x) = x2
1 + 2x2

2 + x2
3 + 2x2

4 - x1 - x4 - 9,
摇 摇 F3(x) = x2

1 + x2
2 + x2

3 + 2x1 - x2 - x4 - 5.
算法参数设置为

摇 摇 琢 = 6, 茁 = 8, 酌 = 10, 啄 = 8.
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最优解和最优值是 x* = (0, 0, 2, - 1) 和 f(x*) = - 44. 初始点是 x0 = ( - 1, 1. 5, 1. 8, - 1),
兹0 = - 50,着0 = 2.

表 5摇 例 5 的数值结果

Table 5摇 Numerical results of example 5

k 滓 k xk 兹 k 着 k f滓k
(xk,兹 k,着 k)

1 2 (-0. 006 8, 1. 000 8, 2. 004 6, -0. 994 2) -43. 999 8 0. 379 1 -43. 998 8
2 10 (0. 043 4, 0. 994 5, 1. 969 9, -1. 036 0) -43. 985 4 0. 396 7 -43. 978 8
3 18 (0. 030 9, 0. 996 1, 1. 978 7, -1. 025 8) -43. 993 0 0. 007 3 -43. 978 6

摇 摇 数值结果表明,通过适当的参数选取,我们不要求很大的罚参数就可以获得问题的最优值

点,这说明本文设计的罚函数是合理的,并且运算效果良好.

注摇 在本文设计的算法的执行过程中, 与其他的罚函数方法有所不同. 不同点在于初始点的选取, 也就

是说, 我们在执行该算法前, 应该选择初始点满足 0 < 1 - 2着 -2啄
0 驻(x0,兹0,着0) < 1. 这个可以通过求解方程

1 - 2着 -2啄
0 驻(x0,兹0,着0) = c 来实现,这里 c 是属于区间(0,1)中的任意实数.

5摇 结摇 摇 论

在本文中,针对带约束的极大极小规划问题,我们设计一种新的精确光滑罚函数. 我们的

目的是提供一种新的求解非光滑的极大极小规划问题的光滑算法. 在合理的假设条件下,当罚

参数充分大,罚问题的极小值点就是原问题的极小值点. 进一步,我们也研究了精确罚的逆定

理,即我们讨论了在一般的假设条件下,原问题的解 x* 也是罚问题的解(x*,0) . 数值结果表

明这种新的罚函数算法是求解带约束有限极大极小问题的一种有效算法.
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A New Exact Penalty Function for Solving
Constrained Finite Min鄄Max Problems

MA Cheng1,摇 LI Xun1,摇 YIU Ka鄄Fai Cedric1,摇 ZHANG Lian鄄sheng2

(1. Department of Applied Mathematics, Hong Kong Polytechnic University,
Kowloon, Hong Kong, P. R. China;

2. Department of Mathematics, Shanghai University,
Shanghai 200444, P. R. Chian)

Abstract: A new exact yet smooth penalty function to tackle constrained min鄄max problems
was introduced. Using this new penalty function and adding just one extra variable, a con鄄
strained min鄄max problem was transformed into an unconstrained optimization one. It was
proved that, under certain reasonable assumptions and when the penalty parameter was suffi鄄
ciently large, the minimizer of this unconstrained optimization problem was equivalent to the
minimizer of the original constrained one. Moreover, the local exactness property was also
studied. The numerical results demonstrate that this penalty function method is an effective and
promising approach for solving constrained finite min鄄max problems.

Key words: min鄄max problem; constrained optimization; penalty function
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